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译者序

六十年代初，美国一些理工科大学鉴于当时的基础物理教学与现代科学技术的发展不

相适应，纷纷试行教学改革， 加里福尼亚理工学院就是其中之一． 该校于 1961 年 9 月至

1963 年 5 月特请著名物理学家理查德·费曼主讲一、二年级的基础物理课，事后又根据讲课'

录音编辑出版了«费曼物理学讲义». 本讲义共分三卷，第一卷包括力学、相对论、光学、气体

分子运动论、热力学、波等，第二卷主要是电磁学，第三卷主要是量子力学．全书内容十分丰

富，在深度和广度上都超过了传统的物理教材．

当时美国大学物理教学改革试图解决的主要问题是基础物理教学应尽可能反映近代物

理的巨大成就. « 费曼物理学讲义丑在基础物理的水平上对二十世纪物理学的两大重要成就

相对论和量子力学一一作了系统介绍，对于量子力学，费曼教授特地准备了一套适合大

学二年级水平的讲法．教学改革试图解决的另一个问题是按当前物理学工作者在各个前沿

研究领域所使用的方式来介绍物理学的内容．在«费曼物理学讲义»一书中对一些问题的分

析和处理方法反映了费曼自己以及其他在前沿研究领域工作的物理学家所通常采用的分析

和处理方法．全书对基本概念、定理和定律的讲解不仅生动清晰，通俗易懂，而且特别注重

从物理上作出深刻叙述为了扩大学生的知识面，全书还列举了许多基本物理原理在各个

方面（诸如天体物理、地球物理、生物物理等）的应用，以及物理学的一些最新成就．由于全

书是根据课堂讲授的录音整理编辑的，它在一定程度保留了费曼讲课的生动活泼、引人入胜
的独特风格．

«费曼物理学讲义，从普通物理水平出发，注重物理分析，深入浅出，避免运用高深烦琐

的数学方程，因此具有高中以上物理水平和初等微积分知识的读者阅读起来不会感到十分

困难．至千大学物理系的师生和物理工作者更能从此书中获得教益．为此我们特将此书译

成中文，以飨读者．

本书第一至第五章、第十三、第十四章由潘笃武译；第六至第十一章由吴子仪译；第十

二、第十六至第二十一章、索引及附录由李洪芳译，第十五章由潘笃武、李洪芳合译．为与前
二卷一致，本书译者序及第一、二两章采用第一卷内容，并考虑到本书附录就是第二卷的第

三十四、第三十五章，所以在本卷中删去．本书第六至第十一章由郑永令校，其余各章由郑

广垣校阅．最后郑广垣统校了全书．由于译者水平所限，错误在所难免，欢迎读者批评指正．

«费曼物理学讲义“第三卷翻译组

1987 年 12 月
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§1-2 子弹的实验

1 
量子行为

'"' 

为了试图理解电子的量子行为，我们将在一个特制的实验装置屯把它们的行为和我们

较为熟悉的子弹那样的粒子的行为以及如水波那样的波的行为作一比较和对照．首先考虑

子弹在图 1一1 所示的实验装置中表现的行为．我们有一挺机枪射出一连串子弹，但它不是

一挺很好的机枪，因为它发射的子弹（无规则地）沿着相当大的角度散开，如图所示．在机
枪的前方有一堵用佚甲制成的板墙，墙上开有两个孔，其大小正好能让一颗子弹穿过，墙的
后面是一道后障（譬如说一道厚木墙），它能“吸收“打上去的子弹．在后障前面，有一个称为

. 

. 
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子弹“检测器”的物体，它可以是一个装着沙子的箱子，任何进入检测器的子弹就被留在那里

聚集起来．如果我们愿意的话，可以出空箱子，清点射到箱子里面的子弹数．检测器可以

（沿我们称为＂的方向）上下移动．利用这个装置，我们可以通过实验找出下列问题的答案：

“一颗子弹通过墙上的孔后到达后障上离中心的距离为＂处的几率是多少？“首先，你们应当
认识到我们所谈的应该是几率，因为不可能明确地说出任何一颗子弹会打到什么地方．一

颗碰巧打到孔上的子弹可能从孔的边缘弹开，最终打到任何地方．所谓几率，我们指的是子

弹到达检测器的机会，这可以用以下方式来扯度，数一下在一定时间内到达检测器的子弹

数，然后算出这个数与这段时间内打到后障上的子弹总数的比值．或者，如果假定在测量时

机枪始终以同样的速率（指单位时间发射子弹数，下同一译注）发射子弹，那么我们所要知
道的几率就正比于在某个标准时间间隔内

到达检测器的子弹数．

眼下，我们愿意设想一个多少有点理

壁位的实验，其中子弹不是真正的子弹，而

是不会裂开的子弹，即它们不会分裂成两
_-_-_一＿一＿＿＿一✓、～

半．在实验中，我们发现子弹总是整颗整

颗地到达，我们在检测器中找到的总是一

P11 

, 

压－瓦+Pt
颗一颗完整的子弹．如果机枪射击的速率

十分低那么我们发现在任何给定时刻，要

么没有任何东西到达，要么有一颗，并且只

有一颗一一不折不扣的一颗一一子弹打到后障上，而且，整颗的大小也必定与机枪射击的速

率无关．我们可以说：“子弹总垄同样地整颗整颗到达．”在检测器中测得的就是整颗子弹

到达的几率． 我们测量的是几率作为＂的函数． 用这样的仪器测得的结果画在图 1一1(c)

上（我们还不曾做过这种实验，所以这个结果实际上是想像的而已），在图上，向右的水平轴

表示几率的大小，垂直轴表示幻，这样＂的坐标就对应于检测器的位置．我们称图示的儿率

为 P扭，因为子弹可能通过孔 1, 也可能通过孔 2, 你们不会感到奇怪， plll 的值在接近图中

心时较大，而在＂很大时则变小．然而，你们可能感到惊奇的是：为什么 a;=O 的地方 plll 具

有极大值．假如我们先遮住孔 2 作一次实验，再遮住孔 1 作一次实验的话，就可以理解这一

点．当孔 2 被遮住时，子弹只能通过孔 1, 我们就得到 (b)图上标有凡的曲线．正如你们会

预料的那样， P1 的极大值出现在与枪口和孔 1 在一条直线上的幻处．当孔 1 关闭时，我们

得到图中所画出的对称的曲线 P,. P2 是通过孔 2 的子弹的几率分布． 比较图 1一1 的 (b)
与 (c), 我们发现一个重要的结果

Plll=P1+P2. (1.1) 

几率正好相加．两个孔都开放时的效果是每个孔单独开放时的效果之和．我们称这个结果
为“无干涉＂的观测，其理由不久就会明白．关于子弹我们就讲这些，它们整颗地出现，其到

-- _-_- --_-

达的儿率不显示干涉现象．

后障

(a) 

图 1-1

(b) 

子弹的干涉实验

(c) 

§1-3 波的实验

现在我们要来考虑一个水波实验．实验的仪器如图 1-2 所示．这里有一个浅水槽，一

个标明为“波源”的小物体由马达带动作上下振动，产生圆形的波．

碱配
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在波源的后面也有一堵带两个孔的墙，墙以外又是一堵墙．为了简单起见，设这堵墙是

一个“吸收器”，因而波到达这里后不会反射，吸收器可以用逐渐倾斜的“沙滩“做成，在沙滩

前，放置一个可以沿”方向上下移动的检测器，和先前一样．不过现在这个检测器是一个测

量波动的“强度”的装置．你们可以设想一种能测僵波动高度的小玩意儿，但其刻度则定标

成与实际高度的翌立成比例，这样读数正比于波的强度．于是，我们的检测器的读数正比于

波携带的能筵，或者更确切地说，正比于能量被带至检测器的速率．

在我们这个波动实验中，第一件值得注意的事是强度的大小可以是任意值，如果波源正
_- - -_-__ 

好振动得很弱，那么在检测器处就只有一点点波动＼当波源，的振动较强时，在检测器处的强
度就较大．波的强度可以为任意值．我们不会说在波的强度上能显示出任何“颗粒性,,• 

＿－＿－＿一

现在，我们来测量不同＂处的波

的强度（保持波源一直以同样的方式振

动）．我们得到图 1-2(c)上标有 I过彴有

趣的曲线

在我们研究电磁波的干涉时，已经 , 

知道怎样会产生这种图样．在这种情况 三三wi~1 /JJJJJ/札 I/ / I, 

下，我们将观察到原始波在小孔处发生 了~ f,;~ '1/'N i 
，四 吸收器 I,= lh,12 I功-lh计切I'

衍射，新的圆形波从每一个小孔向外扩 I, 一 lh>/'

展．如果我们一次遮住一个小孔并且 (a) (b) 

测量吸收器处的强度分布，则得到如图 图 1-2 水波干涉实验

迈(b)所示的相当简单的强度曲线. I1 是来自孔 1 的波的强度（在孔 2 被遮住时测得）， I»
是来自孔 2 的波的强度（在孔 1 被遮住时测得）．

当两个小孔都开放时所观察到的强度 I立显然丕垦 I1 与 I.2 之和． 我们说， 两个波有

“干涉＂．在某些位置上（在那里曲线 I过有极大值）两列波“同相”，其波峰相加就得到一个

大的幅度，因而得到大的强度．我们说，在这些地方，两列波之间产生“相长干涉＂．凡是从

检测器到一个小孔之间的距离与到另一个小孔的距离之差为波长整数倍的那些地方，都会

产生这种相长干涉．
在两列波抵达检测器时位相差为叭称为“反相")的那些地方，合成波的幅度是两列波

的波幅之差．这两列波发生“相消干涉＇，，因而得到的波的强度较低．我们预料这种低的强

度值出现在检测器到小孔 1 的距离与到小孔 2 的距离之差为半波长的奇数倍的那些地方．

图 1气-2 中 I功的低值对应于两列波相消干涉的那些位置．

你们一定会记得 I1, I2 与 I立之间的定烘关系可以用以下方式来表示：来自孔 1 的水

波在检测器处的高度瞬时值可以写成如91W飞的实部），这里“振幅''h1 一般来说是复数． 波
动强度则正比于方均高度，或者利用复数写出时，则正比于 1 加 1气类似地，对来自孔 2 的波，

高度为加6气强度正比于 1 加 1气当两个孔都开放时，由两列波的高度相加得到总高度（如＋

心61或以及强度 1 妃th平．就我们目前的要求来说，可略去比例常数， 千是对工癹婆适用

的关系就是：

I1= lh1 产， I2= lh.2 尸， I边= /J五十h2I 气 (1.2) 

你们将会注意到，这个结果与在子弹的情况下所得到的结果（式 1.1)完全不间． 如果

将 lh叶h玵展开，就可以看到：

z z 

110 

(c) 
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队＋比12= 如l2+lh才+21如 II 加 /cos 8. 

这里 8 是比与妇之间的位相差．用强度来表示时，我们可以写成：

压=I1+I2+2.J万万 cos 8. 

(1.3) 

(1.4) 

式 (1.4) 中最后一项是“干涉项“．关于水波就讲这一些．波的强度可以取任意值，而且显示
出干涉现象

§1-4 电子的实验

现在我们想像一个电子的类似实验，如图 1-3所示．我们制造了一把电子枪，它包括

一根用电流加热的鸽丝，外面套有一个开有孔的金属盒，如果鸽丝相对金属盒处于负电位
时，由鸽丝发射出的电子将被加速飞往盒壁，其中有一些会穿过盒上的小孔．所有从电子枪

出来的电子都带有（差不多）相同的能量．在枪的前方也有一堵墙（就是一块薄金属板），墙
上也有两个孔．这道墙的后面有另一块作为”后障＂的板．在后障的前面我们放置一个可移

动的检测器，它可以是盖革计数器，或者更好一些，是一台与扩音器相连的电子倍增器．

我们应当立即告诉你最好不要试着去做这样一个实验（虽然你可能己做过我们所描述
的前面两个实验）． 这个实验从未以这种方式做过． 问题在于，为了显示我们所感兴趣的
效应，仪器的尺寸必须小到制造不出来的程度．我们要做的是一个“理想实验”，之所以要选
它，是因为它易于想像．我们知道这个实验将会得到怎样的结果，因为直许多其他实验已
经做过，在那些实验中，已选用了适当的尺度与比例来显示我们将要描写的效应．

在这个电子的实验中，我们注意到的第一件事是听到检测器（即扩音器）发生明显的“卡

嗜“声．所有的“卡嗜“声全都相同，座塾查一半的＂卡咯“声．
我们还会注意到“卡咯“声的出现很不规则．比如像：卡咯……卡咯－卡咯……卡咯......

卡咯......卡咯－卡咯……卡塔，等等，无疑，这就像人们听到盖革计数器工作时的声音一样．

假如我们计数在足够长的时间内，善如说在许多分钟内听到的卡咯声的数目，然后再在另一
个相等的时间间隔内也进行一次计数，我们发现两个结果非常接近．所以，我们能够谈论

“卡咯“声出现的平均速率（平均每分钟多少、多少次卡咯声）．

在我们上下移动检测器时，声响出现的速率有快有慢，但是每次“卡咯＇，声的大小响度总

是相同的．假如我们降低枪内铭丝的温度，卡咯声的速率就会减慢，但是每一声“卡咯“仍然

是相同的．我们还可以注意到，如果在后障上分别放置两个检测器，那么这一个或那一个将

会“卡咯“发声，但是决不会二者同时发声（除非有时两次“卡塔”声在时间上非常靠近，以致
我们的耳朵可能辨别不出它们是分开的响声）．因此，我们得出结论，任何到达后障的东西

总是呈“颗粒＂的形式，所有的“颗粒“都是同样大小：只有“整颗＇，到达，并且每一次只有一颗

到达后障．我们将说：“电子总是以完全相同的＇颗粒＇到达".

与子弹的实验一样，现在我们可以从实验上找出下列问题的答案：“一个电子颗粒到达

后障上离中心之距离为不同的 0处的相对几率是多少产像前面一样，在保持电子枪稳定工

作的情况下，我们可以从观察“卡咯“声出现的速率来得出相对几率．颗粒到达某个＂位置

的几率正比于该处的卡咯声的平均速率．

我们这个实验的结果就是图 1-3(0)所画出的标有 P:u 的一条有趣的曲线．不错！电子

的行为就是这样．
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§1-5 电于波的干涉

现在，我们来分析一下图 1-3 的曲线，看看是否能够理解电子的行为．我们要说的第一

件事是，由于它们以整颗的形式出现，每一颗粒（亦可称为一个电子）或者通过孔 1, 或者通

过孔 2. 我们以“命题”的形式写下这一点：

愈：每一个电子丕是通过孔 1 塾是通过孔 2.
假设命题 A 后，所有到达后障的电子就可分为二类： (1)通过孔 1 的电子； (2) 通过孔 2

的电子．这样，我们所观察到的曲线

必定是通过孔 1 的电子所产生的效应

与通过孔 2 的电子所产生的效应之

和我们用实验来检验这个想法．首

先，我们将对通过孔 1 的电子作一次

测械．把孔 2 遮住，数出检测器的“卡

咯“声，由响声出现的速率，我们得到
墙 后陀乌一 1女,. p口一/¢,+¢,/'

凡．测噩的结果如图 1-3(b)中标有 P2..,I令1•

凡的曲线所示． 这个结果看来是完 (a) (b) (c) 

全合乎情理的．以类似的方式，可以 图 1 --3 电子的干涉实捡

测量通过孔 2 的电子几率分布瓦．这个测最的结果也画在图上．
显然，当覂主孔都打开时测得的结果 Pu 并不是每个孔单独开放时的几率 P1 与凡之

和．与水波实验类似，我们可以说：“这里存在着干涉".

对千电子：

z " 

历

Po 

_-_ - _-_ - -_-

. 

p立丰 P1+P2. (1.5) 

怎么会发生这样的干涉呢？或许我们应当说：“嗯，这大概意味着：电子颗粒要么经过小

孔 1, 要么经过小孔 2 这一命题是丕里堕的，不然的话，几率就应当相加，或许它们以一种

更复杂的方式运动，它们分裂为两半，然后…···"但是，不对！不可能如此，它们总是整颗地

到达••••••I"那么，或许其中有一些电子经过孔 1 后又转回到孔 2, 然后又转过几圈，或者按

某个其他的复杂路径……于是，遮住孔 2 后，我们就改变了从孔 1 互堑出来的电子最后落到
后障上某处的机会...…. ,, 但是，请注意！在某些点上，当覂主孔都开放时，只有很少电子到

达，但是如果关闭一个孔时，则该处接收到许多电子，所以苤胜一个孔壁捚了通过另一个孔
的数目．然而，必须注意在图形的中心， P过要比 P1+凡还大两倍以上．这又像是关闭一

个孔会减少通过另一个孔的电子数．看来用电子以复杂方式运动这一假设是很难解释上述

翌效应的．
所有这些都是极其神秘的．你考虑得越多，就越会感到神秘．人们曾经提出许多设想，

试图用单个电子以复杂方式绕行通过小孔来解释 P辽曲线，但是没有一个得到成功，没有一
个人能由鸟与八来得到 plJI 的正确曲线．

然而，足以令人惊奇的是，将氏和几与 P立联系起来的整芝旯极其简单的．因为 Pu
正好像图 1-2 的曲线 112, 而覂鱼典望的得来是简单的．在后障上发生的情况可以用两个称
为中和如的复数（当然它们是＂的函数）来描述．也的绝对值平方给出了孔 1 单独开放

. 
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时的效应也就是说， P1=lc/J平．同样孔 2 单独开放时的效应由如给出， 即乌=I如 Ill.

两个孔的联合效应正是 P立一 1¢1+如 12. 这里的覂芝与水波的情形是一样的！（很难看出从

电子沿着某些奇特的轨道来回穿过洞孔这种复杂的运动中能得出如此简单的结果．）

我们的结论是屯子以喷粒的形式到达，像粒子一样，这些颗粒到达的几率分布则像波

的强度的分布．正是从这个意义来说，电子的行为“有时像粒子，有时像波,,. 

顺便指出，在处理经典波动时，我们定义强度为波幅平方对时间的平均值，并且使用复

数作为简化分析的数学技巧．但是在量子力学中结果发现振幅坐壅用复数表示，仅有实部

是不行的．目前，这是一个技术上的问题，因为公式看上去完全一样．

既然电子穿过两个孔到达后障的几率分布如此简单［虽然它并不等于(P1+PJ1)], 要说

的一切实际上就都在这里了．但是在自然界以这种方式活动的事实中，却包括了大量的微

炒之处．我们现在打算向你们说明其中的一些微妙之处，首先，到达某个特定点的电子数
目迸丕等千通过孔 1 的数目加上通过孔 2 的数目，而从命题 A 得出的推沦却与此相反． 所

以，无庸置疑，我们应该作出结论说，愈星A垦王世堕堕． 电子王是通过孔 1 塾县通过孔 2
这一点并至正确．但是这个纠论可以用其他实验来检验．

§1-6 追踪电子

我们现在来考虑如下的一个实验．在前述的电子仪器中我们加上一个很强的光源，光
源放置在墙的后面并在两个小孔之间，如图 1-4 所示．我们知道，电荷能散射光，这样，当电

子在到达检测器的途中通过光时，不论它是怎样通过的，都会将一些光散射到我们的眼睛中，

因而我们可以巠坠电子在哪里飞过．比方说，假如电子采取经过孔 2 的路径， 如图 1-4 所
示，我们应当看到来自图中标有 A 的位置附近的闪光．如果电子经过孔 1, 我们可以预料在

上面的小孔附近将看到闪光．要是发生这样的情形，因为电子分为两半，我们同时在两个位

『
Is. I a, t 艺＼ 置上见到闪光...…让我们做一下实验

我们所看到的情况是：壁当我们由

电子检测器｛后障处的）听到一声“卡咯"

时，我们也见到闪光一—不是在靠近孔
_-_------ - - - --

1 处塾是在靠近孔 2 处的闪光．但是丛

夺平习 生同时在两处见到！无论将检测器放到
(a) (b) (c) 哪里，我们都观察到同样的结果．由这

图 1-4 另一个电子的实验 样的观察可以断言，在查看电子时，我们

发现电子不是通过这个孔，就是通过另一个孔．在实验上，命题 A 必然是正确的．

那么，在我们至足命题 A 的论证屯有什么不对呢？为什么 P:1又E正好等千(P1+P.:a)r

我们还是回到实验上去！让我们盯住电子，看看它们究竟做些什么．对于检测器的每一个位

置位坐标），我们都数出到达的电子数，同时座通过对闪光的观察记录下它们经过的是哪一

个孔．我们可以这样来记录：每当我们听到一声“卡咯“时，如果在孔 1 附近见到闪光，那么

就在第一栏中作一个记录，如果在孔 2 附近见到闪光，那么就在第二栏中作一个记录．所有

抵达的电子都可记录在这两类中之一，即经过孔 1 的一类和经过孔 2的一类．由第一栏的

" 
骂

吧！

骂

. 

. 
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记录我们可以得到电子经由孔 1 到达检测器的几率 Pi; 而由第二栏的记录则可得到电子经

由孔 2 到达检测器的几率鸟．如果现在对许多＂的值重复这样的测量，我们就得到图 1-4

(b)所画的 P'1 与骂的曲线．

你们看，这里没有什么过分令人惊奇的事． 所得到的 Pi 与我们先前遮住孔 2 而得到

的 P1 完全相似；启则与遮住孔 1 所得到的几相似．所以，像通过两个小孔这样的复杂情

况是不存在的．当我们跟踪电子时，电子就像我们所预料的那样通过小孔．无论孔 2 是否

关闭，我们所看到的通过孔 1 的电子分布都相同．

但是别忙！现在总几亨，即电子以任何途径到达检测器的几率又是多少呢？有关的资料

早就有了．我们现在假想从未看到过闪光，而把先前分成两栏的检测器“卡咯＂声次数归并

在一起．我们只须把这些数加起来．对于电子经过任何一个孔到达后障的总几率，我们确_-_-_ -- -_ - - __ -_-

实得出 Pi2=Pi+P~. 这就是说，虽然我们成功地观察到电子所经过的是哪个孔，但我们不

再得到原来的干涉曲线 P拉，而是新的、不显示干涉现象的 Pill 曲线！如果我们将灯熄灭的

话， P边又出现了． 、

我们必须推断说：当我们观察电乏时，它们在屏上的分布与我们不观察电子时的分布

不同也许这是由于点上光源而把事情搞乱了？想必是由于电子本身非常微妙，因而光波受

到屯子散射时给电子一个反冲，因而改变了它们的运动．我们知道，光的电场作用在电荷上

时会对电荷施加一个作用力．所以也许我们区当预期运动要发生改变．不管怎样，光对电

子有很大的影响．在试图“跟踪“电子时，我们改变了它的运动．也就是说，当电子散射光子

时所受到的反冲足以改变其运动，以致原来它座熊跑到 P立为极大值的那些位置上，现在

却反而跑到 P边为极小值的那些位置上；这就是为什么我们不再看到波状干涉效应的原因．

你们或许会想：“别用这么强的光源！使亮度降低一些！光波变弱了，对电子的扰动就不

会那么大．无疑，若使光越来越暗淡的话，最后光波一定会弱得使它的影响可以忽略．“好，

让我们来试一下．我们观察到的第一件事是电子经过时所散射的闪光并没有变弱．它总是
_-_- - - _-_-

伺样大小的闪光．使灯光暗淡后唯一发生的事情是，有时，我们听到检测器发生一下“卡咯"

声，但根本看不到闪光，电子在没有“被看到“的情况下跑了过去．我们所观察到的是：光的

行为坚像电子，我们旦纽它是波状的，但是现在发现它也是“颗粒状＂的．它总是以整颗的形

式（我们称为“光子'')到达或者被散射．当我们降低光源的巠竖时，我们并没有改变光子的

大小，而只是改变了发射它们的速率．这就解释了为什么在灯光暗淡时有些电子没有被“看
--

到“就跑了过去；当电子经过时，周围正好没有光子．

假如真的是每当我们“见到“电子，我们就肴到同样大小的闪光，那么所看到的垒差受到

扰动的电子，这件事史人多少有点泄气不管怎样，我们用暗的灯光来做一下实验．现在，
只要听到检测器中一声“卡咯＂，我们就在三栏中的某一栏记下一次：栏 (1)记的是在孔 1 旁

看到的电子；栏 (2) 记的是孔 2 旁看到的电子，根本没有看到电子时，则记在栏 (3) 中．当我

们把数据整理出来（计算几率）后可以发现这些结果：“在孔 1 旁看到“的电子具有类似于 p~
的分布；“在孔 2 旁看到“的电子具有类似于鸟的分布（所以“在孔 1 或者孔 2 旁看到“的电

子具有类似于 P伍的分布）；而那些“根本没有看到“的电子则具有类似于图 1-3 的 P功那样

的“波状“分布！假如电子没有被看到，我们就会发现干涉现象！
这个情形是可以理解的，当我们没有看到电子时，就没有光子扰动它，而当我们看到它

时，它已经受到了光子的扰动．由于光子产生的都是同样大小的效应，所以扰动的程度也总
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是相同的，而且光子被散射所引起的效应足以抹掉任何干涉现象．

难道没有荎腔可以不扰动电子而又使我们能看到它们的方法吗？在前面的一章中，我们

已经知道，“光子“携带的动量反比于它的波长(p=h/入）．无疑当光子被散射到我们的眼中

时，它给于电子的反冲取决于光子所携带的动量．对！如果我们只想略微扰动一下电子的话，

那么应当降低的不是光的强度，而是它的频率（这与增加波长一样）．我们使用比较红的光，
一＿－＿

甚至用红外光或无线电波（如雷达），并且借助于某种能“看到“这些较长波长的仪器来“观
察“电子的行径．如果我们使用“较柔和＂的光，那么或许可以避免对电子扰动太大．

现在我们用波长较长的波来做实验．我们将利用波长越来越长的光重复进行实验．起

先，看不到任何变化，结果是一样的．接着，可怕的事情发生了，你们会记得，当我们讨论显
微镜时曾指出过，由于光的波动性质，对两个小点彼此可以靠得多么近而仍可视为两个分离

的点存在着一个极限距离．这个极限距离的大小与光波波长的数量级相同．所以如果我们

使波长大于两个小孔之间的距离，我们看到在光被电子散射时产生一个壁去的模糊不清的

闪光．这样就不再能说出电子通过的是哪一个孔了！我们只知道它跑到某处去！正是对这

种波长的光，我们发现电子所受到的反冲己小到使 P伍看来开始像 P边——·即开始出现某种

干涉的效应．只有在波长远大于两个小孔之间的距离时（这时我们完全不可能说出电子跑
向何处），光所引起的扰动才充分地减小，因而我们又得到图 1-3 所示的曲线 P立

在我们的实验中，我们发现不可能这样安排光源，使人们既可以说出电子穿过哪个小

孔，同时又不扰动分布图样．海森伯提出，只有认为我们的实验能力有某种前所未知的基本

局限性，那么当时发现的新的自然规律才能一致．他提出了作为普遍原则的测不准原理，在__________ -_ - - - -_-_ 

我们的实验中，它可以这样表述：“要设计出一种仪器来确定电子经过哪一个小孔，同时又不
使电子受到足以破坏其干涉图样的扰动是不可能的＂．如果一架仪器能够确定电子穿过哪

一个小孔的话，它就丕理能精致得使图样不受到实质性的扰动．没有一个人曾找出（或者甚
至想出）一条绕过测不准原理的途径． 所以我们必须假设它描述的是自然界的一个基本特

" 征．

我们现在用来描写原子（事实上描写所有物质）的蛋
子力学的全部理论都取决于测不准原理的正确性．由于
量子力学是这样一种成功的理论，我们对于测不准原理

的信任也就加深了．但是如果一旦发现了一种能够“推

翻＇，测不准原理的方法，量子力学就会得出自相矛盾的绪
果，因此也就不再是自然界的有效的理论，而应予以抛
弃．

p卫

(a)· 

P认巳滑顺）

(b) 

图 1-5 子弹的干涉实验 “很好”，你们会说：“那么命题 A 呢？电子要么通过

(a) 实际的图样（概图）； (b) 观测到的图样小孔 1, 要么通过小孔 2这一点是正确的，还是丕正确的

呢？“唯一可能作出的回答是，我们从实验上发现，为了使自己不致陷千自相矛盾，我们必须
按一种特殊方式思考问题．我们所必须说的（为了避免作出错误的预测）是：如果人们观察
小孔，或者更确切地说，如果人们有一架仪器能够确定电子究竟通过孔 1 还是孔 2 的话，那
么他们就能整说出电子或者穿过孔 1, 或者穿过孔 2. 但垦，当人们丕试图说出电子的行径，
以及实验中对电子不作任何扰动时，那么他们可以丕说电子或者通过孔 1, 或者通过孔 2. 如
果某个人这么说了，并且开始由此作出任何推论的话丿他就会在分析中造成错误．这是一条
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逻辑钢丝，假如我们希望成功地描写自然的话，我们就必须走这一条钢丝．

如果所有物质—一以及电子—一的运动都必须用波来描写，那么我们第一个实验中的

子弹怎样呢？为什么在那里我们看不到干涉图祥？结果表明：对于子弹来说，其波长是如此之

短，因而干涉图样变得非常精细．事实上，图样精细到人们用任何有限尺寸的检测器都无法

区别出它的分立的极大值与极小值．我们所看到的只是一种平均，那就是经典曲线．在图 1-5

中，我们试图示意地表明对大尺度物体所发生的情况．其中 (a) 图表示应用掀子力学对子弹

所预期的几率分布．假设快速摆动的条纹表示对于波长极短的波所得到的干涉图案．然而，
任何物理检测器都跨越了儿率曲线的儿个摆动，所以通过测量给出的是图 (b) 中的光滑曲线．

§1-7 量子力学的基本原理

我们现在来概括地小结一下前面实验中的主要结论．不过，我们将把结果表示成对于

这一类的实验普遍适用的形式．假如先定义一个“理想实验”，那么这个小结就可以简单一
些．所谓“理想实验”指的是其中没有我们无法计及的任何不确定的外来影响，即无跳动或
其他什么事情更确切的说法是“所谓理想实验就是所有的初始条件和最终条件都完全确
定的实验．“我们将要说到的“事件”，一般说来就是一组特定的初始与最终条件．（例如：“电
子飞出枪口，到达检测器，此外没有任何其他事情发生)J.)下面就是我们的小结：

(1) 在理想实验中，一个事件的几率由一个复数中的绝对值平方给出，申称为儿率幅．
P一几率，

也二止邑幅， (1.6) 

P一 I cf> I 气
(2) 当一个事件按几种交替的方式出现时，该事件的儿率幅等于各种方式分别考虑时

的儿率幅之和．此时存在干涉现象．

｛中＝如＋如，
P=I扣＋如 1 气

(1. 7) 

(3) 如果完成一个实验，此实验能够确定实际上发生的是哪一种方式的话，则该事件的

几率等于发生各个方式的几率之和．此时干涉消失．

小娃
，口

P=P1+P2. (1.8) 

人们也许还想问：“这是怎样起作用的？在这样的规律背后有什么机制产还没有人找到

过定律背后的任何机制，也没有人能够“解释“得比我们刚才的“解释“更多一些，更没有人会

给你们对这种情况作更深入的描写．我们根本想像不出更基本的能够推导出这些结果的机

, 

制．
我们希望强调经典理论和量子力学之间的一个非常重要的差别．我们一直谈到在给定

的情况下，电子到达的儿率．我们曾暗示：在我们的实验安排中（即使是能作出的最好的一种

安排）不可能精确预言将发生什么事．我们只能预言可能性！如果这是正确的，那就意味着，

物理学已放弃了去精确预言在确定的环境下会发生的事情．是的！物理学旦葱登了这一点．癹

1日不知道怎样去损直在确座的环境工会裳生堕壅住，而且我们现在相信，这是不可能的，
唯一可以预言的是种种事件的儿率．必须承认，对我们早先了解自然界的理想来说，这是
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一种节约，它或许是后退的一步，但是还没有脂看出避免这种后退的出路．

现在，我们来评论一下人们有时提出的试阳避免上述描写的一种见解．这种见解认为：

”或许电子有某种我们目前还不知道的内部机构一一某些内在变量． 或许这种机构正是我

们无法预言将会发生什么事情的原因．如果我们能够更仔细地观察电子，就能说出它将到

达哪里．”就我们所知，这是不可能的．我们仍会遇到困难．假设在电子内部有某种机构能
够确定电子的去向，那么这种机构座必定能够确定电子在途中将要通过哪一个孔．但是我

们不要忘记，在电子内部的东西应当不依赖于翌釭的动作，特别是不依赖于我们开或关哪一

个孔．所以，如果电子在开始运动前已打定主意： (a) 它要穿过哪一个孔， (b) 它将到达哪里，

我们对选择孔 1 的那些电子就会得出凡，对选择孔 2 的那些电子就会得出 P!.!, 并且对通过

这两个孔的电子得出的儿率坠足是几和乌之和(P1十几）．看来没有别的解决方式了．但

是我们从实验上已经证实悄况并非如此．而现在还没有人能够解决这个难题．所以，在目

前我们只准备计算几率．我们说“在目前“，但是我们强烈地感觉到很可能永远如此一一很

可能永远无法解决这个难题——因为自然界实际上塾是如此．

§1-S 测不准原理

海森伯原来对测不准原理的叙述就是这样的：假如对任何客体进行测量，并且测定其动
昼的 m 分量时，测不准扯为 ..drp, 那么关于其力位置，就不可能同时知道得比血=h/Lip 更准

确．在任何时刻，位置的测不准脏和动量的测不准抵的乘积必定大于“普朗克常数”．这是前
面所表述的较为一般的测不准原理的特殊情况．比较普遍的表述是，人们不可能用任何方

式设计出这样一个仪器，它能确定在两种可供选择的方式中采取的是哪一种方式，而同时又

b l'-1 不扰动干涉图案．

寸 1)_ N· 现在我们举一种特殊情况来说明，为了不致陷
于困境，海森伯给出的这种关系必须成立．我们对图

1-3中的实验设想一种修正方案，其中带有小孔的墙

是用一块安置上滚子的板构成的

自由运动仆j 云..,-a 霾N 方向上自由地上下滑动，如图 1-6所示． 仔细观察
妇子 目 板的运动，我们可以试图说出电子通过的是哪个小
墙 后障 孔．想像一下当检测器放在 a,=0 处时会出现什么

图 1-6 测出墙的反冲的实验 情况．我们可以预期对经过小孔 1 的电子，板必定

使它偏往下转，以到达检测器．由于电子动量的垂直分撞被改变了，板必定会以相等的动量

向相反的方向反冲．它将往上跳动．如果电子通过下面一个小孔，板就会感到一个向下反
冲的力．很清楚，对于检测器的每一个位置，电子经由孔 1 与经由孔 2 时板所接受的动量是
不同的．这样，堡空不必去扰动电子，只要通过观察座的运动，我们就可以说出电子所采取

的是哪一条路径．

现在，为了做到这一点，必须知道电子通过前板的动量．这样测出电子经过后板的动量
时，就能算出板的动量改变了多少．但是要记住，根据测不准原理，我们不能同时以任意高

的准确度知道板的位置．而如果我们不知道板的堕堑位置，就不能精确地说出两个孔在哪

里．对于每个经过小孔的电子来说，小孔都将在不同的位置上．这意味着对于每个电子来

说，干涉图祥的中心都在不同的位置上．于是干涉图样中的条纹将被抹去．下一章我们将
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定量地说明，假如我们足够准确地测定板的动量从而由反冲的动量的测量来确定电子经过

的是哪一个孔，那么按测不准原理，该板＂位置的测不准量将使在检测器处观察到的图样沿

＂方向上下移过一个相当于从极大值到最近的极小值之间的距离． 这样一种无规则的移动

正好将干涉图样抹去，因而观察不到千涉现象．

测不准原理“保护＇，着量子力学．海森伯认识到，如果有可能以更高的准确度同时测出

动量与位置的话，扯子力学大厦就将倒塌．所以他提出这一定是不可能的．于是人们试图

找出一个能同时准确测量的方法，但是没有一个人找到一种方法能够以任何更高的准确度

同时测出任何东西一一屏障、电子、台球弹子，等等－—一的位置与动量．扯子力学以其冒险

的但准确的方式继续存在着．

• 

. 
. 



2 
波动观点与粒子观点的关系

§2-1 几率波幅

本章我们将讨论波动观点与粒子观点之间的关系．由上一章我们已经知道，波动观点

和粒子观点都不正确．通常，我们总是力图准确地描述事物，至少也要做到足够地准确，以

使我们的学习深入时无须改变这种描述一它可以扩充，但却不会改变！然而，当我们打算

谈及波动图像或粒子图像时，两者都是近似的，并且都将发生变化．所以，从某种意义上来

议，我们在这一章中所学习的东西并不是准确的；这里的论证是半直观的我们将在以后使

之更为准确，但是，当我们用量子力学作出正确解释时，有一些事情将会有一点改变．我们
之所以要这样来处理，其原因当然在于我们不想立刻就探入到量子力学中去，而是希望对于

我们将会碰到的几种效应至少能有某种概念．而且，我们所有的经验都与波动以及粒子有

关，因此，在我们掌握对糙子力学振幅的完整数学描述之前，朱应用波动和粒子的概念来理
停一定场合下所发生的事情是颇为方便的．我们在这样做时将力图阐明那些最薄弱的环

节，但是其中大多数还是相当正确的一一因为只是解释的问题．

首先，我们知道量子力学中描述世界的新方法—一新的框架一—是对每个可能发生的

事件给予一个振幅，而且如果此事件涉及到接收一个粒子，那么就给出在不同位置与不同时

间找到该粒子的振幅．于是，找到该粒子的儿率就正比于振幅绝对值的平方．一般地讲，在
不同场所与不同时刻找到粒子的振幅是随着位置和时间而变化的．

在一种特殊情况下，振幅在空间与时间上像 e'<wt-1,•r} 那样呈正弦的变化（别忘了这些振

幅是复数，而不是实数），它有一个确定的频率 0 和波数 k. 结果表明这对应于一种经典的

极限情况，也就是说，我们可以认为在此情况中有一个粒子，它的能量丑为已知，并且丑与

频率之间的关系是
且＝沁， (2.1) 

而且粒子的动量P亦是已知的，它与波数 k 之间的关系是

血

P=九k. (2.2) 

这一情况说明粒子的概念受到了限制．我们这

么经常使用的粒子的概念一它的位置、动量等等

在某些方面已不再令人满意了．比如，假设在不同

的位置上找到一个粒子的振幅是 6l("'f一1c•r>, 则其绝

图 2-1 长度为血的波包 对值的平方是常数，而这就意味着在所有的点上找

到粒子的儿率都相等．这就是说，我们不知道粒子究竟在包处一一它可以在任何地方

粒子的位置是非常不准确的．

另一方面，如果一个粒子的位置知道得比较清楚，而且我们可以相当准确地预测它的

话，那么在不同位置找到它的几率必定限制在一定的区域内，我们称其长度为血．在此区

域之外几率则为零．由于这个几率是某个振幅的绝对值的平方，如果绝对值的平方为零，则

. 
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振幅亦为零，结果我们就有一个长度为血的波列（图 2-1), 此波列的波长（波列中波节之间

的距离）就对应于该粒子的动抖．

这里我们遇到了有关波动的一件奇妙的事情一一一件很简单的，与蜇子力学亳无关系

的事情任何人，即使完全不泄量子力学，只要他研究过波的话就会知道：对一个短的波列，
我们不可能规定一个唯一的波长．这样的波列堂直一个确定的波长；由于波列的长度是有

限的，因此相应地在波数上存在着不确定性，于是在动量上也就存在着不确定性．

§2--2 位置与动猛的测量

现在我们来考虑这种概念的两个例子一—即看一下如果量子力学是正确的话，为什么

在位置与（或）动量上会存在着不确定性的理由．在前面我们已经看到，如果事情不是这样

一一即如果有可能同时（精确）测定任何东西的位置与动量一一我们就会遇到一个佯谬；幸
而这样一种佯谬并不存在，由波动图像中可以自然地得出不确定性这一事实表明，一切都很

协调．

这里有一个很容易理解的例子，表明位置与动量之间

的关系．假设我们有一个单缝，一些具有一定能量的粒子

从很远的地方飞来，也就是说它们全都大致水平地飞来（图

2-2). 我们将集中注意动量的垂直分量．从经典的意义上

说，所有这些粒子都具有一定的水平动量，譬如说妫． 所

以，从经典意义上说，粒子穿过狭缝前的垂直动量 P11 是确

盲

．一

_ 
_,!....~ 互＿＿

B 

. 

定知道的．图中粒子既不向上，也不朝下运动，因为它来 图 2-2 粒子穿过狭缝的衍射

自很远的地方，当然这一来它的垂直动量就是零了． 现在我们假设这个粒子通过宽度为 B

的狭缝．当它从B 缝穿出后，我们就以一定的精确度，即士Bt>, 得知它的垂直位置 '!I 值•这

就是说，在位置上的测不准量匈约为 B. 现在我们也许想说，：由于我们已知动量是绝对水
平的，因而 L1p1/ 是零；但这是错的．我们曾二座知道动蜇是水平方向的，但除此之外就不知

道了．在粒子穿过狭缝前，我们不知道它们的垂直位置．现在使粒子穿过狭缝，我们就发现

它的垂直位置，但却失去了有关该粒子垂直动量的信息！为什么？按照波动理论，当波通过狭

缝后，就像光那样会散开或衍射．因此，粒子跑出狭缝后，就有可能不笔直地飞行．由于衍
射效应，粒子出射的图样散开，其张角（我们可将它定义为是第一极小值的角度）就是对粒子
出射的最后角度的不确定性的一种度量．

整个图样是怎样散开的呢？所谓散开就是说粒子有一定的往上或往下运动的可能性，也
就是说，其动量具有向上或向下的分量．我们说座狸佳与竺圭是因为可以用一个粒子计数器
检测出这个衍射图样，而且当计数器（譬如说在图 2-2 的 O 处）接收到一个粒子时，接收的是

覂企粒子，这样，从经典意义上来说，粒子要从狭缝射出往上偏至 O处，就得具有垂直的动量．

为了对动量的散布有一个大致的概念，我们设垂直动量幻的散布等于 PoLl0, 这里 Po 是

水平动量．那么在散开的图样中 L10 有多大？我们知道第一极小值出现在 L10 角上，这时，从

狭缝的一边传出的波必须比从另一边传出的波多走过一个波长（在第一卷第 30 章中已得出
过这个结论）．因此 LIO 为入/B, 这样，此实验中的 L1p, 就是p心/B. 注意：如果使 B 变小，亦

1) 更精确地说，我们所知的坐标的误差是士B/2,'但是我们现在只对一般的概念感兴趣，所以不必因为 2 而操
心．
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即对粒子的位置进行比较准确的测址，那么衍射图样就变宽．我们记得，在用微波做狭缝实

验时，当我们将狭缝关小时，狭缝两侧强度的分布就变宽．所以，狭缝越窄，图样就越宽，而

我们发现粒子具有侧向动量的可能性就越大．这样垂直动量的测不准量就与 g 的测不准抵

成反比．事实上，我们看到两者的乘积为 p从．但是入是波长，p。是动量，按照量子力学，波

长乘动量就是普朗克常数 h. 因此我们得到下列规则： 垂直动址的测不准撮与垂直位置上

的测不准量的乘积约为 h,

14 

匈Llp11:::::!h. (2.3) 

我们不可能设计这样一个系统，在其中既知道粒子的垂直位置，又能以比式 (2.3)所表示的

更大确定性来预言它的垂直运动．这就是说垂直动量的测不准旦必须超过 h/Lly, 这里的

是我们的位置上的测不准量．

有时，人们说量子力学是完全错误的．当粒子从左边飞来时，它的垂直动量是零，现在

它穿过了狭缝，它的位置也知道了．位置与动扯两者似乎都能以任意高的准确度知道．不

错，我们可以接收一个粒子，在接收时确定了它的位置如何，以及为了到达那里应具有多少

动量．这些都完全正确，但这并不是测不准关系 (2.3)所涉及的事，式 (2.3)所说的是对一种
状况的可预知性，而不是对于过圭的陈述．“我知道粒子穿过狭缝前的动量是多少，现在又

知道它的位置“这种说法没有什么意思，因为我们现在已失去了关于动量的知识．粒子通过
了狭缝这一事实已使我们不再能预言垂直动址．我们所谈的是一种预言性的理论，而不只

是一种事后的测量．所以我们必须谈论能够预言的事．

现在我们从另一个角度来看一下．我们稍微定量地考虑同样现象的另一个例子．在前

一个例子中，我们曾以经典方法测量了动量．那就是说我们考虑了方向、速度和角度，等

等，所以是用经典分析得出动量．然而，由于动量与波数有关，所以自然界中还有另一种测

搅粒子（光子或其他粒子）动量的方法，它没有经典的类比，因为它利用的是式 (2.2). 那

就是测晕波的塾迟．我们试用这种方式来测量动量．

假设有一个刻有许多线条的光栅（图 2-3), 并且有一束粒

子射向此光栅．我们已屡次讨论过这样一个问题：如果粒子具

有确定的动量，那么，由于干涉效应，我们会在某个方向上得到

一个十分尖锐的图样．我们也谈过在测抵这个动抵时可以精确

到什么程度，也就是说，这样的光栅分辨率有多大．我们不拟再作

一次推导，而只是参考第一卷第 30 章的结果，在那里已经得出

用一个给定的光栅能够测出的波长的相对测不准量为 1/N叨，

其中 N 是光栅线条数， m是衍射图样的级数，亦即

巫 1
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入 _.N沥．
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图 2-3 利用衍射

光栅确定动虽

现在式 (2.4) 可以改新写为

(2.4) 

4儿 1 1 
v=声一万， (2.5) 

这里 L 是图 2-3 中所示的距离．这段距离是粒子或者波或者其他某种东西从光栅底端反
射后必须跑过的总路程与它们从光栅顶端反射后必须跑过的总路程之差．这就是说，形成

衍射图样的波即为来自光栅不同部分的波．首先到达的波来自光栅的底端和波列的始端，
而其余到达的波则来自波列的后面各部分和光栅的不同部分，最后一个波最末到达，它包括
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了波列中与最前端相距为 L 的一点．所以为了使在我们的光谱中能有一条与一定

的动曆对应的锐线［其测不准批由式c2:4)给出］，我们必须有一列长度至少为 L 的波列．
如果波列太短，我们就没有用到整个光栅．形成光谱的波只是从光根中很短的扇形区反射

的波，光栅的作用没有很好发挥—一系叶门将得到一个很大的角展度．为了得到较窄的角展

度，我们必须利用整个光栅，这样至少在某些时刻整个波列应同时从光栅的各部分散射出

来．因此为了使波长的测不准量小于式(2.5)所给出的值，波列的长度必须为L. 顺便说一

下，

(2.6) 

因此

Llk 2吓
= 

L" (2. 7) 

这里 L 是波列的长度．

这意味着，如果有一长度小于 L 的波列，那么在波数上的测不准量必然超过 2句/L. 或

者说波数的测不准蜇乘以波列的长度一一暂时我们称之为 .da, 一～一将大于 2:ii. 我们之所以

称波列长度为血是因为这是粒子在位置上的测不准量．如果波列只存在于有限长度之中，

那么，这就是我们能找到粒子的区域在测不准量 ,da, 范围以内．波的这种性质，即波列的长

度乘以相应波数的测不准量至少为 2冗这一点，是每个研究波的人都知道的，这与量子力学

毫无关系．这只是说J 如果我们有一长度有限的波列的话，没有办法很精确地数出波的数

目．我们试从另一途径来看看其中的理由．

假定我们有一长为 L 的有限波列；那么，由于它在两端必定减少（如图 2-1 所示），所以

在长度 L 中波的数目是不确定的，其测不准量约为土1, 但在长度 L 中的波数是 hL/2气

可见伍是不确定的，我们又重新得出式(2. 7) 的结果，，它只是波的一种特性．无论波是在空

间传播，位是每厘米的弧度数， L是波列的长度，｝还是波在时间上展开， o 是每秒的振动数，

T 是波列持续的时间“长度”，都会出现同样的情况．这就是说：如果只是持续一定的有限时

间 T 的波列，那么频率的测不准量则由下式确定：

必=2~/T. (2.8) 

我们已经着重指出，这些都只是波的性质，例如，在声学理论中就已为人们所熟知了．

要点在于，在量子力学中，我们将波数解释为对粒子动量的一种量度，即 p='/i,k, 这样，

式 (2.7)就告诉我们勿~h/血．因此，这就表明了经典动撬概念的适用界限．（显然，如果

我们想用波来表示粒子的话，动量的概念必定受到某种限制！）我们发现了一条规则，使我们

对于经典概念在何时失效具有一些认识，这的确很好．

§2-3 晶体衍射

下面，我们考虑粒子波在晶体上的反射．晶体是一块厚厚的东西，它全部由排列得很好

的相同原子组成（我们将在后面包括一些较复杂的情况）． 问题是对于一束给定的光(X 射

线）、电子、中子等等，怎样布置原子的排列才能在某个给定方向上得到强的反射极大值．为

了得到强的反射，来自所有原子的散射都必须是同位相的．同相波的数蜇和反相波的数量

不能相等，不然波会相互抵销掉．正如我们已经说明过的那样，解决这个间题的方法是找出

等相位的区域；它们就是一些对入射方向和反射方向成相等角度的平面（图 2--4).

" 
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考虑图 2-1! 中两个平行平面，从这两个平而散射的波，假若其波前所经过的距离为波
长的整数倍，则散射波的位相相同．可以看出，距离差为 2dsin0, 这里 d 是两平面间的垂宜

.. 
(11 Sill B 

, 

二＼歹——-,~ 酶0
di '.,,,. I 

~ 呤/
- - -~-比

距离于是相干反射的条件是

2d sin 0=叽仇=1, 2, …) . (2. 9) 

比方说，如果晶体中原子刚巧分布在遵从式

; 2. 9) (其中九三）的平面上，那么就会出现强反射．

然而，如果有性质相同（密度相同）的其他原子位于

原未各对平面的中间，那么这些中间平面的散射也

同样强烈，并将与其他的散射相干，致使总效果为

零．所以(~. 9)式中的 d 必须指相邻平面的距离我._,,.,_,.,,..,. ____ 

们不能取两个相距五层的平面再应用这个公式！

胆 2-4 品而对波 1 ';0衍射 有趣的是，实际的晶体通常并不那么简单，好像

只是以一定方式霓复排列的同一类原子．假如我们作一个二维类比的话，它们很像印满了
某种重复图案的糊墙纸．对原子来说）所谓“图案”觥是指可能包含有相当大蜇原子的某种

排列，例如，碳酸钙的图案包含有一个钙原子，一个碳原子和三个氧原子等等．但不管是什
么，这些图案都按一定的形式重复．这种基本图案就称为世堕．

重复的基本形式决定了我们所称的皇匹覂型；只要观察反射波和找出它们的对称性，就
能立即确定点阵类型．换旬话说，只要覂经发现任何反射，就可确定点阵类型，但是为了确
定晶格的每个组元的组成就必须考虑各个方向上的收射强度．向冕个方向散射取决于点

阵的类型，但各个散肘的壁覂则由每个晶胞内有些什么来决定．晶体的结构就是用这种方
式得出的．

图 2-5 和图 2-6 是两幅 X 射线衍射图样的照片， 它们分别表明岩盐与肌珠蛋白的散
射．

图 2七 胆 2 6 

附带提一下，如果最靠近的两个平面间的距离小于入/2, 就会发生一件有趣的事．在这

种情况下，式 (2. 9) 对刊就没有解．因此，如果入大于相邻平面之间距离的二倍J 就没有两侧

衍射图样，光——或者别的什么一一将直接穿过树料，而不散开或有所损失． 所以，在可见

光的情况下立远大于间隔，当然它就直接通过，而不会出现从晶面反射的图样．

这个事实在产生中子的核反应堆情况下也引起有趣的结果（中子显然是粒子，谁都会这

么说！）．假如我们引出这些中子使它们进入一根长石墨棒，它们就会扩散，并且缓慢地穿过
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短入中子

// 
强度

L 

中子源一-,. 石墨 ＝长入中子

\\ 
短，．中子 入血 人

图 2-7 反应堆中子通过石墨块的扩散 图 2-8 从石晕棒出来的中子强度与波长的关系

石墨棒（图 2-7). 它们之所以扩散是因为被原子弹开，但严格地说，按照波动理论，它们之

所以被原子弹开是由于晶面的衍射．结果表明，假如我们取一根长石墨棒的话，从远端跑出
的中子都具有长的波长！事实上，假如我们把中子强度作为波长的函数作图的话，只有在波
长大于某个极小值时才出现曲线（图 2-8汃换句话说，我们可以用这种方法得到极慢的中子，

只有最慢的中子才会通过；它们没有被石墨棒的晶面所衍射或散射，而是像光线通过玻璃一
样径直穿过石墨棒，没有向两边散射出去．还有许多其他证据也说明中子波和别的粒子波
是真实的．

§2-4 原子的大小

现在我们来看一下由式(2.3)所表示的测不准关系的另一个应用．在这里不用过分认

真；概念是正确的，但所作的分析并不很精确．这个概念涉及到确定原子的大小，以及按经
典说法，电子将不断辐射出光，因而一直作螺旋运动，直至最后落到原子核上这一事实．但

是这种说法不符合量子力学的观点，因为那样一来我们就同时知道每一个电子的所在以及
它运动得有多快．

假定我们有一个氢原子，现在要测量电子的位置；我们肯定不能精确地预言电子的位
置不然动量的扩散将会达到无限大．每当我们观察电子时，它是在某处，但是它在各个不

同地方都有一定的振幅，因而在那些地方都可能找到它．这些位暨不可能全都在原子核处，

我们将假定位置有一定的扩展，其大小约为 a. 这就是说，电子离原子核的距离通常约为a.
我们将由原子的总能抵取极小值这个条件来确定 a 的数值．

由于测不准关系，动量的散布约为 h/a, 这样，如果我们打算用某种方式去测量电子的

动量，譬如使它散射 X 射线，然后寻找运动散射体的多普勒效应，那么可以预期并不会每

次都得到零一一电子并不是静止不动的—一但它的动量一定约为p~h/~, 于是动能约为
1/2mv仁p2/2m一胪/2叽a气（在某种意义上，这是一种量纲分析）用以找出动能是以何种方

式取决于普朗克常数，质蜇 m, 以及原子的大小 a. 我们毋需顾虑答案中 2歹等这类因子上

的出入，事实上，我们甚至还没有很精确地定义过 a.)现在，势能为一妒除以离原子中心的

距离，即一式/a,这里的护大家记得就是电子电荷的平方除以~ 要点就在于，如果 a 变

小，势能就变小，但 a 越小，由于测不准关系，所需的动量也就越大，因而动能也越大．总能

量是 胪护
E='[;-平一了• (2.10) 

我们不知道 a 究竟为多大，但我们却知道原子本身会进行安排，以取得某种折衷办法使能量

尽可能地小．为使 E 保持极小，我们求 E 对 a 的微商，令此微商等于零后再解出 a. E 的

微商是

. 

` 
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dE -h2 护
百=mt了十百' (2.11) 

·dE 
令一一 =0, 求得 a 值为
血

' 

h• 
a,0=~=0.528 埃 =0.528 x10丑0 米. (2 .12) 

这一个特殊的距离称为波尔半径．我们因此得知原子的大小约为埃的数量级，这个结论是
正确的：这是一件挺不错的事一—实际上，这是一件令人惊奇的事，因为在这以前，我们还没
有推断原子大小的根据！从经典的观点来看，由于电子会螺旋式地落到原子核上，原子完全
不可能存在．

现在，如果将 (2.12) 的知值代入(2.10) 去求能量，结果得出
泸怓e4

丛=--:;-:一=-亏= -13.6 电子伏特· (2.13) 

能量为负意味着什么？这意味着，当电子在原子中时的能蜇比自由状态下的能量小．这就是
说，它是受束缚的．也就是说，要把电子“踢出去“需要能耻；要电离一个氢原子大约需要

13.6 电子伏特的能抵．我们没有理由认为所需的能量不是这个值的 2 倍、 3 倍或朵倍、

信）倍，因为我们这里所用的是十分粗略的论证．然而，我们在这里悄悄地这样来使用所有
的常数，使得正好得出正确的数字! 13.6 电子伏特这个数字称为一个里德伯 (Rydberg)能
量，它是氢原子的电离能．

所以，我们现在懂得了为什么不会掉到地板下面去．当我们行走时，鞋子中的大量原子
推斥着地板中的大量原子．为了把原子挤得更靠近一些，电子必须被限制在一个较小的空
间，由测不准关系，平均而言它们的动量将变得大些，这就意味着能量变大；抵抗原子压缩的
是一种量子力学效应，而不是经典效应．按照经典的观点，如果使所有电子与质子更为靠
近，我们应预期能量会进一步降低因此，在经典物理学中，正电荷与负电荷的最佳排列就是

互相紧靠在一起．这些在经典物理学中是很清楚的，但是由于原子的存在又令人困惑．当
然，早先的科学家发明过一些办法来摆脱这个困境一一不过别去管它，我们现在找到了一种
呈的方法！（也许如此．）

顺便提一下（虽然眼下我们还不具备理解它的基础），在有许多电子的场合中，这些电子
总是试图彼此离开．如果某个电子正占据着某一空间，那么另一个电子就不会占据同一空

间．说得更精确一些，由于存在着两种自旋的情况，因此两个电子有可能紧靠在一起，一个

电子沿一个方向自旋，而另一个电子则沿反方向自旋．但此后我们在该处再也不能放进更

多的电子．我们必须把其他电子放到别的位置上，这就是物质具有强度的真正原因．假如

我们有可能将所有电子放在同一个地方，那么它们将会比现在更为凝聚．正是由于电子不

可能全都紧靠在一起这个事实，才使得桌子和其他种种东西变得坚固．

十分明显，为了理解物质的性质，我们必须用蜇子力学，经典力学在这方面是不会令人

满意的．

§2-5 能级

我们已讲过处在可能具有的最低能匾状态下的原子，但是结果表明电子可以具有别种
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状态，它能以更有力的方式旋转与振动，因此原子可以有多种不同的运动．按照量子力学，

在稳定状态下，原子只可能有确定的能量．我们作了一个图（图 2-9), 其中垂直方向标绘能

最每一个允许的能量值画一条水平线．当电子是自由电 加饥勿呀妨勿幼幼~E一0

率运动．但是束缚能不能取任意值．原子必须取如图 2-9 I 三三二二子，即它的能量为正时，它可以具有任何值，并能以任何速 = ~ 

所示的一组允许值中的某一个能量．

现在我们称这些能最的允许值为E。，见， E扣趴． 如
＇｀马

果原子本来处于见， E.a 等“激发态”之一时，它不会永远保 图 2-9 原子的能级图（表

淀这种状态．迟早它会掉到较低的状态中去，并以光的形 示 n 种可能的跃迁）

式辐射出能匿． 发射出的光的频率可由能簸守恒关系加上量子力学的一个关系式［即光的

频率与光的能量之间的关系式(2.1)] 来确定．因此，譬如说从能量 Es 到能蜇 E1 的跃迁所
释放的光的频率即为

叩1= (趴－趴）／九 (2.14)

于是，这就是原子的一个特征频率，它确定了一条发射谱线．另一种可能跃迁是从凡至 Eo,

这时就有一个不同的频率

Wao= (Ea一队）／九 (2.15) 

另一个可能性是，如果原子已被激发到趴态，它可能掉回到基态 Eo, 而发射出的光子的频

率是

W10= (E1一队）／九 (2.16) 

我们举出三种跃迁的情况是为了指出一个有趣的关系．由式(2 .14), (2 .15) 和 (2.16)很容

易看出

妇o=妇1+w10. (2 .17) 

一般来说，如果我们找到了两条谱线，可以预期在频率之和（或之差）处将找到另一条谱线，

而且通过找到这样一系列能级，使每条谱线对应千其中的某一对能级的能量差，那么所有的

谱线就能得到理解．在最子力学出现以前人们就巳注意到这种在谱线频率上出乎意外的巧

合，它称为里兹 (Ritz)组合原则．从经典的观点来看，这又是不可思议的．不过，我们别再

捞叨经典力学在原子领域中的失败，看来我们已讲得很够了．

前面已经谈到抵子力学可以用振幅来阐述，振幅的行为很像波，它们具有一定的频率和

波数．让我们看一下，从振幅的观点怎样会得出原子具有确定的能歉状态．从我们至今所

说过的那些事情出发是无法理解这一点的，但是我们都知道被限制的波具有确定的频率，例

如，若声音限制在一个风琴管或任何类似的东西中时，声波振动的方式就不止一种，但对每

种方式都有一个确定的频率．这样，将波限制在其中的物体有某些确定的谐振频率．所以

这是被限制在一定空间中的波的一个性质－这个课题我们将在以后详细地用公式来讨论

这些波只能具有一些确定的频率．由于振幅的频率与能量间存在着一般关系，我们发

现束缚在原子内的电子具有确定的能量就不足为奇了．

§2---6 哲学含义

我们简单地谈谈量子力学的某些哲学含义．通常问题总是有两个方面：一个是对千物

理学时哲学含义，另一个是把哲学上的问题外推到其他领域．在把跟科学相联系的哲学观
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念引伸到别的领域中去时，它们往往完全被歪曲了．因此我们将尽可能把自己的评论局限

于物理学本身．

首先，最有趣的是测不准原理的概念．人们向来都知道进行观察要影响现象，但是要点

在于，这种效应不可能依靠重新调整仪器来忽略、减到最小或任意减小．当我们观察一定

的现象时，不可避免地会以某一最低限度的方式来扰动它，这种扰动是物理观点的~::一致佳

所必需的．在量子力学以前的物理学中，观察者有时也是重要的，但这只是从无关紧要的意

义上来说．曾经有人提出过这样的一个问题：如果有一棵树在森林中倒了下来，而旁边没有

人听到，那它会发出响声吗？在一片岂空的森林中倒下的一棵岂翠的树当然会发出声音，即
使没有任何人在那里．但即使没有人在那里听到，它也会留下其他的迹象．响声会震动一

些树叶，如果我们相当仔细的话，可以发现在某个地方有一些荆棘将树叶擦伤，在树叶上留

下微小的划痕，除非我们假定树叶曾经发生振动，否则对此划痕就无法解释．所以，在某种

意义上我们必须承认这棵树确实发出过声音．我们也许会问：是否有过对声音的堕堂呢？不

像有过，感觉大约总与意识有关．蚂蚁是否有意识以及森林中是否有蚂蚁，或者树木是否有

意识，这一切我们都不知道．对这个问题我们就谈到这里吧！

量子力学出现以来人们所强调的另一件事情是这样一个观念：我们不应当谈论那些我

们不能够测扭的事情（实际上相对论也这么说过）．除非一件事怕能通过测抵来定义，否则

它在理论上就没有地位．由于一个定域粒子的动赘的精确值不能通过测量来确定，因此它

在量子理论上就没有地位．但是，认为经典理论的问题就出在这里是错误的．这是一种对
- - - -_ -

情况所作的粗枝大叶的分析．因为我们不能精确地测量位置和动璧并不先验地意味着我们
- - __ -_ - - _-_-_ -

丕谈论它们，而只是意味着我们丕坐谈论它们．在科学中情况是这样的：一个无法测赞或

无法宜接与实验相联系的概念或观念可以是有用的，也可以是无用的．它们不必存在千理

论之中．换句话说，假如我们比较物理世界的经典理论与釐子理论，并假设实验上确实只能

粗略地测出位置与动量，那么问题就是一个粒子的精确位置与它的精确动量的整佥是否仍

然有效．经典理论承认这些概念；釐子理论则不承认．这件事本身并不意味着经典物理是

错误的．当新的墓子力学刚建立时，经典物理学家一一除去海森伯、薛定谔和玻恩以外所有

的人一一说：“看吧，你们的理论一点也不好，因为你们不能回答这样一些问题：粒子的精确

位置是什么？它穿过的是哪一个孔？以及一些别的问题“．游森伯的答复是：“我不用回答这

样的问题，因为你们不能从实验上提出这个问题．“这就是说，我们丕坐回答这种问题．考
虑下述两种理论 (r.1,) 与 (b); (a)包括一个不能直接检验但在分析中要用到的概念，而 (b) 则

不包括这个概念．如果它们的预测不一致，我们不能声称：由于 (b) 不能解释(a) 中的那个

概念，因而它就是错的，因为这个概念是一个无法直接检验的东西．知道哪些观念不能直接
检验总是好的，但是没有必要将它们完全去掉．认为我们只利用那些直接受到实验制约的

概念就能完全从事科学工作的这种看法是不正确的． . 

量子力学本身就存在着波函数振幅，势，以及其他许多不能直接测量的概念．一门科学

的基础是它的壅翌能力．预测就是说出在一个从未做过的实验中会发生什么．怎么能做到

这一点呢？所用的方法是假定那里会发生什么事情，而不依赖于实验．我们必须把各种实验

结果外推到它们尚未做过的那个领域，同时必须引用我们的概念，并把它们引伸到还未得到
检验的那些地方．如果我们不这样做，就谈不上预测．所以，对于经典物理学家来说，欣然

赞同，将是非常明智和愉快的，并且假定位置—一它对棒球来说有着明显含义一一对于电子

. 
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也具有某种含义．这并不是什么笨拙，而是合悄合理的步骤．今天我们说相对论应该对所

有的能量都是正确的，但是或许有一天，有人会跑来说我们是多么笨呀！直到“惹出祸来“，我

们实在是不知道笨在哪里的，所以整个思想就是惹点祸出来．唯一能发现我们错误的方法

是找出我们的预测是住么．这对于建立起一种概念是绝对必要的．

我们已对量子力学的不确定性作过一些评论．那就是我们现在还不能预测在给定的、
尽可能仔细安排的物理条件下会发生什么物理事件．假如有一个原子处于受激态，即将发

射光子，那么我们无法说出它将在住么＿堡发射光子．它在任何时刻都有发射光子的一定
振幅，我们可以预测的只是发射的几率；我们不能精确地预测未来．这件事引起了种种胡扯
和关于诸如意志自由的含义的间题，还引起了世界是不确定的种种想法．

当然，我们必须强调，在某种意义上经典物郔也是不确定的．人们通常认为这种不确定
性一一我们不能预言未来一是一种重要的忙子力学的特色，而且据说这可用来解释心理
的行为，自由意志的感觉等等．但是如果世界甚是经典世界一如果力学定律是经典的
心理上也不见得会多少有些不同的感受．确实，就经典观念而言，如果我们知道了世界上
（或者在一个气体容器中）的每个原子的位置与速度，那么就应当能精确地预言会发生什么．
因此经典的世界是决定论的．然而，假定我们的精确度有限，而且的确不知道一个原子的覂
旦位置，譬如说只精确到十亿分之一，那么这个原子运动时会抑在别的原子上，由于我们所
知道的位置的精确度不超过十亿分之一，因此我们发现在碰撞后，位置的误差还会更大．当
然，在下一次碰撞时，误差又将被放大，这样，如果起先只有一点点误差的话，后来就会迅速
放大而出现很大的不确定性．举个例子来说：比如一道水流从堤坝上泻下时，会飞溅开来．如
果我们站得很近，常常会有一些水滴溅到我们的鼻子上．这一切看来完全是无规则的，然而
这样一种行为能由纯粹的经典定律来预育．所有水滴的精确位置取决千水流流过坝以前的
精确运动．结果怎样呢？在水流落下时，极微小的不规则性都被放大了；结果就出现了完全

的不规则性．很明显，除非我们绝对精确地知道水流的运动，否则就不能真正预知水滴的位
置．

说得更明确一些，给定任一精确度，无论它精确到怎样的程度，我们都能找到一个足够
长的时间，以致无法对这么长的时间作出有效的预言．其实要点在于这段时间并不太长．如

果精确度为十亿分之一，这个时间并不是数百万年．事实上，这个时间随着误差呈对数式地

增长结果发现只在非常、非常短的时间里我们失去了所有的信息．如果精确度提高到十亿
乘十亿再乘十亿分之一一—那么不管我们说多少个儿十亿，只要最后不再说下去-我们

就能找到一个比刚才提到的精确度的数字还要短的时间一~过此时间后就再也不能预言会
发生什么了！因此，诸如以下的说法，什么由于人类思维的明显的自由与非决定性，我们应当

认识到再也不能希望用经典的“决定论的“物理来理解它；什么欢迎量子力学将我们从“绝对

机械论的“宇宙下拯救出来啊等等都是不公正的．因为，从实际的观点来说，在经典力学中
早已存在着不可确定性了．

. 
.' ` . 
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3 
几率振幅

' 

§3-1 振幅组合定律

当薛定谔最初发现量子力学的正确定律时，他写出了一个方程，描述在不同地点找到粒

子的振幅．这个方程非常像经典物理学家原来就知道的某些方程一一曾利用这些方程来描

述空气中声波的运动，光的传播以及其他一些现象．所以在最子力学建立的初期，大部分

时间都花在解这个方程上．但在同一个时期，主要是玻恩和狄喇克发展了对隐藏在量子力

学方程式背后的、全新的物理概念的理解．随着量子力学的进一步发展，人们又发现还有许

多东西没有直接包含在薛定谔方程里一一如电子自旋以及各种相对论现象．传统上所有的
量子力学课程都是以同一方式开始的，即顺着这一主题的历史发展顺序讲解．一个人首先

得学习大量的经典力学，这样他就会懂得如何去解薛定谔方程．然后，他花很多时间去求各
种情况下薛定谔方程的解，只有在详尽地研究了这个方程之后，才接触到电子自旋这个“高
级”课题．

我们原来也曾考虑过，结束这些物理课程的正确方式是给你们讲解怎样去解复杂情况

下（例如在封闭区域内声波的描述，圆柱型空腔中电磁辐射的模式等等）的经典物理学方程．
这是本课程的最初计划．．然而，我们还是决定抛弃这个计划而代之以量子力学的导论．我
们得到这样的结论：通常认为量子力学的高级部分事实上是十分简单的，这里面所用的数学
特别简单，只包含简单的代数运算而且没有微分方程，至多只有一些很简单的微分方程．唯
一的间题是，我们必须跃过一个缺口，这个缺口是我们不再能够扭鲤描述粒子在空间的行
为．所以，我们想要做的是给你们讲解通常所谓的量子力学的“高级”部分．但是我们保

证，它们是极其简单的部分一一从探刻意义上来说一一同时也是最基本的部分．坦白地说，
这是一个教学法的实验，据我们所知，以前还从来没有这样做过．

当然，在这个课题中，我们的困难是对物体的量子力学行为十分陌生，没有人曾在日常
经验中获得过有关物体量子力学行为的粗糙的、直观的概念．有两种介绍这一课题的方法：
我们可以用较为粗略的物理方式来描述可能发生的事件，或多或少地告诉你们发生了-·些

什么，而不给出每一事件的精确定律；或者用抽象的方式给出精确的定律．但是，由于抽象，
你们就完全不知道它们的物理意义．后一种方法不能令人满意，因为它完全是抽象的，而前
一种方法使人感到不安，因为无法知道究竟哪些东西是真实的，哪些是虚假的．怎样克服这
个困难，我们尚无把握事实上，你们会注意到，在第一和第二章里已经提出了这个问题，第
一章是比较精确的，而第二章是对不同现象的特征的粗糙描述．在这里，我们将尝试在这两
个极端之间找到一种适当的描述方法．

本章我们将首先处理一些普遍的最子力学概念．某些表述是十分精确的，另一些表述
只是部分精确．当我们进行讲解的时候，很难向你们指明哪一些表述是十分精确的，哪一些
是部分精确的．但是当你们学完这一本书的其余部分以后，再回过头来看一看就会知道哪些
部分已经掌握了，哪些部分只是简略的解释．本章以后的各章将不像本章那样不精确．事
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实上，在以后各章里，我们精心力求讲得更精确的理由之一是：要向你们指出量子力学中最

美妙的东西之一一一从很少的前提可推导出很多的结论．

我们还是从讨论几率振幅的叠加开始．我们将用第一章的实验作为例子，并把它重新

画在图 3-1 上．有一个粒子（譬如说电子）源 S: 后面是一堵上面有两条狭缝的墙，在墙后面

有一个探测器放在某一个位置幻．我们要求在力处发现粒子的几羊．扯子力学的第一普遍

原理是粒子从源 S 发出到达＂的几率能够用一个叫做几率振幅的复数的绝对值的平方来

定量地描写一一在现在这个例子中，就是“从 S 来的粒子到达亿的振幅＂．量子力学中经常

用到这个振幅，我们用一个速记符号一一秒溥l克所发明而在量子力学中通用的—一来描写

这个概念．我们用这样的方式来表示几率振幅·

＜到达＂的粒子 1 离开 S 的粒子>. c:.:: .1) 

换言之，两个括号＜＞是与“振幅“相当的记号，竖线迈边的表式总是表示翌竺状况，左边的表
示些止状况，为了方便有时候可以进一步缩写，各用一个字母分别表示初始状况和终止状
况．例如，有时我们可以把振幅 (3.1) 写

成：
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＜叫 s〉两个小孔如开 =<xis>沮过1十＜纠 s)i见过J!. (3 .4) 

顺便提一下，我们必须假定小孔 1 和 2 是足够地小，当我们谈及电子通过小孔的时候，我们

不必讨论通过的是小孔的哪个部分．当然我们可以把每一个小孔分割成许多部分，而电子

具有通过小孔的上部或通过小孔的底部或其他部分的一定振幅．我们假定小孔是足够地小，
从而就不必为这些细节操心．这就是所涉及的粗糙部分；我们可以使之更为精确，但是在现

阶段还不需要那么做．

现在，我们要详细地写出关于电子通过小孔 1 到达位于＂处的探测器这一过程的振幅

我们能说些什么．在这里，我们要应用第三普遍原理：如果粒子走的是某一特定的路线，对
于这条路线的振幅可以写成走过部分路程的振幅以及走过其余部分路程的振幅之乘积．对
于图生1 的装置，从 8 通过小孔 1 到达＂的振幅等于从 s 到孔 1 的振幅乘以从孔 1 到 Z 的

振幅．

＜叫s)妞1=(a;ll)<lls>. (3.5) 

这个结果也不是完全精确的．我们还应当在振幅中包含一个关于电子通过小孔 l 的因子，

但是，在目前的情况下，这只是一个简单的小孔，我们可令这个因子等于 1.
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你们要注意，式(3.5)是以相反的次序写的．它应当从右边读到左边． 电子从 S 到 1,

然后从 1 到＂．总结一下，如果事件是接连发生的一一就是说，如果你们能够分析粒子所走

的一条路线，说它先走这一段，然后走那一段，再走另一段一~则将各相继事件的振幅相乘

即算得该路线的总振幅．运用这个定律，我们可以将式(3.4) 重新写成：

<wjs)两者-<切 j 1)<1 js)+<wl 2)<2 js). 
现在我们要指出，只要运用这几条原理，我们就能计算如图 3-2 所示那种更为复杂的问

题．在该图中有两堵墙，一堵墙上有两个小孔 1 和

2, 另一堵墙上有三个小孔"、 b 和o. 在第二堵墙后

面有探测器，位于无处，我们要求粒子到达这一探测
器的振幅．一个你们能求出振幅的方法是计算通过

这许多小孔的波的叠加，或干涉，但是你们也可这样
来求，认为有六条可能的路线，把走过各条路线的振

幅叠加起来．电子可以先通过小孔 1, 然后通过小

孔a, 最后到达＂；或者它可以先通过小孔 1, 然后通

图 3-2. 一个比较复杂的干涉实验 过小孔b, 最后到达＂，如此等等． 按照上述第二

原理，对于可选择的路线，其振幅相加．所以我们可以把电子从 s'到＂的振幅写成六个单独
振幅之和．另一方面应用第三原理，每一个单独的振幅都能写成三个振幅的乘积．例如，其

中有一个是从＄到 1 的振幅乘以 1 到 a 的振幅再乘以正到＂的振幅．采用我们的速记符号，
从 s 到尤整个振幅可写成

<wls> =<wl a)<al l)<lls>+<w I b)<b jl)<l I s>+ .. ·+<wlo><ol2)<2 js). 
可用求和符号来节省书写 什

.. --~~- .. , 卢
户一,,

已女乏:-_--甘一一一飞J-- . ., 气

为了用这些方法进行计算，自然必须知道从一个地点到另一地点的振幅．我们将给出
一个典型振幅的粗略概念，它不考虑像光的偏振和电子自旋之类的东西，但是，除了这种特

点之外，它是十分准确的．有了这些概念，你们就能够解决涉及狭缝的各种组合的问题．假

设有一个具有一定能量的粒子，在真空中以位置个1 走到位置f"2, 即这是一个不受力作用的

自由粒子．除了前面还要有一个常数因子外，从八到八的振幅是： . 

』:

＜叫s>=~<叫心如!0><汃 s>.
i=l,2 

a=a,b,c 

(3.6) 

e'P;!'.u/71 
＜八,,,.少＝－云，

其中压＝八一九P 是动量，它和能量由相对论方程联系起来：

忙a2=沪－（西·切气

或者由非相对论方程式联系起来：

t 

(3.7) 

I 
, 

，立＝
2叨

动能．

方程式(3.7)实际上表示粒子具有像波一样的性质，振幅就像一个具有波数等千九除以动董

的波那样传播．

在最一般的情况下，振幅和相应的几率也应当包含时间．对于大多数这些初步的计算，我

们假设粒子源始终发射具有特定能量的粒子，所以我们不必考虑时间问题，但是在一般的情
况下，我们可能对另外一些问题感兴趣．假设有一个粒子在某一时刻，在某一地点P被释放．

;Ti-i_,' 



. 

第 3 章几率振幅 25 

而你们想要知道它在某个晚一些的时刻到达某个位置，譬如说在 r 的振幅．这可用符号表示

成娠幅(r1, t= 妇 IP, t=O汃显然，这个振幅将依赖于 T 和 t. 如果你们把探测器放在不同的

位笐并在不同的时刻进行测量，你们就会得到不同的结果．一般地说，这个 r 和 t 的函数满

足一做分方程，这微分方程是一个波动方程．例如在非相对论的情况下，它就是薛定谔方
程．于是人们就得到一个与电磁波或者气体中声波的方程式相类似的波动方程．然而必须

强调指出，满足这个方程式的波函数与空间的真实的波动并不相同，我们不能像对声波那样

用一种实在的东西来描绘这种波动．

虽然人们在处理一个粒子的问题的时候，很想用＂粒子波“这个词来进行思考，但这并不

是一个恰当的概念．因为，如果有两个粒子，那么在 r1 发现一个粒子并且在几发现另一个
粒子的振幅并不是一个简单的三维空间的波，而是取决千六个空间变量八和几．作为一个
例子，如果我们处理两个（或者更多的）粒子，我们还需要有下面的附加原理：假如两个粒子

不相互作用，一个粒子做一件事并且另一个粒子做另一件事的振幅是两个粒子分别做这两
件事的两个振幅之乘积．例如，倘若<als心是粒子 1 从 81 到 a 的振幅，＜趴 82)是粒子 2 从 S:,
到 b 的振幅，则两者将一起发生的振幅是：

<al 沁<bis少．
还要强调一个问题，假定在图 3-2 中，我们不知道粒子到达第一堵墙的小孔 1 和 2 之前

是从什么地方来的，但是只要知道到达 1 的振幅和到达 2 的振幅这两个数据，我们仍旧可以

对在墙的后面将会发生些什么（例如到达 z 的振幅）作出预言．换言之，由于接连发生的事

件振幅相乘这一事实，如 (3.6)式所示，你要继续分析对所必须知道的只是两个数字—一对

这里的特殊情形来说就是＜叶s)和<21,>. 有了这两个复数，就足够预言未来的一切了．这就

是真正使得量子力学容易的地方．结果在以后的儿章里当我们用两个（或少数儿个）数字详

细地说明初始状态后，我们所要做的就是用它来预言未来．当然，这些数字取决千粒子源的

位置，并且可能还取决于仪器的其他细节．但是，这两个数字给定后我们就不再需要知道这

种细节．

§3-2 双缝干涉图样

现在我们要考虑一个在第一章中已经较详细讨论过的问题．这一次我们将要运用振幅

概念的全部光辉成就来向你们说明这些结果是怎样得出

的，我们采用与图 3-1 所示相同的实验，但现在两个小

孔后面加上一个光源，如图 3-3 所示．在第一章里，我

们曾经得到下面的有趣结果，如果我们在狭缝 1 后面观

察，并且看见光子从该处散射那么所得到的与这些光

子对应的电子的分布和狭缝 2 关闭着是相同的，在狭缝

1 或在狭揖 2 处“看到＇的电子的总分布是单独打开狭缝

1 或 2 时的分布之和，并且和光源熄灭时的分布完全不

同．这个结杲至少在我们采用足够短的波长的光线时是 图 3-3 确定电子走过哪一个小孔的实验

正确的．如果波长变长，以致我们无法确定散射过程发生在哪一个小孔附近，电子的分布

就弯得比较像光源熄灭时的分布了

我们用新的符号和振幅组合原理来仔细考虑一下会出现些什么情形． 为使书写简单
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化，我们仍然令如代表电子通过小孔 1 到达＂的振幅，即

如＝＜叫 1)<叶 s).

同样，我们令如代表电子经小孔 2 到达探测器的振幅，

如=<x/2)<纠 s).

这些是没有光时通过两个小孔到达＂的振幅．现在如果有了光，我们要问自己：电子从 S 出

发，光子从光源 L 发出，最后电子到达无而光子在狭缝 1 后面被观察到，，这一个过程的振幅

是什么？假定我们用一个探测器 D1 来观察狭缝 1 后面的光子，如图 3-3 所示，并用一个同

样的探测器儿来对小孔 2 后面被散射的光子计数，对于一个光子到达止以及一个电子到

达＂的情形，将有一个振幅．对于一个光子到达 D.2 以及一个电子到达＂的情形，也将有一

个振幅．让我们来计算这两个振幅．

虽然我们对计算中所遇到的所有因子还没有正确的数学公式，但通过下面的讨论，你们

可以体会出它的精神．首先，电子从电子源跑到小孔 1 有一个振幅＜叶 s). 其次，我们可以

假设电子在小孔 1 附近把一个光子散射到探测器 D1 中也有一定的振幅． 我们用”来表示

这个振幅．再有，电子从狭缝 1 跑到位于＂的电子探测器具有振幅＜叫 1>. 于是，电子从＄

通过狭缝 1 跑到”并把一个光子散射到 D1 里面的振幅是：

创 1)叭11s>.

或者用我们以前用过的符号来表示，它就是吽压

通过狭缝 2 的电子将一个光子散射到 D1 中去的情形也具有某个振幅．你们要说：”这

是不可能的，如果探测器 D1 只是观测小孔 1, 光子怎么会散射到 D1 中去呢？“如果波长足

够长，就有衍射效应，那就肯定可能．如果仪器做得很好，而且我们用的是短波长的光子，那

么光子被通过小孔 2 的电子散射到探测器 1 中去的振幅是非常小的．．但是为使讨论具有普

遍性，我们应该考虑到总有一些这种振幅存在，我们称它为 b. 于是，一个电子通过狭缝 2 并

且把一个光子散射到 D1 中去的振幅是：

创 2)队2js)=b如．

在＂位置找到电子并在互中发现光子的振幅是上面两项之和，每一项分别对应千电子

的一条可能的路线．每一项又由两个因子构成．第一，电子通过一个小孔，第二，光子被散

射到探测器 1 中，我们有： 卢

对于在另一个探测器丛中发现光子的情况，我们可得到类似的表达式．为简单起见，

假设系统是对称的，那么。也就是电子通过小孔 2 时把光子散射到 D2 中的振幅， b 是电子

通过小孔 1 时把光子散射到丛中的振幅，相应的光子进入丛而电子到＂的总儿率是：

（电子到 a, I 电子从 8 发出光子到几光子从 L 发出〉-a如+b也 (3.9)

现在我们达到了目的．我们可容易地算出不同状态的几率．假定我们想知道在 D1 中记

一下数而同时在＂处收到一个电子的几率，这就是式(3.8)所给出的振幅的绝对值的平方，

即 I acpi+b如 1气让我们更仔细地研究一下这个表达式．首先，如果 b 等于零一一述；是我们

设计仪器时所希望的·一一答案就是 1 少1尸乘以 !al•, 即缩小了因子 la尸。这就是如果只有一

个小孔时所应当得到的几率分布一一如图 8-4(a) 的曲线所示．另干方面，如杲波长很长，
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光子从小孔 2 后面散射到几中的振幅可能正好和从小孔 1 散射的情形相同． 虽然在＂和

b 中可能还分别包含某个位相因子，但是我们可以问一个简单的情况，即两者位相因子相等

的怕况．如果＂实际上等于 b, 那么总几率就成为 1¢丘心2尸乘以 la尸，因为公共因子 a 可以

提出龙然而，这正好就是完全没有光子的情况下我们所得到的几率分布．所以，在波长很
长的情况 F——从而光子探测器无效一你们又重新得到原来的显示出干沙效应的分布

曲线，如图 3-4(b)所示．对于光子探测器部分有效的情况，在大扒的少1 和少帮的如之间存

在着于涉，你将得到如图 3-4(0) 上所画的那种介千两者之间的分布．我们寻找进入 D2 的
光子和到达＂的电子的符合计数，我们将会得到同样的结果，如果你们还记得第一章中的讨

论，你们可以看出这些结果对第一章里所谈到的 ” “ 无
过程给出了定量的描述．

p p 

(a) (b) (c) 

为使你们避免一个普遍的错误，我们现在要

强调说明一个重要的问题．假定你只要知道电子

到达＂处的儿率而不管光子是在 D1 还是在 D2
中计数，你们是否应把式(3.8) 和式(3.9)所表示

的振幅相加起来呢？和对于不同的、互相可以区

别的终态的振幅，你们无论如何都不得把它们相

加起来．光子一旦被某个探测器所接收，只要我们

愿意我们总是能够确定到底是哪一种情况发生，

而不需要再去扰乱这个系统．每个情况的几率完

全不依赖于另一悄况．再重复一遍，不要把不同
图 3-4昌 在图 3-3 的实验中，．对应于进入 D

的一个光子，有一个电子到达少的几率：

的最终情况的振幅相加，所谓“最终＂，指的是我们 （＂）对于 b一O; (b) 对于 b一a;
希望知道该几率的时刻一一就是实验“结束＂的时 (c) 对于O<b<c

p 

候．在整个过程结束以前，你们的确对实验中不能区别的各个不同的过程的振幅求和．在

过程的终了，你们可以说，“不想要观察光子”．要不要对光子进行观察是你们自己的事，但
晃你们仍然没有把振幅相加．自然界并不知道你们正在观察什么．无论你们是否费心记录
数据，自然界都按照它自身原有的方式发展变化着，所以我们不得把振幅相加．我们应当先

求出所有可能的终态的振幅的平方，然后再把它们加起来，对于一个电子到达 a;, 同时一个

光子到达从或到达 D:a 的情形来说，正确的结果是：

子到 Qi I 电子从 8 发出〉 /2-+
子到江光子从 L 发出 伈光子到 D:al 光子从 L 发出

= la<扣+b如 12+/a如+bcp1/ 气 (3.10) 

§3-3 在晶体上的散射

下一个例子是这样一个现象，我们在此现象中多少得比较仔细地分析几率幅的干涉．我

们观察中子在晶体上的散射过程．假定我们有一块晶体，它包含大量的原子，原子的中心是
原子核．这些原子核作周期性的排列，一束中子从很远的地方射来．我们用指标 d 来标记

晶体中不同的原子核冷依次代表一系列的整数， 1, 2, 3…N, N 等于原子的总数．问题是
要计扣在图 3-5 所示的装置中，计数器接收中子的几率．对于任意的一个原子 'b, 中子到达

计数器 C 的振幅等于中子从源射到原子核 i 的振幅乘以在原子核 4 上受到散射的振幅＂，再
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乘以中子从 i 到计数器的振幅．我们可将其写成
＜到达 C 的中子 i 从 s 来的中子＞通过.= <oli>叭引 s). (3.11) 

在写这个方程式时，我们已经假定散射振幅 a, 对

Q 于所有的原子都是一样的．这里有大赍的、表观

上不能区别的路线．这些路线之所以不能区别是

中子计数器因为低能中子从原子核散射的时候不会把原子撞

图 3-5 测篮中子在晶体上的散射 离它在晶体中原来的位置－－－没有留下散射的

“记录＂．按照以前的讨论，中子到达 C 的振幅必须包括式(3.11)对所有原子求和：

巳
中子源

＜到达 c 的中子 1 从 s 来的中子>=~<cl 妢叭引 s>. (3.12) 
l=l 

因为我们是对在不同空间位置的原子的散射振幅求和，这些振幅必定有不同的位相，这就得

到和我们以前曾经分析过的光在光栅上散射的情况中同样的特征干涉图样．

在这样一个实验里面，常常发现中子强度确实随着角度的改变而显示出巨大的变化，具

有若干尖锐的干涉峰，在这些峰之间则几乎什么也没有一—如图 3-6(a)所示．然而，对于某

儿种晶体情况就不是这样的了．伴随着上面所说的干涉峰一起的还有散射到所有方向上的

普遍的本底，我们必须试图去理解这个看上去似乎难以理解的原因．原来我们没有考虑中

子的一个重要的性质．它具有二分之一的自旋，因而它就有两个可能的状态：不是自旋“向

上”（譬如说在图 3-5 中垂直于纸面）就是自旋“向下“．如果晶体中的原子核没有自旋，中子

的自旋就不会引起任何效应．但是，如果晶体的原子核也具有自旋，譬如说自旋为二分之一，

你们就会观察到上面所讲的模糊的散射本底．这个现象的解释如下．

如果中子的自旋在某一个方向上，并且原子核具有同祥方向的自旋，在散射过程中不可

能发生自旋方向的改变．如果中子和原子核具有相反的自旋，于是可能发生两种不同的散

射过程，其中一个过程中的自旋方向不变；而在另一种过程中自旋的方向互相交换．这个自

旋的总和不变的定则和经典定律中的角动量守恒定律相似．如果我们假定所有散射中子的

原子核的自旋都按同一方向排列，我们就能够开始理解这一现象．与原子核具有相同自旋
的中子受到散射时就得到预期的锐细的于涉分布曲线．对于自旋相反的中子，情况又怎样

呢？如果它在散射时，自旋方向不变，那么情况与上述结果没有什么两样，但是如杲两者的自

旋在散射过程中都翻了一个身，原则上我们就可发现，是在哪一个原子核上进行了散射．因

为这将是唯一的自旋反转的原子核．既然我们可以说出是在哪一个原子核上发生了散射，

其他的原子对此中子又有什么影响呢？当然没有，这一情况就和在单个原子上散射完全一

样．

为计入这种效应，式(3.12) 的数学表达式必须加以修正，因为在那样的分析过程中我们

还没有对状态作完全的描述．让我们从下述条件出发：从中子源来的全部中子都具有向上

的自旋，而晶体中的所有原子都具有向下的自旋．首先我们要求的是：到达计数器的中子的

自旋都向上而晶体中所有原子核的自旋仍旧向下的振幅． 这和我们以前的讨论没有不同．

我们令 a 为散射时自旋不翻转的振幅．那么，在第 i 个原子上散射的振幅是：

<O向上晶体都向下 IS向上晶体都向下>=<Olti,>叭引吟。

因为所有原子核的自旋仍旧向下，各个不同的原子核（不同的 i 值）无法区别．显然不可能

说出是在哪一个原子上发生了散射．对于这样的过程，所有的振幅互相干涉．

嗜

. 
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然而还有另外的情况，在这种情况下，从 S 出发的中子的自旋虽然都是向上的，但探测

到的中子自旋却是向下的，在品体中有一个原子核的自旋必定改变成向上方向一一我们假

定这是第内个原子．我们假定对于自旋翻转的每一个原子都具有相同的散射振幅，称为 b.

（在实际的晶体中，存在着另一种可能性，就是相反方向的自旋会转移到另外的某个原子上，
但是让我们只讨论这种过程的儿率非常小的晶体．）于是，散射振幅就是：

<O向下原子核趴旬上 IS向上晶体都向下>=<O/lc劝<h 飞>. (3.13) 

假如我们要计算中子自旋向下以及第仿个原子核自旋向上的儿率，它等于这个振幅的绝对

值的平方，就是 /b尸乘上 l<O 陆><klS>l2. 第二个因子几乎与第为个原子在晶体中的位置
无关，并且在取这个绝对值的平方时，所有的位相都消失了．从晶体中任意的原子核上所发

生的自旋翻转的散射儿率是：

l 沪 ~J<o陆><Jc 隔)ll•
k=l 

这必然会显示出图 3-6(b)那样的光滑的分布曲线．

你们或许会争辩：“我不在乎哪个原子向上．”也许你不在乎，但是自然界是知道的．实

际上的几率就是我们上面所得出的－—－没有任何干涉效应．另一方面，如果我们要求进入

探测器内的中子自旋向上而所有原子的自旋仍旧向下的几率，那么我们要取下式的绝对值
的平方：

~<Olt泣<ilS>.
1=1 

因为求和号下面的各项都包含位相因子，它们要互相干涉，于是我们得到锐细的干涉图样．

如果我们做实验时，没有观察到检得中子的自旋，那么两种情况都可能发生，两种几率就要

相加．作为角度的函数的总儿率（或计数率）看上去就像图 3-6(c) 中的曲线那样．

符
谈
土

哥
忌
谥
据
亚

, 
护
茹
土

”> 。
9 

(a) {b) (c) 

图 3-6 中子计数率作为角度的函数：

(a) 对于自旋为零的原子核； (b) 自旋翻转的散射几率；
(c) 对千自旋为二分之一的原子核所观察得到的计数率

我们来回顾一下这个实验的物理意义．如果你们原则上能够区别各个不同的终态（即使

你们不愿费心去区别它们），算出各个状态的丛叟（不是振幅），然后把它们相加，即得出总的
最终的几率．如果你们基至在愿塑上都不能区别各个终态，在取绝对值的平方以求出实际

的几率之前，必须先对几率振幅求和．你们必须特别注意的是：如果仅仅用波动来描写中
子，你们对向下自旋的中子和向上自旋的中子将会得到同样的散射分布．你们就要说：＂波”

来自所有的原子并且相互干涉，就像具有同样波长的向上自旋的中子一样．但是我们知道

实际情况并不是这样的．所以正如我们以前所讲过的，我们必须小心，不要对空间的波动赋

予过多的实在性．它们对于某些问题是有用的，但不是对所有的问题都有用．
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§3-4 全同粒子

下面我们要描述一个显示出抵子力学的美妙结论的实验．这个实验也涉及这样的物理

过程，一件事能以两种不能区别的方式发生，因此有振幅的于涉一一在这样的情况下这总是

正确的．我们将要讨论的是在比较低的能蜇下，了一个原子核在另一个原子核上的散射．我

们先考虑＂粒子（即你们所知道的，氮原子核）轰击，譬如说轰击氧原子．为使我们对这个反

应的分析较为容易起见，我们在质心坐标系中进行观察，在这个坐标系中氧原子核和＂粒子

的速度在碰撞以前具有相反方向，在碰撞以后也具有完全相反的方向．参看图 3-7(a). (因

为质量不同，速度的大小当然是不同的．）我们还要假定能量是守恒的，并且碰撞的能量足够

低，既不发生粒子碎裂，也不会使粒子跃迁到激发态，两个粒子之所以彼此发生偏转，其原因

当然是由于两者都带有正电荷，按照经典的说法，当它们互相经过时，片存在着静电斥力．散

射将以不同的几率在不同的角度发生． 我们要讨论的是这种散射的角度依赖关系． （当然

可以按照经典物理学来计算这个关系，因为量子力学对这个问题的解答和经典的结果完全

一样．这是量子力学中最意外的巧合之一，对于这一点很难理解，因为除了平方反比定律以

＂粒子

。

Ii. 

氧 ＂粒子

霉一 9

<,l'.l 
.. 

外对其他力的情况就不是这样一一所以

它确实是一种巧合．）

不同方向的散射几率可以用图 3--7

氧 (a) 所示的实验来进行测量． 在位置 1

的计数器可以设计成只检测＂粒子，在

位置 2 的计数器设计成只检测氧原子

核一—这第二个探测器仅仅用来作为核

(a) (b) 对．（在实验室系统中，探测器不会在相

圈 3-7 在质心系中观察 al粒子在氧原子核上的散射 反h的方向上，但在质心系中，它们在相反

的方向上．）我们的实验包括测量在不同方向上的散射儿率．令f(0)为探测器放在 0 角度

上粒子散射到探测器中的振幅；那么， 1/(0) 尸就是我们由实验测得的几率．

我们还可设计另一个实验，其中所用的探测器既能对＂粒子作出反应，堂显对氧原子核
作出反应．这样我们就可得到在我们不需要区别所计数的是哪一种粒子的情况下所发生的

过程当然，假如我们在 0 角的位置上接收到一个氧原子，在相反的位置角度为(w-0)上必

然会接收到一个＂粒子，如图 3-7(b)所示．所以，如果f(O)是＂粒子散射到 0 角的振幅，则

j(n-0)是氧原子散射到 0 角的振幅立于是，在位置 1 接收到垦挫粒子的儿率是：

在几中接收到某种粒子的儿率一 IJ(0) 1:i+ IJ(rw 一 0) I 气 (3.14) 

注意，这两个状态原则上是可以区别的．即使在这个实验中我们丕坴区别这两种状态，但斐

们是能够区别它们的．按照以前的讨论，我们必须把几率相加而不是把振幅相加．

上述结果对千各种靶核都是正确的一一＂粒子在氧原子核上的散射，在碳、铁、氢等等

原子核上的散射．但是对于＂粒子在＂粒子上的散射，这个结果就不对了．对于两个粒子
完全相同的情况，实验得出的数据和式(3.14) 所预言的不一致． 例如在 90° 角的散射几率

1) 一般地讲，散射方向当然应该用两个角度来描写，极角中以及方位角队那么我们说氧原子核在(0, 中）就是说“

粒子在（需寸， ¢+rn:). 然而，对于库仑散射（以及对千其他许多情况），散射振福不依赖于今．千是在，方向得到
一个氧原子核的振福和在（叨一0)万向裕到一个 G 粒子的振幅是相同的．
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正好是上述理论所预言的两倍，并且与这些粒子是＂氮“原子核无关．如果靶是 He3, 而入射

粒子是 a 粒子 (He4), 那么实验结果就和上述理论相符合了．只有当靶是 He4—一其原子核

和入射的＂粒子全同时，粒子的散射以其独特的方式随角度变化．

或许你们已能看出对这个现象的解释．使 a 粒子进入计数器有两种方式：使轰击的 a

粒子以 0 角散射，尸或者使它散射到（元-0) 角度上． 我们怎么能够辨别进入计数器的粒子是

施轰粒子还是靶粒子呢？回答是不能． 在 a: 粒子对矿拉子的情况下，有两个无法区别的情

况．这里我们必须把几率堡懋相加使之相干，在计数器中找到 a: 粒子的几率是两个振幅和
的平方：

I 

G 粒子进入 D1 的几率= IJCO)+f(rn:-0) 代 (3.15) 

这个结果和式(3.14) 完全不同． 我们可取角度可2 作为一个例子，因为这很容易计

算． 对于 0=吓/2, 显然 /(0) 一J(u,;-0), 所以式 (3.15) 的几率变为 IJCrrr/2)+f 位/2) 12 

=41/位 I 2) l2. 

另一方面，如果它们不发生干涉，式(3.14) 的结果只给出 2 !JCot/2) 代所以 90° 角的

散射是我们所预料的两倍．当然，在其他角度结果也是不同的，千是，你们得到了一个不寻

常的结论：在粒子是全同的情况下，发生了在粒子是可以区别的情况下未曾发生过的某种新

的情况．在数学描述中，必须把可选择的各种过程的振幅相加，在这种过程中，粒子只是简

单地交换它们的位置，并且存在着干涉．

当我们用电子对电子散射，或者质子对质子散射进行同样类型的实验时，甚至会出现更

为错综复杂的情况．此时以上两个结论都不正确！对于这些粒子，我们还必须引用一条新的

法则，一个最为独特的法则，这个法则是这样的：当来到某一点的电子本身和另一个电子相

交换时，在这种情况中新的振幅以相反的位相与旧的振幅相干涉．这确确实实是干涉，只是"------------ ----- _-_ 

带有一个负号．就 a: 粒子而言，当把 a: 粒子交换进入计数器时，相干的振幅以正号和干涉．

就电子而直容垫王堕剪担王攫幔恩负竺塑王堕．除了下面将要谈到的另一细节外，在与图
步8 所示相类似的实验中，适合电子的方程为：

电子到达儿的几率= 1/(0)-J(元一 0) I 气 r (3.16) 

对上面的陈述还必须加以限制，因为 庄
自旋向上

D1 
自旋向上

我们还没有考虑到电子的自旋（＂粒子没有

自旋）．可以认为，电子的自旋相对于散射 豆 0 电子 电子 0 电子

平面来说，不是“向上”就是“向下”．如果 自旋向上
'I 

自旋向上
, 

自旋向上． '. 自旋向上

实验的能量足够低，由于电荷运动所产生

的磁力很小，因而自旋不受到影响．我们假

定现在分析的就是这种情况，所以在碰撞

的时候，自旋方向不会改变．不管电子具有

自旋向上
D, 

llf-9 

＄尸自旋向上 , 

(a) D:1 (b) 

图 3-8 电子对电子的散射。如果来到的这两个电子

具有互相平行的自旋，过程（心和 (b)是不能区别的

少

什么方向的自旋，它总是不变的．你们可以看到，这里有几种可能性．施轰粒子和靶粒子的

自旋都向上，或者都向下，或者它们的自旋方向相反．假定两者的自旋都向上，如罔 3-8 所

示（或者假定它们的自旋都向下）．反冲粒子的自旋情况也将这样，，而且这个过程的振幅等

于图 3-S(a)和 (b)所表示的两种可能过程的振幅之差． 千是在 D1 中探测到电子的几率由

式 (3.16) 给出．

假如“施轰“粒子的自旋向上而“靶“粒子的自旋向下，进入计数器 1 的电子自旋可以向
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上也可以向下．通过对电子自旋的测量，我们就能够说出这个电子是来自施轰粒子束还是

来自靶粒子束了．这两种可能性表示在图 3-9 的 (a)和 (b)中，原则上它们是可以区别的，因

而互不干涉一一只不过是两者的几率相加． 如果原来的自旋方向都反了过来－－－就是说，

D1· 
左边的自旋向下而右边的自旋向上一一同

自旋向下爰/ 样的论证仍然成立．
现在如果我们随意选取电子一例如

0 电子
上 上仁_;_-- 由鸽丝发射的电子是完全非极化的一一－那

吓一。 么发射的任一特定电子其自旋向上还是向
自旋向上

D~ 
下的机会是五十对五十．如果我们在实验

中不去测量电子在任何地点的自旋，这就
图 3-9 自旋反平行的两个电子的散射 是所谓的非极化的实验．这个实验的结果

最好用这样的方法来计算把所有的各种可能性都排列成表，就像我们在表 3-1 中所做的那

样，对各个可以区别的不同情况分别求出它们的几率．总的几率就等于所有各个几率的和．

注意，对千非极化粒子束， 0=冗应的结果是对互不依赖的粒子按经典理论求出的结果的一

半．全同粒子的行为具有许多有趣的结论，我们将在下一章更为详细地讨论它们．

龟子

自旋向上

自旋向下
,D鲁

o 电子 电子
」.

启旋向下 自旋向上

表 3--1 非极化的自旋为二分之一的粉子的散射

各种情况 粒子 1 的 粒子 2 的 到达正中 到达乌中
几 率

的比率 自旋 自旋 粒子的自旋 粒子的自旋

1 
向上 向上 向上 向上 lf(B)-f位一8)11

4 

1 
向下 向下 向下 向下 If(&) -f(需一0)124 

l lf(0) 12 1 { 
向下 向下

4 向上 向下 向下 向上 if(ur-0) 12 

1 

{ 
向上 向下 If(听一0)12

4 向下 向上 向下 向上 !/(0) 12 

1 1 1 
总几率一和/(0)-/(叨一0) /2 十百 1/(0) 气飞了/f(or-0) 12 

. 

. 
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子粒同全

§4-1 玻色子和费密子

在上一章里，我们开始考虑了发生在两个全同粒子相互作用的过程中振幅干涉的特殊
_-_-_-一_-_-

法则．所谓全同粒子是指像电子那样的无法将它们彼此区别开来的粒子．如果在某一个过
－－＿＿－．一-_-_-_

程中包含两个全同的粒子，将原来到达计数器的粒子与另一粒子互相调换一下，这样调换后

的状态与原来的状态是不能区别的，而且一一像所有其他不能区别的情况一样一一调换后

的状态与原来的状态相干涉．于是事件的振幅就是两个相干振幅之和，但是，令人感到有趣
的是，在某些情况下两个振幅以相同的位相相干涉，而在另一些悄况下，振幅以相反的位相

- --- --_-_呵_-- - -一－．

相干涉．

假设如两个粒子 a, 和 b 相互碰撞，其

中 o 散射到方向 1 而 b 散射到方向 2, 如

图 4-l(a,) 所示． 令 f(0)为这一过程的振 " 

幅，千是，观察到这个事件的几率尺正比
. (a) 

即粒子 b 散射到计数器 1 中而粒子＂进入 图 4-1 在两个全同粒子的散射过程中，

计数器 2 中，如困 4-l(b)所示．假设不存 (a) 和 (b) 两个过程不能区别

在由自旋之类所定义的特殊方向，这一过程的儿率就是 lf(rp;-0) 代因为这正好符于在第一

过程中把计数器 1 移到吓-0 角处． 你们也许会想到，第二个过程的振幅正巧等月于 f(吓一

0). 但它并不一定是这样，因为还可以有一个任意的位相因子．这就是说报幅可以是

1 1 

。 。

b a 
b 

吓一 6

e汀（冗 -0).

这个振幅同样给出几率几等于 If位-0) 1a. 
现在让我们来看一看，如果 a 和 b 是全同粒子的话，将会出现些什么怕况．这时我们就

不能区别图 4-1 中的两个图所表示的不同过程．对千无论 a, 还是 b 进入计数器 1 而同时另

一个进入计数器 2 的情形，我们有一个振幅．这个过程的振幅是图 4-1 所示的两个过程的

振幅之和．假使我们把第一个过程的振幅叫做j(0), 那么第二个就是 e吁（冗 -0). 现在，位

相因子就很重要了，因为我们要把两个振幅相加．假设当我们把这两个粒子交换时，我们必

须在振幅上乘以某个位相因子，如果我们把这两个粒子再交换一次，我们应该再次乘以同样

的因子．可是这样一来，我们又回到了第一过程．位相因子应用两次必然回到原来的状态

一位相因子的平方必定等于 1. 这只存在着两种可能性：护等千 +1 或者等于 -1. 两
个粒子交换前后的振幅要么是有相同的符号，要么具有相反的符号．这两种情况在自然界

中都存在，它们分别对应于不同种类的粒子．以正号相干的粒子称为玻色子，以负号相千的
粒子称为费密子．光子、介子和引力子都是玻色子，电子、µ介子、中微子、核子和重子都是

费密子．于是，我们得到全同粒子的散射振幅是：

玻色子：
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（直接的振幅）＋（变换后的振幅） (4.1) 

费密粒子

（直接的振幅）－（交换后的振幅） (4.2) 

对于具有自旋的粒子一如电子一一还有一个另外的复杂情况．我们不仅要详细说明

粒子的位置，还要说明它们自旋的方向．只对于具有相同自旋状态的全同粒子相互交换，振

幅才相互干涉．如果考虑非极化射束－一－这是不同自旋状态的混合物一一的散射，还有某

些特别的计算．

当两个或更多的粒子紧紧地束缚在一起的时候，将引起一个有趣的问题．例如，一个“

粒子里面有四个粒子—一两个中子和两个质子．当两个＂粒子相互散射时，有几种可能性．

在散射过程中，可能有一定的振幅使一个中子从一个 a: 粒子跳到另一个＂粒子中，同时在另

一个＂粒子中有一个中子跳过来和它交换位置，于是散射以后的＂粒子已经不是原来的粒

子了－－－已经交换了一对中子．见图 4-2. 交换一对中子的散射振幅和没有这种交换的散

射振幅相干涉，由于这里有一对费密子相互交换，干涉必定具有负号．另一方面，如果两个

a 粒子的相对能量是如此之低，使得它们保持相当的距离—一譬如说由于库仑斥力一一那

么就不可能有交换任何内部粒子的几率．于是我们可以把 a: 粒子当作结构单一的客体而不
必去考虑它的内部细节．在这种情形下，只有两种情况对散射振幅有所贡献，在散射过程中

要么没有粒子交换，要么四个粒子都交换．因为＂粒子中的质子和中子都是费密粒子，任意

一对粒子的交换都要改变散射振幅的符号．只要在＂粒子之间没有内部粒子的交换，交换

两个 a 粒子和交换四对费密子是同样的．对于每一对费密粒子的交换都要改变符号，其结

果是振幅以正号相组合．＂粒子的行为像玻色子．

质尹 , 

衵:
. 

图 4-2 两个a粒子的散射．在(cs) 中，两个＂粒子保持原来的样子不变；在(b? 中，碰撞时互相交换一个中子

因此，关于复合粒子的法则是这样的，在复合粒子可以看成单个粒子的情况下，复合粒
子的行为像费密子还是像玻色子取决千它们包含的是奇数个费密子还是偶数个费密子．
所有我们提到过的基本费密子一—例如电子、质子以及中子等等一一具有自旋 i一1/Z,

如果将几个这样的费密子放在一起组成一个复合粒子，总的自旋不是整数就是半整数．例
如，氖的普通同位素 He', 它的原子核包含两个中子和两个质子，其自旋为零．而 I凡的原
子核有三个质子和四个中子，具有 3/2 的自旋．我们以后要学习角动量的合成规则，而现在

只提一下，每一个具有半整数自旋的复合粒子就象一个费密子，而每一个具有整数自旋的复
合粒子就像一个玻色子．



第 4章全同粒子 8!5 

这就提出了一个有趣的问题：为什么具有半整数自旋的粒子是费密子，它们的振幅要以

负号相加；而具有整数自旋的粒子是玻色子，它们的振幅以正号相加？很抱歉，对于这个问题
我们不能给出一个简单的解释，泡利曾从量子场论和相对论的复杂的论证中作出过一个解
释，他指出，量子场论和相对论必须一起应用．但是我们无法在初等的水平上重复他的论
证．看来这是物理学中不多的情形，在这些情形中具有能非常简明的表述法则，但是没有人
能为它找到简单而又容易的解释．这种解释要深入到相对论最子力学中，这可能意味若我
们还没有完全理解其中所包含的基本原理．目前，你们只好把它当作自然界的一个法则接
受下来．

§4-2 两个玻色子的状态

现在我们来讨论关千玻色子相加法则的一个有趣的结果．这和有几个粒子存在时的行
为有关．我们先考虑两个玻色子从另外两个粒子上散射的情形．我们不去关心散射机构的
细节，我们只对被散射粒子发生些什么变化感兴趣．假设情况如图 4-3 所示．粒子＂散射
到状态 1. 所谓垫坴系指一定的运动方向和能景，或者别的某种给定的条件．粒子 b 散射
到状态 2. 我们假设这两个状态 1 和 2 几乎相同． （事实上我们所要求的是两个粒子被散
射到相同的方向或状态的振幅，但是最好我们先考虑一下如果两个 1 

状态几乎相同时会发生些什么，然后再解决当两个状态变为完全相
同时，会发生些什么．）

假定我们只有粒子 a, 它具有一定的振幅，譬如说＜叶心，被散射

到方向 1, 而粒子 b 单独存在时，它具有振幅 <2lb>, 被散射到方向
2. 如果两个粒子不相同，两次散射同时发生的振幅就是乘积

(1ia><2lb>. 
于是发生这一事件的几率为

l<1ia><2lb>I 气

e” 

b 

它也等于

腔 4-3 一对粒子被

散射到靠近的终态

I <11 a> I JI <21 b) ! 2. 
在目前的论证中，为了使书写方便，有时我们令

<11 心＝免， <21 妗＝妇．
于是，双散射的几率是

la1121 加 1.2.

也可能发生这样的情况粒子 b 散射到方向 1, 而粒子 a 散射到方向 2. 这一过程的振

幅是

<21 心<11 砱
这个事件的几率是

l<2Ja><1lb>l2= lad2I bi I 2. 
现在，设想我们有一对小计数器可以用它们来检测这两个散射粒子．它们同时检测到

两个粒子的几率几为

P广, la1l2I 加 12+ la2 尸 1 妇 1 气 (4.3)

现在让我们假设方向 1 和 2 非常靠近，我们期望 a 应随着方向连续地变化，所以当 1 和

. 



86 费曼物理学讲义（第三卷）

2 互相靠近时，免和幻也必定彼此趋近．当方向 1 和 2 足够接近时，振幅幻和幻将相等．

我们可以令伤＝伤，并把它们称为＂，同样令仇＝加 =b. 于是我们得到：
乌=21年 lb 尺 (4.4)

现在假设 Qi 和 b 是全同的玻色子．那么，＂进入 1 而 b 进入 2 的过程和相互交换后＂进

入 2 而 b 进入 1 的过程不能区别．假使这祥，这两个不同过程的振幅相互千涉．两个计数

器各俘获一个粒子的总振幅是：

<1la)<2lb>十 (2la)(1lb>. (4.5) 

在计数器中得到一对粒子的儿率就是这个振幅绝对值的平方，

P2= la1加+a2b1 I 2=41 a 尸 I b 12. (4.6) 

我们得到这样的结果：两个全同玻色子被散射到同一状态的几率是假设两个粒子不相同时
-_ - ---三 一一_.了----_-_-_-.一－－＿＿－令--

所计算出的几率的两倍

虽然我们刚才考虑两个粒子是在不同的计数器中观察到的，我们在下面就会知道，这并

不是必要的．我们设想方向 1 和方向 2 两者都将使粒子进入放在某一距离处的一个单独的

小计数器中．我们定义方向 1 为正对着计数器上面积元 dS1 的方向，方向 2 为正对着计数

器的面积元 d岛的方向．（我们设想计数器有一和散射线垂直的面．）现在我们不可能给出

粒子将进入某一精确方向或到达空间某一特定点的几率．这种事是办不到的一一一进入任一

准确方向的机会为零．如果我们希望非常具体的话，我们必须定义我们的振幅，使它给出到

达计数器上单位面积的几率． 假定我们只有粒子 a, 它具有被散射到方向 1 的某个振

幅．我们定义＜叶心＝气是叶皮散射到在方向 1 的计数器单位面积上的振幅．换言之，先的

标度已选定了——我们说它已被“归一化”，结果粒子 Qi 被散射到面积元 dS1 上的几率是：

l <1 I a> ladS1一 la112as1 (4.7) 

如果我们的计数器的总面积是 LIS, 我们使 dS1 遍及这个面积，粒子 a 被散射到计数器中的

总几率是：

I 如 12as1. (4.8) 

和以前一样，我们假设计数器足够小，以致振幅 a1 在诈数器的整个面上没有显著的变

化，那么生是一个常数振幅，我们可称它为＂． 于是粒子 Qi 被散射到计数器中某处的几率

是：

Pa= JaJ2LIS. 

用同样的方法，我们得到粒子 b一一单独存在时

(4.9) 

被散射到某一面积元 d1岛的几率

是

I 加 [2dS2.

（我们用 d岛代替 dS工，因为下面我们要使＂和 b 进入不同的方向．）我们再使加等于常数

振幅 b, 于是粒子 b 在探测器中计数的几率是：

伪＝！沪LIS. (4.10) 

现在当两个粒子同时存在时，＂被散射到 dS1 而 b 被散射到 d岛的几率是

l或主dS1dS2-= 位 1 叮 b J2dS1dS2. (4.11) 

如果我们要求的是＂和 b 两者都进入计数器的几率，我们将 d岛和 d怂都在 LIS 上积分，得

到



茅 4 章全同粒子 37 

乌=I年lbl2(LIS)2 (4.12) 

附带提一下，我们注意到它正好等于 p矿仇，正如你们假定粒子矿和 b 互相独立地行动那
样．

然而，如果两个粒子是全同的，对于每一对面积元 dS1 采nd怂就有两个不能区别的几

率． 粒子 a 进入 dS1 而粒子 b 进入 d岛和粒子”进入 dS2 而粒子 b 进入 dS1 是不能区别

的，所以这两个过程的几率将相互干涉．（在上面当我们有两个不同的粒子时一—虽然事实
上我们并不在乎到底哪一个粒子跑到计数器的哪一部分一一－原则！我们能够找出哪个粒子
进入哪里，所以不存在干涉．而对于全同粒子，即使在原则上我们也不可能断定．）于是，我
们必须把两个全同粒子到达 as立和 d岛的几率写成：

la心+a心 l2dS1dS2. (4.13) 

然而，当我们对计数器的面积求积分时，我们必须小心．如果令 d岛和 d82都逍及整个面积
LIS, 我们就把面积上每一部分都计算了卫搓；，因为式(4.13) 包括了任何一对面积元 d丛和
dS式可能遇到的所有情况，如果我们把结果除以 2 来改正双重计算，我们仍然可以那样积
分．于是，对于全同玻色子，我们得到：

P认玻色） =½ 径 1年 JbJ2(L1S)吁 =21年 lb 尸(LIS)气 (4.14) 

这正好又等于式(4.12) 的两倍，该式是我们对可以区别的粒子求得的．

如果我们设想一下，我们知道通道 b 已经将其粒子送入某一特定方向，我们可以说第二

个粒子进入同一方向的儿率等于我们把它当作独立事件计算时所预期的结果的两倍．玻色

子具有这样的特性：如果已有一个粒子处于某一状态，在这同一状态中出现第二个粒子的几
率等千第一个粒子不在这个状态时的两倍．这个事实常常用下面的方式来表达：如果已有一

个玻色子处于一给定的状态中，再将另一全同玻色子放进这同一状态的振幅等千第一个粒
子不在该状态时的J了倍．（从我们所采用的物理的观点来看，这并不是表达这个结果的适
当方式，但是如果始终将它当作一个法则来使用，当然它会给出正确的结果．）

§4-3 n 个玻色子的状态

我们把上一节的结果推广到具有九个粒子的情况．设想图 4-4 所示的情况．我们有 n

个粒子 a, b, c…它们分别被散射至 1、 2、 3…乃等各个方向上．所有这 n 个方向都正对若放

在远处的一个小计数器．和上一节一样，我们把所有的振幅都归一化，各个粒子单独行动时

进入计数器上面积元 dS 的几率是：

I< >l2ds. 

让我们先假设这些粒子都是可以区别的，于是，九个粒子在 n 个不同的面积元上同时被
计数的几率是：

I 吵必... 12as1a怂dS3,.. (4.15) 

我们再假设振幅不依赖于 dS 在计数器（假设它很小）上的位置，并把这些振幅称为＂、

b~C"'. 几率式 (4.15) 变成：

旧叮 bl勹汜…dS1dS~dSa••· (4.16) 

1) 在 (4.11) 中，交换邸1和必凸就得到另一个不同的事件，所以两个面积元都必须遍及计数器的整个面积．在

(4.13) 中，我们把邸1 和心位成对地处理，并且包括了可能发生的所有情况．如果积分又包含 dS1 和赵2 交换

后所发生的情况，各种情况就计算了两次．
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将各个 as 分别在计数器的表面 LIS 上求积分，我们得到同时对九个不同粒子计数的几率

P,. (不同）为
Pn(不同）＝位 1 叮 b 户［汜… (LIS)n. (4 .17) 

这正好等于各个粒子分别进入计数器的几率的乘积． 它们各自独立地行动－—－某一粒子
进入计数器的几率与另外还有多少其他粒子也进入计数器无

关．

现在假定所有的粒子都是全同的玻色子．对于每一组方

向： 1、 2、 8…有许多不可分辨的可能性．例如，当只有三个粒．

子时，我们有下列几种可能性：

l. 2 S.•••n , 

(!)··•~-

. . . 
＂今1

b-2 

c一3

~1 

b一8
o-2 

a一2

b一1
~3 

G今2 a今3 a一3

b一3 b一1 b-2 
c今1 , C一边 ~1 

共有六种不同的组合.'I!, 个粒子就有咧种不同的、但是不可分辨的可能性，我们必须把它们

的振幅相加．于是，九个粒子在仆个面积元上计数的几率就是：

夕
成

图 4,.4 九个粒子被散射到

猝近的终态

心b必＋…＋呤心＋…+a2b心＋…

王吵妇···+… I 2dS1dS adSs…as ... 

我们再次假设所有的方向靠很近，因而我们可以设 a1 = aa =•·•••• = a,.= a, 

此，式(4.18)表示的几率则成为：

(4.18) 

对于 b、 c... 也如

1 九! abc .. • [ 2dS1d岛dSs…dB.. (4.19) 

当我们把各个 dS 对计数器的面积 LIS 求积分时，每个可能的面积元的乘积都计算了

nl 次，对此我们除以叫来加以修正，千是得到：

1 
瓦（玻色）＝— ln!abc… l2(L1S)"

九 l

或 凡（玻色） =n! labc…[ !l (LJS)" (4 , 20) 

把这个结果和式(4.17)比较，我们看到，对九个玻色子一起计数的儿率比假设它们都是可以

分辨的情况下所算出的几率大叫倍．我们可以把这一结果概括为：

瓦（玻色）＝九！凡（不同） • (4.21) 

于是，玻色情况的几率比假设粒子都独立行动所算出的几率大叫倍．

下面的间题，可使我们更好地看出上述结果的意义：一个玻色子进入已有九个其他玻色

子存在的某个特殊状态的几率是什么？我们把这个新加入的粒子叫做 w. 包括w在内，我们

共有 (n+l)个粒子，式 (4.20)变成

此式可以写成
p叶1(玻色） = (91, + 1) ! I abc…尸(LIS)叶1. (4.22) 

p叶1(玻色）＝｛＠十 1) I w\2.dS凡! labc… 12.Js• 

或 P.+1C玻色） = (n+l) lwl2.dSP九（玻色） • (4.23) 

我们可以下列方式来看待这个结果• lw [2LlS 是当没有其他粒子存在时，粒子 w 进入探

测器的几率， P.(玻色）是已经有了另外 n 个玻色子存在时的几率． 所以式(4.23) 表明，当
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巳经有另外的 w个全同玻色子存在于某一状态中时，在这同一个状态中再增加一个玻色子

的儿率增强了(n十1)倍．其他粒子的存在，使得再加入一个粒子的几率增大了 . 

. 
§4-4 光子的吸收和发射

在上面的整个讨论中，我们所谈的都是象 a 粒子散射这一类的过程．但这并非必要．我

们可以谈论粒子的产生，例如光子的发射．当发射光时，光子“产生”了．在这样的情况中，
我们不需要图 4-4 中的入射线．我们只要考虑有九个原子 Qi心、 c…发射光线，如图生5 所

示．于是，我们的结果也可以表述为：假如在某一特定的状态中已经有了 n 个光子，原子再
_-_-_-_-_ - ------ - ----_-_-_一-- - _-_-_- _-_-_-_ - - - -一一 _ _-_-_-_ - - 

发射一个光子到这个特定状态中的几率增大了 (n十 1) 倍．

人们常常喜欢把这个结果概括成为：当已有 n 个光子存在时，再

发射一个光子的堡座增大了J万了了倍．当然，这只是同一事情的另

一种说法而已，因为振幅的平方就是几率．

从任何一个状态中转变到另一个状态＂的振幅就是从状态 ilJ 变

为状态中的振幅的共枙复数：

＜叫心＝＜中 I ilJ只 (4.24) 

这在量子力学中是普遍正确的．不久，我们将学习这个定律，但目前

我们就假定它是正确的．我们可以用它来弄清楚光子是怎样从一个

给定的状态被散射或吸收的．一个光子加入某一个已经有 w个光子存在千其中的状态（譬
如说&)的振幅是：

＜叶 11吟＝寸言巨， (4.25) 

其中 a=<引心是没有其他粒子存在时的振幅． 应用式(4.24) 反方向进行一一少从 ('/'I, 十 1) 个
光子变为九个光子一一的振幅是：

创叶1)=心+1 a*. (4.26) 

这不是通常所用的叙述方式．人们不喜欢考虑从('ll,+1)到 n 这样的过程，而总是从存

在 n 个粒子的状态开始．于是，他们说：当有仆个光子存在时，从其中吸收一个光子的振幅

换言之，从 n 到九一1-一是：

<'ll,-1沁 =.../n沪. (4.27) 

当然这和式(4.26)完全一样．但这样却有要努力记住何时用 .F,;或✓九十1一的麻烦． 这里

有一个记忆的方法，前面的因子总是出现的最大光子数的平方根，！不论此数出现在反应前，

还是反应后，式(4.25) 和 (4.26)表明这个定律实际是对称的一一只有当你们把它写成式(4.

27) 的形式，看上去才不对称．

从这些新的法则，可以推导出许多物理的结论，我们说一下其中一个与光的发射有关的

结论假如我们设想这样一种情况，光子被包围在一个盒子里而－一－你们可以想象一个用反

射镜做墙的盒子．现在假定在这个盒子中有 n 个光子，它们都处于同样的状态一一同样的

频率、同样的传播方向和振幅一所以它们是不可分辨的．此外在盒子中还有一个原子，它

可把另一个光子发射到这同一状态中．这个原子发射光子的儿率是：

(n+1) I 平, (4.28) 

1-ts ... 怍

图 4-5 处于接近状态

中的九个光子的产生

它吸收一个光子的几率是：

＂旧2, (4.29) 

. 
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其中 1叭气是原来无光子存在时，这个原子发射一个光子的几率， 我们已经在第一卷第 42

章中以稍许不同的方式讨论过这些法则．式(4.29) 说明原子吸收一个光子并跃迁到较高的

能蜇状态的儿率正比千照射到这个原子上的光的强度．但是，正如爱因斯坦首先指出的，原

子向下跃迁到较低能措状态的几率包含两个部分，这个几率等于自发跃迁的几率 !alll 加上
:___-_-_ 

感应跃迁的儿率，后者正比于光的强度一即正比于出现的光子数目．此外，正如爱因斯坦

所说的，吸收系数和感应发射系数相等并与自发发射的几率有关．我们这里所学到的是：如

果用出现的光子的数目（而不是每单位时间，每单位面积的能景）来量度光的强度，吸收、感

应发射以及自发发射的系数都相等．这就是第一卷第 42 卒式 (42.18) 中的爱因斯坦系轻 A

和 B 之间关系的实质．

§4-5 黑体光谱

我们希望应用关于玻色子的法则再来讨论黑体辐射的光谱（见第一卷第 42 章）．我们将

找出，一盒内辐射与某些原子处于热平衡状态时该盒子里面有多少光子．假设对于光的每一

个频率 w, 存在着某一数量 N 的原子，这些原子具有两个能岱状态，其能鼠间隔为 LIE=九叭

参见图 4-6. 我们把较低的能拭状态叫做“基＂态，较高能抵的状态叫做“激发“态．设 Nu 和

N. 分别是基态和激发态上的原子平均数，那么，当这些原子处于温度为 T 的热平衡状态时，

由统计力学，我们有e 

3 书

Il-
3 4 I 

'1E=加
Ne -.i酰T -1,w/l<T =e =e N . 

g 
(4.ilO) 

处千基态的每一个原子都可以吸收一个光

子并跃迁到激发态，激发态的每一个原子都可

图牛6 频率为 0 的光子的辐射和吸收 以发射一个光子并跃迁到基态．平衡时，这两

个过程的速率必定相等．这速率正比于事件的儿率和原子的数目，设五是处于频率为Q的

状态中的光子的平均数．那么，从该状态中吸收的吸收率是 N玩 la 尸，光子发射到这个状态

中的发射率是 N.伍+1) 位 1 芞令这两个速率相等，我们就有：

基态

9 
基态

g 

八勹元＝凡(11+1).

把此式和式(4.30)结合起来，我们得到

(4.31) 

几

一 ='3
-llw/kT 

饥+-,
. 

一.. 

解出元得到
- 1 
九＝

e九w/kT— 1'
(4.32) 

这是在热平衡的空腔中，处于频率为 0的状态中光千平均数．因为每一个光子具有能量九w,

在这个状态中光子的总能址是示汕w, 或

1tw 
0lw//,T —1. (4.33) 

附带提一下，此式和另外一卒中的一个式子［第一卷第 41 章式 (41.15)] 很相似．你们

还记得，对于任何一种简谐振子一一例如弹簧上的重物一—嘈t子力学能级是以相等的间距

加均匀地分布的，如图 4-7 所示．如果我们令第九个能级的能最为动w, 我们发现，这样的

振子的平均能最也由式(4.33)表示．然面这个方程在这里是用计算粒子数的方法对光子导

. 
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出的，它对振子给出同样的结果，这是量子力学不可思议的奇迹之一．如果我们从考虑没

有相互作用的玻色子的某种状态或条件开始（我们曾经假设光子彼此之间是没有相互作用

的），然后设想在这个状态中可以放入或者零个、或者一个、或者两 E 

个...…直到任意数目九个粒子．人们发现，这个系统所有量子力学

意义上的行为与简谐振子完全一样．所谓简谐振子我们是指一种

动力学系统，譬如像弹簧上的重物或者共振腔里的驻波．这就是为
什么可以用光子来描绘电磁场的理由．从某种观点来看，我们可

以用大蜇的简谐振子这一思想来分析盒子或空腔中的电磁场．根

据诫子力学把每一种振动模式当作一种简谐振子．从另一种观点 .,_ -—基态 —-0 

来看，我们可以对同样的物理过程，按照全同玻色子的概念来进 图牛7 简谐振子的能级

行分析．两种方式所得出的结果始终完全了了堑．你们无法决定电磁场实际上应当用翌子化
的简谐振子来描写还是用在各个状态中的光子数来说明，可以证明这两种观点在数学上是
完全一致的．所以今后我们可以说盒子里处于某一特定状态的光子数目，也可以说和电磁

场某一特定振动模式相联系的能级的数目．它们是描述同一事物的两种不同的方式．对于
自由空间中的光子，这也同样正确，它们相当千器壁移至无穷远处的窄腔中的振动．

我们已算出在温度为 T 的盒子里任一特定的模式的平均能蜇． 为得到黑体辐对定律，

我们只需再知道一件事，即我们需要知道在每一种能釐状态有多少栨式．（我们假设，对于每

一种模式，在盒子里－一语戈者在器壁上一一都有一些原子，它们具有可能辐射到这个模式的
能级，从而每一模式都能达到热平衡．）黑体辐射定律的表达通常是给出：在单位体积内，在攷

小的频率间隔 Q 到 w+.Jw 中的光所执带内能噩．所以我们需要知道盒子内在频率间隔 Llw

中有多少个模式．虽然这个间题在荒子力学中经常出现，但它纯粹是一个关于驻波的经典

坐问题．

o 我们只对矩形盒子求解．对于任意形状的盒子，结

果都是相同的．但是对于任意情况，计算是非常复杂的．

l 而且我们只对线度比光的波长大得多的盒子有兴趣．这

; 样就有许多亿个模式．在任意小的频率间隔 .Jw 内也有

. 许多桢式．所以我们可以讨论频率 0处，任何频率间隔

Llw 中的“平均数”．首先我们讨论在一维情况一一就像

卢 'I 在一条紧绷着的绳子上的波一一中有多少个模式．你们

氐 4-8 一条线上驻波的校式 都知道，每一种换式就是一个正弦波，在两个端点处必须

趋于零．换言之，整个线的长度必须为监数个半波长，如图 4-8 所示．我们喜欢用被奻： k= 

2吓/'A. 令 k, 为第 j 个模式的波数，我们有：

5胚

牡Q

3沁

2的

1如

; 

Y 

, 乒
L

__ .) 
L 

(4.34) 

其中 j 是任总整数．相邻的模式其波数间隔蹄是 . 

我们假设江很大，

目，我们有

秝=k片1-k1=旦
L. 

从而在很小的间隔战内就有许多模式．令 4说为间隔怂内族式的数
｀丸
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衄＝奇长. (4部）
现在，在量子力学方面工作的理论物理学家常常喜欢用只有这个数目一半的模式数来

表示．他们写作
L 

4汾一－—Llk
2冗

(4.36) 

我们来解释一下这是为什么，他们通常喜欢用行波来思考一—某些波向右行进（具有正的

k), 某些波向左行进（具有负的 k). 但是，所谓“模式”是对于驻波而言的．驻波是两列波之

和，每列波在一个方向上行进．换言之，他们认为每一驻波包含了两个不同的光子＂态＂．所

以对于 .dfil, 如果人们宁愿用它来表示给定 le(现在份的范围包括从正的到负的数值．）的光

L , 

L. 
I I 

I I I I 
I I I I 
一一一1一十I I 

l I I I 
叨十一卜
I k1 I I 
·k-:,--+-+l I'I , I I 

VAVA...,, 

胆 4-9 二维的驻波模式

. 

子态的数目，那么应该取(4.35) 式 4沁的一半大小．（现

在所有的积分必须从 k=-oo 积到k=+oo, 对于任何

给定为的绝对值其状态总数仍然不变．）当然，这样并

没有很好地描写驻波，但是我们用前后一贯的方法来对

于计算振动模式．

现在我们要把结果推广到三维悄况，矩形盒子里的

驻波必须沿着每一个轴都有整数个半波长．图 4-9 所示_- _- ----_-_____ -_- _- _-_ ----· 

是其中的二维情况．每个波的方向和频率都用一个波矢

k 来表示．波矢的饥 g 和 2 方向的分阻必定满足类似于，
式(4.34)那样的方程所以我们得到：

比＝ 儿茹
兀'

k11= 扣冗

飞'
k,,=竺L •• 

和前面一样，在间隔心＂内具有 k,, 值的模式数为

L -.......!...Jk,,. 
2吓

对于 Llk11 和 4比情况也是一样．令 4说 (k)为波矢 k 的模式的数目，波长 k 的＂分量在比＋

4比之间，它的 g 分量在 k11 和 k11+.dkv 之间，它的 2 分量在 K』和 k,,.+LI比之间．那么

叩）＝号冷生生生． (4.37) 

乘积 L,,L11L. 等千盒子的体积．千是我们得到一个极其重要的结果：对千高的频率（波长比

盒子的线度小得多），空腔中模式的数目正比于盒子的体积和"To 空间中的体积,, L1k,, 战，Ji•. 

这个结果在许多间题中反复地出现，应该将它记住：

睬(k)=V-
护K

(2r;r;)3. . (4.38) 

虽然我们还没有证明，但这个结果不依赖千盒子的形状．

我们现在应用这个结果来求在频率范围上》内的光子模式的数目． 我们有兴趣的只是

各个模式中的能量一一而对波的方向不感兴趣，我们想要知道在给定频率范围内模式的数

目．真空中 k 的大小和频率的关系是：
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lkl=竺 (4.39) 
C• 

所以在频率间隔 Llw 内的模式就是与大小在耟到 k+Ah 之间的波矢 k 相对应的全部模式，

它们与方向无关．在贮到 h+Llh 之间的"k 空间体积”是一球壳，其体积为
知胪Ak.

于是模式的数目为：

应(w) V4社切E=, 
(2rrr)3 . 

然而，由于我们现在感兴趣的是频率，我们应将 k=序代入上式，于是得到：

4识 (eu) = V知况Llw
/9-\3,.3 (4.41) 

这里还有一个复杂的情况． 如果我们讨论的是电磁波的模式，对千任一波矢 k 可以有

两个（互相正交的）偏振．既然这些模式是互相独立的，我们必须一一对于光一一把模式的

数目加倍．所以我们得到

(4.40) 

V及Llw
4识 (w) = (对于光）．

冗203

我们曾经指出，式 (4.33) 每一模式（或每一”状态")的平均能最是

五加
九Q

＝产-1.

(4.42) 

将此式乘以模式的数目，我们就得到在区间 Llw 内
的模式的总能量 LIE:

柲
LIE= •... 九= " " " 

Vw气如 (4.43) 

这就是关千黑体辐射频谱的定律，我们在第一卷第

41 章中已经得到过这一定律． 图生10 中所画的是

其频率谱图．你们现在看到，这个答案取决千光子

是玻色子这一事实，它们具有使所有的粒子都进入

同一状态的倾向（因为这样做振幅大）．你们要记
住，是普朗克对黑体辐射光谱的研究（从经典物理学
看来，这是很神秘的问题），以及他对式(4.钻）的发现开创了量子力学整个学科．

A0200864 ll1005 

申
之
心
下K守

0.2 

~l 2 3 冬 5 6 7 8 

加/kT

图 4-10 处于热平衡的空腔中辐射的

频谱“黑体“光谱

, 

§4七液氨

液氨在低温下有许多奇特的性质，遗憾的是我们现在不可能花时间来详细叙述．但它
的许多性质起濒于氖原子是玻色子这个事实．其中一个性质是，液氢在流动时没有任何粘
滞阻力．实际上，这就是我们在以前的几率中所讲的理想“千呀(-假如速度足够低的话．
其原因如下：液体具有粘滞性，就必须有内能损失， 9必须有某种方法使一部分液体具有与其
余部分不同的运动．这就意味着必须有可能把某些原子撞击到不同于另一些原千所占据的
状态中去．但是在足够低的温度下，当热运动变得非常小时，所有的原子都企图进入同样的
状态中．于是，只要有一部分原子在向前运动，所有的原子都要以同样的方式一起运动．这
种运动具有一种刚性，并且很难使它像在互相独立的粒子中所发生的那样分裂为不规则的
湍流．所以在玻色子组成的液体中，所有原子有极强的进入同样状态的倾向一一这个倾向

. 
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可以用我们以前求得的因子J二口来表示．（对于一瓶液氪来说，九当然是一个非常大的数
字！）在高温下，这种合作运动不出现，因为这时有足够的热能使不同的原子进入不同的高能

态．但是在足够低的温度下，突然在某一瞬间所有的氢原子都试图进入同一状态中，氢就成
为超流体，顺便提一下，这个现象只出现在原子坻为 4 的氮同位素中．对于原子量为 3 的

氮同位素，各个原子都是费密粒子，其液体是正常的液体．由于超流动性只发生千 H护，这

显然是一种量子力学的效应一一由于＂粒子的玻色性质．

§4-7 不相容原理

费密子的行为和玻色子完全不同．我们来看一下，如果试图把两个费密粒子放到同一

状态中将会发生些什么．我们回到原先的例子，求两个全同费密粒子被散射到儿乎完全相

同的方向上的振幅，粒子 a 进入方向 1 面粒子 b 进入方向 2 的振幅是

＜叶 a)<2 I b), 

两个粒子互相交换出射方向的振幅是：

(2 位)(11 妗．

因为我们讨论的是费密粒子，这个过程的振幅等于这两个振幅之差：
<1la)<2lb)-(2[a)<1lb). ·(4.44) 

我们所说的”方向 1"不仅表示粒子的某一个运动方向，还表示其确定的自旋方向．”方向 2"
和方向 1 几乎完全相同，并且相当千堕登煦自旋方向．于是(11今和<21 心近乎相等．（如果出
射状态 1 和 2 的自旋不相同，这个结果就不一定成立，因为可能有某些理由认为为何振幅要
依赖于自旋方向．）现在如果使方向 1 和 2 互相靠近，式 (4.4,4) 中的总振幅就变成零．对于
费密子所得出的结果比玻色子简单得多．两个费密子一一譬如两个电子－一一根本不可能进
入完全相同的状态．你们永远不会发现两个自旋方向相同的电子在同一个位置上．两个电
子不可能具有相同的动榄和相同的自旋方向．如果它们在同一位置上或具有同样的运动状
态，唯一的可能性是它们必须有相反的自旋． , 

这有些什么后果呢？有许多最引人注目的效应，这些效应部归结为一个事实：即两个费
密粒子不可能同时进一同一状态．实际上，儿乎物质世界的所有特性都和这个奇妙的事实
有关．周期表所表示的变化基本上就是这一法则的结果． , 

当然，我们无法说出如果这个法则发生了变化，世界将要成为什么样子．因为它是僵子
力学的整个结构的一个部分，我们不可能说清楚如果关千费密粒子的法则改变了，还有别的
什么东西会改变．不管怎样，让我们试着看一下，如果只有这个法则改变会发生些什么．首
先，我们可以证明，这样一来所有的原子就会多少有点相同了．我们从氢原子开始吧，它不
会受到明显的影响．构成原子核的质子被球对称的电子云所包围，如陷 4-ll(a)所示．正
如我们在第 2 章中所描述的那样，电子被吸向中心，但测不准关系要求在空间的集中和动量
的集中之间有一个平衡．这个平衡意味着必定存在着某一能量和某种弥散状态的电子分

布，这种分布决定了氢原子的特征线度．
现在假定我们有一带两个单位电荷的原子核，譬如氖原子核．这个原子核要吸引两个

电子，如果电子是玻色子，它们就会一一除了它们之间的排斥作用外－—士尽可能地一齐挤向
原子核．氖原子看上去就会像图 4-11(b)侨画的那样．同样，悝原子具有三个荷电核子，它

A'i, 
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的电子分布如图 4-ll(o) 所示． 各种原子看上去多少是相同的

子核附近的小圆球，没有方向性，也并不复杂．

一个所有电子都处在原

两个电子 二个电子

(a) (b) (c) 

图 4-11 假如电子的行为像玻色子，原子

看上去将会是什么样的

~a) (b) (c) 

图 4-12 实际费密型的自旋为二分之一的电子

所构成的原子组态

然而，由千电子是费密粒子，实际情况就大不相同了．对于氢原子来说，情况基本不变．

唯一的差别是电子具有自旋，这在图 4-12(a) 中用一个小箭头表示．然而就氨原子而言，我

们不能再把两个电子紧靠在一起．不过且慢，这只在两者的自旋相同时才是正确的．如果

两个电子的自旋相反，它们就可以占据同一状态．所以氮原子看上去也没有很大的不同．它
- -_- -

看上去像图 4-12(b)所画的那样．然而对于悝来说，情况就变得完全不同了． 我们可以把

第三个电子放在什么地方呢？第三个电子不能再和另外两个电子紧靠在一起了，因为这一状

态上的两个自旋方向都已被占据了．（你们记得，一个电子或任何一个自旋为 1/2 的粒子只

有两个可能的自旋方向．）第三个电子不能靠近另外两个电子所占据的地方，所以，它只能

在远离原子核的另一个状态中占据一个特殊位置，见图 4-12(0). (这只是一种极其粗说的

说法，因为实际上这三个电子都是全同的．由千我们不能真正区别这个电子和那个吗子，所

以我们的图像只是近似的．）

现在我们可以理解为什么不同的原子具有不同的化学性质．因为悝原子中的第三个电

子离中心较远，相对地说对它的束缚比较松．从悝原子中拿走一个电子比从氮原子中拿走二
个电子来得容易．（实验得到，使氝电离需要 25 伏特，而使悝电离只要 5 伏特．）这就说明了

悝原子的价键的方向性和外层电子的波的图样有关，我们暂时不去讨论它．但是我们已经能

够看出所谓丕相座原理-一一不可能在完全相同的状态（包括自旋）中找到两个电子－—~的重
要性．

不相容原理对大尺度物体的稳定性也起着作用．我们以前曾经说物质中各个原子之所

以不会捐陷是由于测不准关系，但是这不能解释为什么不能随心所欲地把两个氢原子紧紧
挤在一起—一为什么所有的质子不能互相靠得很近，使一大团电子围绕着它们．答案当然

是由于一一大体上处在同一个位置上的电子不可能多于两个一一－这两个电子要具有相反的

自旋，氢原子之间必须保待一定的距离．所以，大尺度的物质的稳定性实际上是电子的费密

子性质的结果．

当然，如果两个原子的外层电子具有相反方向的自旋，它们就能够彼此接近．实际上化
学键正是这祥发生的．结果是，如果两个原子之间有一个电子，则这两个原子一般具有最低

能量．对两个带正电的原子核来说，这时受到的是一种指向中间的电子的静电吸引力．只

要两个电子的自旋相反，就多少可将它们放在两个原子核的中间．最强的化学键就是这样

发生的．没有比这更强的链联了，因为不相容原理不允许在两个原子之间的空间里存在常

两个以上的电子．我们认为氢分子看上去多少有些像图 4-18 所示的那样．
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我们还要讲一个不相容原理的结果．你们记得如果氪原子中的两个电子都靠近原子核，

农须相[

匕一乱．．嘈~ ·-·~· 一.,.~一 ·-、一~~·-~
/ 自旋排成同一方向．但是，这样一来，两个电子就不可能占据空间的

同一状态，其中一个电子必须占据一个不同的几何位置，如图 4-14

阁牛13 氢分子 所示．离原子核较远的那个电子具有较小的结合能． 千是整个原子

的能量就变得相当大．换言之，当两个电子的自旋方向相反时，总的

吸引力要强得多． . 

所以，当两个电子接近时，有一个表观上的、巨大的力试图使自

旋按彼此相反的方向排列，如果两个电子试图进入同一位置，其自旋

就有极其强烈的反向排列倾向．这一试图使两个自旋取向相反的表
观上的力比起电子磁矩之间的微弱的力来要强得多．你们记得，在
我们讲到铁磁性的时候，曾经有过这样一个不可思议的问题，为什么
不同的原子中的电子具有极强的平行排列的倾向．对此虽然还没有

定量的解释，但可认为其中所发生的过程是这样的：原子的内层电子和已经变为在整个晶体
内自由运动的外层电子因不相容原理而相互作用，这个相互作用使得自由电子的自旋和内

层电子的自旋的取向相反．但是只有当所有的内层电子都具有相同的自旋方向时，自由电
子和内层电子的自旋才可能相反，如图 4-15 所示．看来

可能是这样的情况：不相容原理的效应通过自由电子间

接地起作用，引起了在铁磁体中起作用的强烈的排列力．

我们再讲一个受不相容原理影响的例子．我们以前
曾经讲过，中子和质子之间，质子和质子之间、中子和中

图牛15 在铁磁体晶体中可能的机 子之间的核力都是相同的．为什么一个质子和一个中子
理；传导电子反平行于不成 可以粘在一起形成一个尔原子核，而不存在只有两个质

对的内层电子 子或者只有两个中子的原子核呢？事实上，氛原子核大约

受到 2.2 百万电子伏特的能量束缚，然而在一对质子之间却没有相应的束缚以组成原子量
为 2 的氮同位素，这样的核不存在，两个质子的组合不形成束缚态．

这个问题的答案是两个效应的共同结果：第一是由千测不准关系，第二是由千核力对千
自旋比较敏惑这一事实．中子和质子之间的作用力是吸力，而且这种力当它们的自旋相互
平行时比它们的自旋相反时稍微强一些．而这刚好足以发生如下的差异：当中子和质子的

自旋方向互相平行时，才能构成抓原子核；当它们的自旋方向相反时，质子和中子间的引力
不足以使它们束缚在一起．由千中子和质子的自旋都是二分之一，而且在同样的方向上，因

此侃原子核的自旋为 1. 然而我们知道，两个自旋互相平行的质子不可能紧挨在一起． 如

果不是由千不相容原理，两个质子就可以束缚在一起．但是由于自旋方向相同的质子不可

能在同一位置存在，因此 He叮原子核就不存在．两个质子如果其自旋相反就可能聚集在一
起，但没有足够的束缚力以形成稳定的原子核，因为自旋相反时的核力太弱了，不足以把一
对核子束缚在一起． 自旋相反的中子和质子之间的相互吸引力可以从散射实验中观察到．

对两个自旋平行的质子所做的同样的散射实验表明也存在着相应的吸引力．所以不相容原

理解释了为什么氝可以存在而 :S:e.ll 却不能．

图 4-14 一个电子在

高能态的氧

疵
.. 
个、_,..

' 
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§5-1 用斯特恩－革拉赫装置过滤原子

本章我们才真正开始讨论蜇子力学本身一一就是说我们将用完整的量子力学方法来描

述量子力学现象．我们并不想找出最子力学和经典力学之间的联系，也不为此而感到抱歉．

我们要用新的语言来讲述某些新的事物．我们所要描述的特殊问题是自旋为 1 的粒子的所

谓角动量量子化．但是直到后面我们才使用经典力学方面的像“角动量”之类的术语或其他

概念．我们之所以选择这一个特殊的例子是由于它比较简单，虽然可能它并不是最简单的

例子．不过，它也还是相当复杂的，可作为一个范例，经推广后用来描写所有量子力学现象．

因此，我们所处理的虽然只是一个特例，但我们提到的所有定律都可直接推广，我们将作出

这种推广，从而使你们可看到量子力学描述的一般特性．我们从斯特恩－革拉赫实验中一束

原子会分裂成三束这个现象开始讨论．

你们记得，如果有一个带有尖端磁极的磁铁所产生的非均匀的磁场，我们使一束原子射
束穿过这个磁场，粒子束就会分裂成好几束－~其数目取决于原子的种类和它所处的状态．

我们将讨论能分裂成三束的原子，并把这种粒子称做自旋上的粒子．你们可以自己讨论五

束七束、两束等情况-只要把每一个步骤都重复一遍，在得到三项的地方，就得到了五

项、七项、等等．

想像这样的装置，其简图如图 5-l所示．一束原子（或者任何种类的粒子）经过狭缝后

成为准直射束，然后通过非均匀磁场，我们设此射束沿 g 方向运动，磁场和磁场梯度都沿 z

方向．从侧面观察，我们将看到射束竖直地分裂成为三束，如图所示．在磁铁的输出端可以

放置一个小小的计数器，用来计算三束射束中的任意一束的到达率．或者我们也可以挡住两

束射束而只让第三束通过．

霆
－

':I 

1 I vB 
厂；一－原子束 1

--, B v ＇
，
一
． i =-.=.:..-----

--- I --J 

1 

图 5-1 在斯特恩－革拉赫实验中，自旋 l 的 图 5-2 三束射束中的－束被送入第二台

原子分裂成三束射束 同样的装置

假设我们挡住下面两束射束，只让最上面的那一束通过并使它进入第二台同样的斯特

恩－革拉赫装置，如图 5-2 所示．这时将发生什么情况呢？在第二台装置中丕出现三束射束，

而只有最上面的一束射束 1). 如果你认为第二台装置只是第一台装置的延伸，这个结果将

正是你所预期的．那些被向上推的原子在第二台装置中继续被向上推．

于是你们看到，第一台装置产生了一束“纯化的“原子—一在特殊的非均匀磁场中向上

1) 我们假定偏转角非常小．
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弯曲的原子． 进入第一台斯特恩－革拉赫装置的原子有三“种．，，这三种原子采取不同的轨

道．除了其中的一种，其他两种都被滤掉后，我们获得了这样一束射束，它将来在同样的装

置中的行为是沈定的并且是可以预言的．我们称它为滤过射束，或者极化射束，或者已知其

中所有原子都处千某一确定状态的射束．

在下面的讨论中．如果我们考虑经过某些修改的斯特恩－革拉赫型装置，将更为方便．虽

然这种装置初若上去比较复杂但它会使所有论证比较简单．不管怎样，既然这只是“理想

实验飞把仪器弄得复杂一点并不需要花费什么东西．附带提一下，从来没有人用这种方法做

过我们这里所要描写的每一个实验，但是我们从鼠子力学定理可以知道必定会发生些什么

事，当然这些定理是建立在其他类似的

实验基础上的．这些其他的实验在初学

(a) 时比较难以理解，所以我们要叙述一些

理想的一一但却是可能的一—实验．

图 5-3(心是我们想要应用的、“改

装过的斯特恩－革拉赫仪器”的简图，它

包括一串三个高梯度的磁铁，第一个（左

一 (b) 边的）就是通常的斯特恩－革拉，赫磁铁，
B 

它把一束入射的自旋 1 的粒子射束分成

三束．第二个磁铁和第一个磁铁有同样

的截面，但是有第一个的两倍长，并且它

的磁场的极性和第一个磁铁的磁场极性

相反．第二个磁铁把原子磁体推向相反的方向，使其路线向轴线弯曲，如图 5-3(b) 中的轨迹

所示．第三个磁怯和第一个完全一样，它使三束射束重新聚合在一起．从沿着轴线上的出

射孔射出去．最后，我们想像在小孔 A 的前面有某种机构，它能使原子从静止开始运动）而

在出射孔 B 的后面有一个减速机构，它使原子在 B 处回到静止状态．虽然这些并不是必不

可少的，但是这意味着在分析过程中找们可以不必为虑任何像原子出来这样的一些运动效

应，而把注意力集中于只和自旋有关的现象上．“改进“装置的全部目的仅仅在于使所有的

粒子都来到同一地点而且速度为零. z 

现在如果我们要做一个如图 5-2 所示的

实验，我们可以在装置的中央放上一块挡板

以挡住射束中的两束从而获得一束滤过的射
束，如图 5-4 所示．如果我们使这些极化原

子穿过第二台这样的仪器，所有原子都将采

取上面的一条路线．这可以采用将同样的挡

板放在第二个S 过滤器中各射束的通道上，并观察粒子是否通过来证明．
假设我们把第一台装置称做 s. (我们将要考虑各种可能的组合，为使条理清楚需对各

装置配以标记．）我们说在 S 中采取上面一条路线的原子是处在“相对千 S 为正的状态“中，
采取中间一条路线的原子是处千“相对于 S 为零的状态”中，采取下面一条路线的原子是处
在“相对千 s 为负的状态”之中．（用较为常用的语言，我们说角动噩的 z 分量是十1h, 0 和
一 1h, 但是我们现在不用这种语言．）在图 5-4 中，第二台装置的取向和第一台相同，所以经

s 
.N 

s 

N s 
N 

女 B 

2 

g 

4'z 土 二g 

图 5-3 (a)斯特恩－革拉赫装置的一个改装

设想； (b) 自旋 l 的原子的道路

“J 

1 + ，二
--------·-
~、-。......___ ... 

s 
图 5-4 "改进的“斯特恩－革拉赫装置作

为一个过滤器

s 
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第一台装置滤过的原子进入后都将走上面的那条路线．或者如果我们挡住第一台装置中上

面的和下面的射束，而只让零态原子通过，所有滤过的原子都将通过第二台装置中间的那条

路线．如果在第一台装置中，除了最低的那一束射束外，其余两束都被挡住，于是在第二台

装置中只有下面的一束射束．我们可以说，在上述各种情况中，第一台装置产生了一束相对

于 S 而言(+, 0 或一）处于纯粹状态中的滤过射束，我们可以使射束通过第二台装置以检

验其中原子所处的状态．

我们可以这样安排第二台装置，使它只让某种特殊状态的原子通过一一就像第一台装

置那样，在其中放上挡板一—那么我们只要看一看是否有什么东西从远端出来，就可以检验

出入射射束的状态．举例说，如果我们挡住第二台装置中下面的两条路线，结果百分之百的

原子都能通过，但如果我们挡住上面的路线，那么一个原子也通不过．

为使讨论容易起见，我们将发明一种速记符号来表示改进的斯特恩－革拉赫装置．我们

用下面的符号

-J 
(5.1) 

s 
代表一台完整的装置．（这并丕是你们通常所看到的在蜇子力学中用的符号，它是我们为这

一章的方便面发明的，它只是图 5-3 中的装置的速写符号．）因为下面我们想要同时使用好

儿台装置，这些装置有不同的取向，我们就在每一个符号下面写上一个字母以资识别．所

以式 (5.1) 中的符号代表装置 s. 当我们挡住其中的一束或儿束粒子时，我们就用一条垂直

的杠杠来表示哪一束粒子被挡住了，如：

(5.2) 

s 
图 5-5 表示我们将要使用的各种可能的组合．

+ 

0 >= 

O 汪＝

- I! 

。

. ，乡

(a) 

+ 

(c) 

f: >= 

t 
---;::-叶一．, , (!,) 

!ll= n (G) 

图 5-5 斯特恩－革拉赫过滤器的专用速记符号

如果我们接连放置两个过滤器（如图 5-4 所示），我们就将两个符号紧接在一起，像这

样：
+0 

(5.3) 

s s 
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对于这样的装置，通过第一台的各种粒子也都能通过第二台．实际上，即使我们挡住第二台

装置中的“零“和“负＇，通道，从而我们有

。

(5.4) , 
s s 

我们仍旧得到穿过第二台装置的透射粒子为百分之百．另一方面，如果我们有

。

(5.5) , 
s s 

那么远端连一个原子都不会出来．同样，

o I'-~o 
- j 
s s 

(5.6) 

什么都不出来．另一方面，
+0 +0 

(5.7) 

s s 
则等效

. 

s 
现在我们希望用量子力学来描写这些实验．如果原子通过图 5-5(b) 的装置，我们说该

原子处在(+S)态中，如果原子通过(o), 就处在(OS)态中，如果通过(d), 就处在(-S)态庄

我们令(bl心是处于状态＂的原子通过装置后状态变为 b 的巠恩．我们也可以说：＜引心是
连状态＂中的原子凿今状态 b 的振幅．实验(5.4) 给出：

而 (5.5) 给出：

同样，式(5.6) 的结果是：

式 (5.7) 的结果是：

<+S[+S)=1, 

<-SI+沁 =0.

<+SI-S>=O, 

<-SI -S>=l. 

1) 读法：（十S) 一“正 B"; (OS) 一“零 B"; (-8)-"负 B".
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只要我们处理的是“纯粹的“状态一一即我们只打开一条通道—一就有九个这样的振幅，我

们可以把它们列在一张表格里面：

(5.8) 

这九个数字的排列 叫做矩阵

从
+S OS -S 

到 +SI 1 0 0 

OS I o 1 o 
-SI o o 1 

概括了我们以上所述的现象．_-_-_-_-

§5-2 关于滤过原子的实验

现在讨论一个重要的问题：如果使第二台装置倾侧一个角度，因而其电场的轴线不再
和第一台的轴线相平行，这将会发生些什么现象呢？第二台装置不仅可以倾侧，而且还可以

指向另一方向－—－例如可以使射束相对于原来的方向转过 900_ 为方便起见，我们先考虑

一种安排，其中第二个斯特恩－革拉赫实装置绕只曲倾侧一个角度＂，如图 5-6 所示． 我们

称第二台装置为 T, 假定我们现在做下面的实验：
+0 

或者做这样的实验：

s 
+0 

+0 

. J 

11 

T+0-

s 
在这些情况下，从远端出来的是些什么呢？

答案如下：假定原子相对千 S 处在一个．

确定的状态中，它们对于 T 就不是处在这一

状态中一一(+S)态并不就是(+T)态．然

而，发现原子处于(+T)态－－－或者(OT)态，

或者(-T)态，存在一定的振幅．

换言之，尽管我们像已经做过的那样仔

细地查明了所有的原子处在确定状态，但实

际情况却是当原子通过一台倾侧一定角度的装置后，可以说它不得不“重新取向＇，－一－不要

忘记，这个“重新取向“是凭运气的．我们一次只能使一个粒子通过，于是我们只能提出这样

的问题它通过的几率是什么？通过 S 的原子有些将终止于(+T)态，有些将终止于 (OT) 态，
还有一些将终止于(-T)态一一都各有各的可能性． 这种可能性可以由复数振幅绝对值的

平方求得，我们需要的是表示这种振幅的一些数学方法或蜇子力学描述．我们所需要知道

的是像

<-Tl+S> 
之类的各种量，它表示原来在(+S)态的原子进入(-T)态的振幅（除非 T 和 S 平行排列－

T 

; 

1 

9 中
么

“3 

印 5-6 两个串联的斯特恩－革拉赫型的过滤器，

第二台相对第一台倾侧一角度”

. 
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否则这个振幅不等于零）．还有另一些振幅，如

<+TIOS), 或 <OTI -S>, 等等．
事实上有九个这样的振幅一另一个矩阵一一粒子的理论应当告诉我们怎样计算它们．正

如 F=叽G 告诉我们怎样计算一个经典粒子在任何情况下的运动状态一样，量子力学定律

使我们可以决定粒子通过某个装置的振幅．于是，中心问题是要能够——对于任意给定的

倾角＂，实际上就是对于无论什么取向—一求出九个振幅：

<+Tl +S>, <+TIOS> <+TI-S>,
<OTI +S>, <OTIO岛， <OTI -S>, 

<-Tl +S), <-TIOS), <-TI-S>. 
我们已能得出这些振幅之间的一些关系．第一，按照我们的定义，绝对值的平方

l<+Tl+S>I' 
是(+S)态的原子进入(+T)态的几率． 我们经常发现把这个平方数写成下列等效形式更

为方便：

(5.9) 

<+Tl +S><+TI +S兄
用同样的记号，数值

<OTI +S)<OTI +S>· 
是在(+S)态中的原子进入(OT)态的几率，以及

<-Tl +S><-TI +S>暑

是原子进入(-T)态的几率．但是我们的装置做成这样，凡是进入 T 装置的每一个原子一定

在 T 装置的三个状态的是一个状态中被发现一一对于给定的这种原子没有别的地方可去，

所以我们刚才写的三个几率的总和必定等于百分之百．我们得到下面的关系式：

<+Tl +S><+'l'I +S>·+<O'l'I +S)<OTI +S>" 
十<-Tl +S><-TI +S〉骨 =1 (5.10) 

当然，如果从(OS) 或 (-S) 出发，我们可以得到另外两个类似的方程．这些都是我们能够很

容易得到的方程，下面我们将继续讨论另一些普通的问题．

§5-3 串联斯特恩－革拉赫过滤器

这是一个有趣的问题：假设原子经过过滤成为 +S 态，我们使这些原子进入第二个过

滤器使之成为 (OT)态，然后再通过邑二企 +S 过滤器． （我们称这最后一个过滤器为 S',

这样我们就可把它和第一个 8 过滤器相区别．）原子是否还记得它们曾经处在 +S 态中呢？

换句话说，我们做下面的实验
+0 +0- +0 

. (5.11) 

S T S' 

我们想要知道是否所有通过 T 的原子也都通过 S'. 它们并不是如此;, 它们一经被 T 过滤

后，就丝毫丕虽翌在它们进入 T 以前曾经处在 +S 态中．注意， (5.11) 中的第二台 S 装置

的取向和第一台 S 装置的取向完全一样，所以它仍旧是 S 型过滤器．被 S' 过滤后的状态

当然也是(+S), (OS) 和 (-S).

. 
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这里的要点是，一假如 T 过滤器只能通过一束原子，通过第二台 S 过滤器的原子占进入
这一台 S 过滤器原子总数的些鲤只依赖于 T 过滤器，而与在 T 前面是些什么完全无关．相

同的一些原子曾被 S 过滤器分类，这个事实对它们被 T 过滤器再一次分类成为纯粹射束后

的行为丝亳没有影响．此后，它们进入不同状态的几率与进入 T 仪器之前的经历完全无关．
作为一个例子，我们把实验(5.11) 和下面的实验相比较：

o r~o r~o .. 
-IJ l-11 1_11 

(5.12) 

S T S 

其中只有第一个 S 有变化． 设(S 和 T 之间的）角度＂的大小使得在(5.1功实验中通过 T
的原子有三分之一也能通过 S'. 在实验 (5.12) 中，虽然一般说来通过 T 的原子数有所不

同，但其中仍然有同样的一部分一一－
---一二－二一_-_-_-_一＿－＿－二---

二分之－一将通过 S'.

事实上，从以前已学过的东西我们就可证明，「从 T 出来并且通过任一特定 S' 的原子的

比例只取决于 T 和 S' 而与在这以前所发生的任何事情无关． 我们来把实验(5.12) 和

+ll r+ll 「 +Io- o-
。

-I 
. (5.13) 

S T S' 
比较一下，在(5.12) 的实验中，原子从 S 出来并且能通过 T 和 S' 两者的振幅是：

(+SIOT)(OTjOS). 

相应的几率是：

l<+SJOT)<OTJOS)J2= I< +s jOT) 12 J<OT jOS) I 气

实验 (5.13) 的儿率是：

I <OS I OT)<OT I OS汜= l<OSjOT)j2J<OTJOS)I 气

它们的比例是：

(OSIOT平
＜＋趴 OT)l2 • 

它只取决于 T 和 S', 而与 S 所选择的射束是(+S)还是(OS)或是(-S) 亳无关系． （绝对
数随通过 T 的原子数目多少而一起增减．）当然，如果我们比较进入 S' 的正的或负的状态

的儿率，或者求进入零或负的状态的几率的比值，我们会得到同样的结果．

事实上，由于这些比值只取决于被允许通过 T 的是哪一束射束而与第一台 S 过滤器所

作的选择无关，显然，甚至最后的装置不是 S 过滤器我们也会得到同样的结果．如果我们

所用的第三台装置一我们现在称它为 R一对于 T 倾侧一个任意的角度，我们将会发

现，像 l<ORIOT汜II<+趴OT)尸这样的比例不依赖于第一台过滤器 S 中通过的是哪一束

射线．

§5-4 基础态

以上的结果说明了蜇子力学的一条基本原理：任何原子体系可以通过滤将其分解为某

一组所诩的基础态，在任一给定的基础态中，原子未来的行为只依赖于基础态的性质一一而
- - _-_-_-_-_ 
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与其以前的任何历史无关芞当然，基础态取决于所采用的过滤器，例如(+T), (OT) 和

(-T)这三个状态是一组基础态， (+S), (OS)和 (-S)三个状态是另一组基础态． 完全可

以有许多种可能性，每一种都和其他的一样合适．

当我们说正在考虑的是的确能产生“纯粹“射束的优良过滤器时，我们须加小心．如果我

们的斯特恩－革拉赫装置不能把三束射束很好地分开，那么我们就不能用挡板把它们清楚地

分开，这样我们就不可能完全地分出基础态．通过观察射束在另一个同类的过滤器中是否

再进一步分裂，我们就能够确定是否得到了纯粹的基础态．例如，假设我们得到的射束是纯

粹的 (+T)态，那么所有原子都会通过：

T 

而没有原子能通过

T 

也不能通过

. 

T 

我们对基础态的陈述意味着射束有可能被过滤成某种纯粹的状态，以致用同样的仪器不可

能再有进一步的过滤．

我们还必须指出，我们所说的只对颇为理想的情况才严格地正确。在任何实际的斯特

恩－革拉赫装翌中，我们必须考虑狭缝的衍射，这会使某些原子进入对应于别的角度的状态，

或者考虑射束中是否包含不同的内部激发状态的原子，等等．我们已把情况理想化了，因此

我们所谈的只是在磁场中分裂的状态，对于与位置、动蜇、内部激发等有关的事情我们都忽
略了．一般说来，我们还必须考虑对于这些也分类的基础态．但是，为了保持概念简单，我们
只考虑上面所说的包含三个状态的基础组，这对千理想情况的严格处理，已足够了，在这理
想情况中，原子通过仪器时不会被破坏，也不会受到干扰，并且离开装置后就停止下来．
你们会注意到，我们开始理想实验时总是用一台只打开一条通道的过滤器，以使我们从

某一确定的基础态出发之所以这样做是因为从炉子里出来的原子具有各种状态．这些状
态是由炉子中偶然发生的过程随意决定的．（它给出所谓“非极化“射束．）这种无规性包含
了“经典”型的几率一类似于抛掷硬币一一而与我们现在所讨论的量子力学几率不同．处

理非极化的射束会使我们陷入更为复杂的情况，我们最好是避开它，一直到我们了解了极化

射束的行为以后．所以现在不去考虑如果第一台装置可以让一束以上的射束通过时会发生

I) 我们并不打算让＇，基凶态“这个词含有比这里所说的更多的任何意思．无论如何不能认为它们具有“基本的“意

思．我们是以描写状态基础这个想法来应用基础这个词的，有点像人们所说的“以十为聂线的巠旦＇，这种意思．



第 5章自旋 55 

些什么．（在本章的末了我们会告诉你们怎样处理这类情况．）

我们现在回过来看一看，当从一台过滤器的一个基础态变为另一台不同的过滤器的一

个基础态时，会发生些什么？假如我们还是从

+ I f + I 
o· 

. 
S T 

出发．从 T 出射的原子是处于基础态(OT), 这些原子巳忘记了它们曾经处于(+S)态中．有

人会说，原子被 T 过滤时，“失去“关于以前状态(+S) 的信息，因为当我们在装置 T 中把原

子分解成三束时，我们“扰乱了“它们．但这是不正确的．关于过去的信息并不是由千将原

子生堡成三束而失去的，而是由于放进去的垫巠一一这一点我们从下面的一组实验可以看

出．

我们从 +S 过滤器出发，并认为从这个过滤器出射的原子数为 N. 如果在它的后面放

置一个 OT 过滤器，从这后一过滤器出射的原子数目是原来的原子数的一部分，令其为 aN.

如果我们再放上一个 +S 过滤器，只有这些原子中的一部分 B可以从远端出射． 我们可用

下列方式来表示这一过程：

(5.14) 

S T S' 

如果第三台装置 S' 选择另一个不同的状态，譬如说(OS)态，出射原子的比例就不同了，譬如

这个比数是于）．我们有：

r;,~~~ 勹1:三匡 (5.15) 

一 II•-IJ l-L . 
S T S 

现在假定我们重复这两个实验，不过把 T 的所有挡板都去掉． 于是我们得到引人注意的结

呆如下： +ulS lj. 
N-

A

已

+0-T 

V  ̀

NT 
+S 

-•J 
。一~0
- I l - I 

N (5.16) 

, 

。 • (5.17) 

. 
S T S' 

在第一种情况下，所有的原子都能通过 S', 可是在第二种情况下，一个原子坚塾直通过！这
是量子力学的主要定律之一．自然界按照这种方式行动并不是自明的，但是从我们的理想

1) 用以前的符号来表示：＂一 I (OT/ +B>I~, p一 l(+SjOT) 凡以及于一 j{OSjOT) 凸
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实验所得到的结果相当于从无数实验中观察到的量子力学行为．

§5-5 干涉的振幅

从实验(5.15)变到实验 (5.17)一一－打开更多的通道一怎么会通过的原子反而更少了

呢？这是抵子力学的一个很老而又探奥的问题一一振幅的干涉．它和我们在最初的电子双

缝干涉实验中所观察到的现象属于同一类．在那里，我们曾经看到：到达某些地点的电子在

两个狭缝都打开时可以比只打开一个狭缝时少．在定蜇上是这样处理的，我们可以把原子

通过 (6.17) 装置中 T 和 S' 的振幅写成三个振幅之和，每一个振幅相当于 T 中的一束射束，

其总和等于零：

<OSI +T><+Tl+S>-只OSIOT><OTI +S>+<OSI -T><-TI +S)=O. (5.18) 
这三个振幅没有一个等于零一一例如，第二个振幅的绝对值的平方等于瓦，见实验(5.15)

可是三项的总和为零．如果把 S' 安装成选择 (-S)态，我们会得到同样的结果．然而，

在(5.16) 的装置中，答案就不同了． 如果令＂为通过 T 和 S' 的振幅，则在此情况下，我们

有芞

a=(+SI +T><+TI +S>+<+SIOT)(OTI +S> 
十<+SI-T><-TI +S)=1. (5.19) 

伍实验(5.16) 中，一射束被分解又被重新组合，打碎的蛋又复原了，关于原来(+S)态

的信息仍被保留下来一—就像 T 仪器完全不存在一样． 无论把什么接在“敞开的,, T 装置

后面都是这个样子． 我们可以在它后面接一个 R 过滤器一一别的倾角的过滤器一一－或者

其他任何东西，答案总是与原子从第一台 S 过滤器直接过来一样．

这是一个重要的原理：一个挡板敞开的 T 过滤器一一或者任何一种过滤器一—根本没

有任何区别．我们还要附加一个条件．敞开的过滤器不仅能够让三束射束都通过，而且不

致产生对于三束射束不相等的扰动．例如，不能使一束射束近旁有很强的电场而在另一束

附近却没有．理由是：即使这个额外的扰动仍旧让所有的原子都通过过滤器，但它可以改变

某些振幅的位相，那么干涉将发生变化，式(5.18) 和 (5.19) 中的振幅也会不同．我们将始终

假设没有这类额外的扰动．

让我们用改进的符号把式(5.18) 和 (5.19) 重写一下．用 i 代表三个状态(+T) 、 (OT)

和 (-T) 中的任一个，于是方程式就可以写成：
~<OSli,><心1 +S>=O (5.20) 
，计仁

,.
:!,,Ir 

以及

~<+Sl0><0I +S>=l. 
1/r,tii 

(5. 21) 

同样地，对于用完全任意的过滤器 R 代替 S 的实验，我们有：
+0 +0 

(5.22) . 
s 一）

'1' R 

1) 实际上，从这个实验我们并不能推断出 a一1, 只能断定 jaj2一I,ffl以 a 可能等于 e生但可以证明，如果选泽 S
一0 实际上并不失去普遍性．
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其结果总是和 T 仪器被省去时一样，只有
-+ 

。

+0 

. 
s R 

寄

或者，用数学公式表示，

~<+R 妢＜心 I +S>=<+R/ +S). (5.23) 
所有｀

这是一个基本定律，并且只要 6 代表任何过滤器的三个基础态，它便是普遍正确的．

你们要注意，在实验 (5.22) 中， S 和 R 与 T 并没有特殊的关系．而且，不论它们选择的

是什么态，论证都是同祥的．为了把这个方程写成普遍的形式，不必涉及 S 和 R所选择的

特定的状态，我们称 cp ("phi")为第一个过滤器所准备的状态（在我们特定的例子中是 +s

态），认“吐沪）是最后一个过滤器所检验的状态（在我们的例子中是十R). 于是我们可把基

本定律式(5.23) 用下面的形式来表述：

<xlcf>>=~ 吝＜凇叩>, (5.24) 

其中曰遍及于某一特定过滤器的三个基础态．

我们要再次强调基础态的意义． 它们与可以用一台斯特恩－革拉赫装置选择的三个状

态一样．基础态的一个条件是如果有了一个基础态，那么未来就不取决于过去．另一个条

件是，假如有了一组完全的基础态，式 (5.24)对于任何一组初态心和末态 x 都是正确的．然

而，基础态组并丕座唯一的．我们是从考虑对于特定的装置 T 的基础态开始的． 如果考虑

对于 S 或对千 R 等 1) 装置的竺二塑基础态也同样有效． 我们通常说“在某个表象中的“基

础杏．

在任一特定表象中的一组基础态的另一个条件是：它们都是完全不相同的．这意思是

悦：如果原子在(T)态它就不会有进入(OT)或 (-T)态的振幅． 如果我们用仁和 j 来代表

特定的一组基础态中的两个基础态，当 i 和 j 不相等时从(5.8)有关的讨论中可以得到的普

遍规律是：

. 炉妢=0.

当然，我们知道：

通常将这两个方程写成：

＜心 l妢 =1.

勺 Ii;,>= 加 (5.25)

其中加("克罗内克符号")是一个符号，当釭才时，它定义为零，当妒寸时则定义为 1.

式 (5.25)并非与我们所讲过的其他的定律和独立，我们现在对于寻找这样一个数学问

题，即可把所有的定律作为其推论的最少的一组独立的公理，并没有特殊的兴趣 2). 只要我

们有一组完全的无明显矛盾的基础态，我们就感到满意了．然而我们可证明：式(5.25) 和

(5.24)不是互相独立的．我们令(5.24) 的中表示与 6 同一组基础态中的一个基础态，譬如

1) 事实上，对于有三个或更多基菲态的原子体系来说，还存在着另外的一些过滤器一和斯特恩－革拉赫装置完

全不同的一一可以用它们来选择更多的基础态组（每一组都有同样的状态数）．

2) 过多的真理不会迷惑我们1
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说第 j 个基础态，那么我们就得到：

奴l1)=~<x 忖＞匐j).

但是式(5.25)告诉我们，除非 ti,=j, 否则<iii>等千零．所以求和变成只有<xlJ1一项，于是

我们得到一个恒等式，这就证明了两个定律不是互相独立的．

我们可看出，如果式(5.10)和 (5.24)都是正确的话，振幅之间必定还有另外一个关系．

式(5.10)为

<+Tl +S><+TI +s〉骨十 <OTI +S><OTI +S>*+<-Tl +S><-TI +S>"=1.
如果式(5.24) 中的中和 x 都是 c +s)态，那么其左边就是<+SI +S>, 显然它等于 1, 于是我

们再一次得到式(5.19),

奸Sl+T><+TI+沁+<+SIOT)(OTI + S>+<+SI-T><-TI +吟一1.
只有满足下列方程式时，上面两个式子才是一致的（对千装置 T 和 S 的所有相对取向）

<+Sl+T>=<+Tl+S兄
(+S匡黔 =<OT[ +S兄

<+SI-T>=<-四 +S兄

由此，对于任意的状态心和兀： , 

＜心 lx>=<xl 中＞骨. (5.26) 
假如这个式子不正确，几率就不会“守恒＂，粒子就会“丢失,,• 

在继续讨论之前，我们把有关振幅的三条重要的普遍定律总结一下，这就是式(5.24),
(5.25) 和 (5.26):

, 
I 

II 
<jli>加，＇

如心＝所圣＜吵<ii 少＞， (5.27) 

III <申 lx>=<xlc/>只
在这些方程式里 6 和 j 代表某一表象的所有基础态，而伞和 x 代表原子的任何可能状态．必

须注意， II 只对遍及体系的所有基础态（在我们的情况中是三个： +T, OT, -T)求和时才
成立．关于怎样选择我们的基础态组的各个基础态，以上这些定律一点也没有谈到．我们从

应用装置 T 开始，这是一个有某种任意取向的斯特恩－革拉赫实验装置，但任意别的取向＇

譬如 W, 也同样适用．我们也可把另一组不同的状态作为 i, 和;, 而所有的定律仍然适用
基础态组的选择并不是唯一的．量子力学的主要策略之一就是利用事物都可以用一种

以上的方法来计算这个事实．

§5-G 量子力学的处理方法

我们来证明为什么这些定律是有用的．假设我们有一个处于给定状态中的原子（这就是

说该原子是以某种方法制备的），我们想要知道它在某个实验中的行为．换句话说，开始时
原子处于状态中中，我们想知道该原子通过只能在一定条件 z 下接受原子的装置的可能性．
量子力学定律表朗，我们可以用三个复数<xl0>完全地描写仪器，这三个复数就是各个基础

态在状态 x中的振幅，而且如果我们用三个数字＜心 1 少＞（即分别在三个基础态的每一个态中

找到初始状态原子的振幅）来描写原子的状态，我们就能说出，该原子被放进装置后会发生

些什么变化．这是一个重要的概念．
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我们来考虑另一个例子．考虑下面这个问题：我们从一台装置 S 开始，接着放上一个

复杂的装置，我们称它为 A, 后面再接上一台装置 R-一就像这样：

r + l r.A.1 I; if (5.28) 

, IJ CJ ,-1 
S R 

A 指的是任何斯特恩－革拉赫装置的复杂组合，其中有挡板或半挡板，具有特定倾角的取向，

额外的电场和磁场，…儿乎有你想要放进去的任何东西．（做理想实验是很有利的一不必

费心去真正建立这样一台装置！）于是我们的问题是：进入 A 的一个(+S)态粒子从 A 出来

时处于(OR)态（因此它能通过最后的那个 R 过滤器）的振幅是什么？对千这样的振幅，有一

个正式的符号，它就是：

(ORI.Al +S). 

它照例从右读到左（像希伯来文 [Hebrew] 那样）：

＜终结！经过｀开始＞．

只是一条打开的通道——于是我们写成

(ORl1I +B>=<ORI +S>, (5.29) 

这两个符号是等效的．对于更为一般的问题，我们可以用一般的起始状态中代替(+S), 以

及用一般的终了状态 x 代替 (OR), 我们想要知道振幅

<xi.Al 心．
对于装置 A的完整的分析将必定给出对每一对初态心和终态 z 的振幅<xi.Al伞＞一一共有无
穷多个组合！怎样才能对装置 A 的行为作出一个简明的描述呢？我们可以采用下面的方法，

设总把(5.18) 的装置仪器改为：

如果 A 偶然不起任何作用

+0 

A 

+0 +0-

(5.30) 

S T T R 

实际上根本没有改，因为完全开放的装置 T不起任何作用．但是它能启发我们如何来分析

这个问题。原子从 S 进入 T 的 d 状态有一组振幅<ri,J+S). 于是有另一组的状态 i, (对于

T)进入 A 而以状态 j(对于 T)出来的振幅．最后，有一个每一 j 态通过最后一个过滤器成
为(OR)态的振幅．对于每一条可能的路径，有一振幅，其形式为

<OR[j><J凶 i,邓l+S>,
总振幅为从各种可能的心和 i 的组合所得出的各项之和．我们所要求的振幅就是：

~<ORI分勺 IA 沁＜心 I +S>. (5.31) 

如果(OR)和(+S)用一般的状态 x 和申来代替，我们可得到同祥类型的表达式，于是我们得

到普遍的结果：
如A凇=~炉j><j j.A 忮＞＜引妗. . (5.32) 

江怠式 (5.32) 的右边实际上比左边简单．这里装置 A 完全可以用鸟个数字<ii.A 书＞
描述，这九个数宇表示 A 对装置 T的三个基态的响应．只要我们知道这九个数字，并且把
入射和出射状态中和 x 分别用进入三个基础态或以三个基态出来的三个振幅来予以定义，
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我们就能够处理任何两个入射和出射状态心和 x. 实验结果可以用式(5.32)来预言．

这就是对于自旋 1 的粒子的量子力学处理方法机理．每一个垫坴可以用三个数字来描

写，这三个数是处千某一组选定的基础态中的每一基础态的振幅．每一装置可以用九个数

字来描写，这九个数字是装置中从一个基础态进入另一个基础态的振幅．任何结论都可以

从这些数宇计算出来．

描写仪器的九个数字常常写成方阵的形式一叫做矩阵<jlAli沁

从

+ 0 -

到+ I<+ IAI +> <+ IAIO> <+·IA!-> 
0 I <OIAI +> (O!AIO> <OIAI -> I (5.33) 

一， <-!Al+> <- IAIO> <- !Al-> 
量子力学的数学只是这个概念的推广．我们将给出一个简单的例证．假设有一台我们

要进行分析的装置 O一一就是说我们要计算各个勺 !Oli). 例如我们想要知道在像下面这

样的实验里发生些什么：
+0 

a 
I I 

-I 
(5.34) 

S R 
但是后来我们注意到 0是由 A 和 B 两台装置串联组成－—－粒子先通过 A 然后通过 B

所以我们可以用符号写出

{0}={.A}• 扭}. (5.35) 

我们可以把装置 O 叫做 A 和 B 的“乘积＂． 我们还要假设已经知道怎样来分析这两个部

分，所以我们可以写出 A 和 B(对于 T)的矩阵．这样，我们的问题就解决了．对于任何入

射和出射状态，我们很容易求出

我们首先写下
句01妢

<xlOI 中＞一 ~<xlBlk><klAI 妗．
IC 

你们看得出这样写的理由吗？（提示：设想在 A 和 B 之间放进一个装置 T.)如果我们考虑
一个特殊情况，中和 x 也是(T 的）基础态，譬如说是心和 j, 我们得到

勺 IO[ti,)=~<jlBlk><»IAli>.

这个方程式给出以装置 A 和 B 的矩阵表示的“乘积“装置 O 的矩阵．数学家们把新的矩阵
<JIOl,j, 〉一由两个矩阵勺 IB心和勺 I.A.Iii,>按照式(5.36)所表示的方式求和得出的一一称
为两个矩阵 A 和 B 的“乘积“矩阵 BA. (注意：次序很重要， AB丰BA.) 因此，我们可以

说：两台串接的装置的矩阵等于这两台装置的矩阵的矩阵乘积（把塑二亘装置放在乘积的右
边）．知道矩阵代数的每一个人都懂得这就是式(5.36).

(5.36) 

§5-7 变换到不同的基

我们要提出有关计算时所用的基础态的最后一个问题．假定我们已经选用某一特定的
基一一譬如说 S 基一一而另一个人决定采用不同的基一一譬如说 T 基一一进行同一计算．
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为明确起见，把我们所用的基础态称做(iS)态，其中妒＝十， o, 一． 同样我们可以称他所用
的基础态为(jT). 怎样把我们的工作和他的工作进行比较呢？任何测量结果的最后答案应

该相同，但是在计算过程中所用的各个振幅和矩阵却是不同的，两者的关系是怎样的呢？如

果大家都从同祥的初态中出发，；我们将用三个振幅<iS[伞＞来描写它，这个式子表示中在 S

表象中分解为基础态，而他却用振幅<jlTI 申>来描写它，这表示中分解为 T 表象的基础态．

怎样证朗大家所描写的都是同一状态申呢？我们可以应用式(5.27)的普遍定律 II 来证明．

用他的一个状态悝来代替 X, 我们得到：

<j如中）=~<邪 liS)<iSI 中>. (5.37) 

为了把两个表象联系起来，我们只要给出矩阵<jT 恀岛的九个复数．千是用这个矩阵就可

以把他的所有方程式转换为我们所用的形式．它告诉我们怎么从一组基础态变换为另一组

基础态．（因这个理由， <i如 i的有时称为“从 S表象到 T表象的变换矩阵＂．好长的名词！）
对于自旋 1 的粒子的情形，我们只有三个基础态，（对于更高的自旋，就有更多的基础

态），其数学情况和我们在矢量代数中所见过的很相似． 每一个矢散可以用三个数来表示
一一沿 w,y 和 Z 轴的分帮．这就是说每一个矢蜇可以分解为三个“基础＂矢琶，这些“基础”

. 矢量是沿着三个坐标轴的矢量．但是假如另一人选择另一组坐标系—一a;'、 '!I' 和礼他就将
用三个不同的数字来代表同一矢量，他的计算看上去和我们的不同，但最后的结果将是一
样的．我们以前已经考虑过这个问题并且知道从一组坐标到另一组坐标的矢量变换法则．
你们或许希望通过某个例子来看一看量子力学变换是怎样进行的，所以我们在这里对

两个过滤器 S 和 T 的各个特殊的相对取向写出（不予证明）自旋 1 的粒子的振幅从 S 表象

变换到另一 T 表象的变换矩阵．（我们将在下一章告诉你们如何导出这个结果．）
塑扩装置和S装置的 g 轴（粒子沿此轴运动）重合，但 T 装置绕着这个共同

的 g 轴转过一个角度＂（如图 5-6),(说得明确一些，固定在 T 装置上的一组坐标轴幻＇、矿、z'

和固定在 S 装置上的坐标幻、g、g 的关系为： z'=zoosa+z sin 也幻＇＝幻oosa-zsina, y'=y), 
那么，变换振幅是：

1 
＜＋四 +S〉-一 (l+cos 吩，

2 

(OTl+S>==..:....志sina,
1 

＜－如 +S)=-(1-cos吟，
心 2

<+TIOS>=+志sina: J 

＜叨 [OS) =COBOi' 

1 <-TIOS)= ----=sina:, 
✓ 2 

1 
<+TI-S>=一(1-cos 吩，2 

1 
<o如－沁＝十~sina:,

1 
(-TI-B)=-(l+co妞）．

2 

(5.38) 
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第二种情况： T 装置和 S 装置有同一 2 轴，但 T 装置绕 z 轴转过角度 /3. (坐标变换为：
z'-=z, a;'=zcos{3+ysin{3, y'=yoos{3-zsinf3.)于是，变换振幅为：

' 

! 

<+Tl +S)~e+1气

<OT!OS)=1, 
<-TI-S)=e-1a, 

所有其他的 =0.

注意，T 的任何转动都可以由上述两种转动合成，

假定状态伞由三个数定义：

O+=<+S[rf>>, 0。 =<OS,I rp>, 0_=(-SI~ 伈，
从 T 的观点来看，上述状态可用另外三个数来表示：

(5.39) 

(5.40) 

O~=<+TI 中>, O~=<OTlcf>>, 0'...=<-TI 少>, . (5.41) 
那么，式(5.38) 或 (5.39)的系数<jTliS>给出 o, 和 o: 的变换关系．换言之， O; 很像一个矢

. 量的分量，从 S 和 T 的观点来看，这些分量是不同的．
坚区对于自旋 1 的粒子一因为它需要三个振幅一—与矢最的对应才非常密切．在各

种情况下都有随坐标的改变以某种确定方式变换的三个数字．实际上，存在着一组基础态
其变换与一个矢惜的三个分量完全相似．下列三个组合

。,.=-一CO++O_), 011=一CO++O_), . 0,=0。 (5.42)
✓ 2 

变换到o~.(笃和 0~ 的方式与幻， '!I:z 变换到叫， y', z' 的方式完全一样．［你们可以用变换定律
(5.38)和(5.39)来检验一下．］现在你们可以看出，为什么自旋 1 的粒子常常叫做“矢量粒子．＂

§-s-s 其他惰况

我们在一开始就指出，对千自旋 1 的粒子的讨论是所有量子力学问题的典型．只要改
变状态的数目就可使讨论普遍化．在任一特殊情况中可以包括几个基础态而不只是三个基
础态“．我们的基本定律式(5.27)具有完全相同的形式一—只是心和 j 要理解为遍及于所
有几个基础态．任何现象都可以这样来分析：求出它出发时在每一基础态的振幅以及终止
于另一基础态的振幅，然后对整个基础态组求和．任何适当的基珀态组都可以采用．如果

有人愿意用另外的一组也同样合适．两个基础态组可用九行九列的变换矩阵相联系，关于
这种变换，我们以后还有更多的东西要讲．

最后，我们有可能来谈论一下怎样处理下述情况，如果原子直接来自炉中，经过某台装

置，譬如说 A, 然后用选择状态门的过滤器对之进行分析．你们不知道开始时原子所处的状
态伞是什么．也许最好目前不要把精力花费在这个问题上面，而是集中在从纯粹状态出发

的问题上．但是，如果你们坚持要知道的话，下面就是这个问题的处理方法．
首先，你们必须能对从炉子里出来的原子的状态分布方式作出某些合理的猜测．例如，

假使炉子没有任何的“特殊性”，你们可以合理地猜想原子离开炉子时“取向“是混乱的．按

照量子力学，这就相当于说你们关于原子状态一点也不了解．只可以说有三分之一的原子
在(+S)态，三分之一在(OS)态． 还有三分之一在(-S)态．对于(+S)态的原子，通过整

个装置的振幅是 l<xlAI +S> I, 通过的几率就是 !<xi.Al +S>l2, 另外两个状态也与之类似．

1) i缸础态的数目几可以是而且通常是无穷的．



第 5章自旋

于是总几率等于：

1 百飞凶+S平＋奇 I <x I A I OS) I 2 +奇 l<xl.A.1-B>I 气

63 

为什么我们用 S 而不用 T 呢？不可思议的是，对于初始分解，无论我们选取什么基础态组，

答案都是一样的一只要我们所处理的情况是完全的无规取向．对于任何 X, 下式总是成
立的：

~I <x I 0S> l 2 =~I <x ljT) I 气, 
（我们把它留给你们自己去证明．），

忐在
(-S) 中，这就丕正确了，这种说法意味着可能存在着某种干涉． 情况只是你们不知道初态

是什么，你们不得不根据几率认为体系在开始的时候处于各种可能的初始状态，然后对各种
可能性取加权平均．

, 

个
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§6-1 变换振幅

在上一章上，我们用自旋 1 的体系作为例子，将量子力学的普遍原理概括如下：
任何状态中都可按这个状态在一组基础态的各个态中的振幅来描述．

一般说来，从任意一个状态过渡到另一个状态的振幅可写成许多乘积的总和，每一个乘
积为从初态进入基础态的振幅乘以从该基础态进入到终态的振幅，求和包括每个基础态的

项：

<xi 吟＝军<xl妗妓 1 妗. (6.1) 

基础态是相互正交的－一－一个基础态在另一个基础态中的振幅等于零：

＜心 1分＝如 (6.2)

从一个状态过渡到另一个状态的振幅等于其逆过程的振幅的复共辄：

<xi 中>·=<中 Ix>. (6.3) 

我们还讨论了一下状态可以有不止一个这一事实，而且我们可以用式 (6.1)从一个基变

换到另一个基．例如，假定在基础体系 S 的每一个基础态中发现状态山的振幅是<iS 忳＞，但

是后来我们决定宁愿用另一组基础态，詈如说用属了基础 T 的一状态 j 来表示这个状态．

在一般公式(6.1) 中，我们用 jT 代替 X, 从而得到下面的公式：

＜亚 1 中>=~勺iT 凇＞＜仿S 吩. (6 .4) 

状态中在基础态(jT) 中的振幅通过一组系数<jTli沁和中在基础态 (iS) 中的振幅相联系．

假如有 N个基础态，那么就有 Nll 个这样的系数． 这一组系数常常被祁为＂丛叉婓塾型竺
表象的变换矩阵＂．这看上去在数学上是很棘手的，但是只要稍微改变一下名称，我们就可
以看到它实际上并非如此之难．如果我们令 a, 为状态中在基础态岱中的振幅－一－即 0,=

<iS吩一一并令 O项是对于基础休系 T 的相应的振幅－即 0仁勺加 iJ,>, 于是式(6.4)可

以写成：

Oj=~Ri101, (6.5) 
` 

式中凡与勺如iS>表示同一组系数． 每一个振幅 O尸i于振幅 0, 乘以对应的系数 R11后

对所有 i 求和．这和矢量从一个坐标系到另一坐标系的变换有同样的形式．

为了避免过分抽象，我们曾对自旋 1 的情况举过若干这些系数的例子，使你们能领会在
实际估况中怎样腔用它们．在另一方面，录子力学中有一件极其美妙的事一一从存在着三
个状态这一事实以及转动时的空间对称性出发，这些系数可以纯粹用抽象推理来找出．在
此初期阶段就给你们讲解这样的论证有其不利之处，在我们“脚踏实地”之前，你们又陷入了

另一个抽象问题之中．然而，这是如此之美妙，不管怎样我们还是谈一谈吧．

1) 本章是比较长且抽象的一个旁枝，这里并不引进在以后各空中也不再以其他的方式引进的任何新概念．所以
你们完全可以跳过这一章，如果感兴趣的话，以后再回过来读它．

I 
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在本章里，我们将向你们说明，对于自旋一的粒子，怎样求出它的变换系数．我们选择
1 2 

自旋一的情况而不选择自旋 1 的情况是由千前者比较容易．我们的问题是，对于斯特恩－
2 

革拉赫装翌中分裂为两束的粒子－—调曰2体系，确定它的系数 R1-;. 我们要用纯粹的推理
加上一些假设一一推导出从一个表象到另一个表象的所有变换系数． 为了进行“纯粹

的推理，有些假设常常是必要的．虽然这个论证是抽象的，而且比较复杂，但是所得到的,.· 

结果叙述起来却比较简单并且容易理解一—而结果是最重要的事情．如果你们愿意，可以

把这当作一种文化游览．实际上我们是这样安排的，凡是在这一章里得到的重要结果在以

后的几章中如果需要的话会用另外的方法导出．所以你们不必担心如果把这一章完全略去

或留到以后某个时刻再来学习，会使你们学习釐子力学时乱了头绪．我们是在这个意义上

说这是文化游览的：即试图表明量子力学原理不仅有趣，而且如此深刻，只要再加上关千空

间结构的少数几个假设，我们就能导出物理体系的许许多多性质．同时知道撮子力学的不

同结论来自何处是重要的，因为只要我们的物理定律是不完全的一—正如我们知道它们确

是如此——弄清哪些地方理论和实验不一致，哪些地方是我们的逻辑最好之处或是最褶之

处，是很有趣的．直到现在为止，看来我们的逻辑最抽象的地方总是给出正确的结果一它

和实验一致．只有当我们试图提出基本粒子内部机理和它们相互作用的特殊模型时，我们

才找不到和实验符合的理论．下面要讲的理论无论在什么地方受到检验时，都和实验符合

对于奇异粒子以及对于电子、质子等等都如此．

在我们继续讲下去之前，先谈一个令人烦恼但却很有趣的问题：不可能唯一地确定系数

凡，因为几率振幅始终具有某种任意性．假定你们有一组任何种类的振幅，譬如说是通过

所有不同的路径到达某一地点的振幅，如果在每一个振幅上乘以同样的位相因子一例如
61a一一你们就得到另一组和原来的一组同样好的振幅． 所以对于任何给定的问题中，如果

你愿意的话，可以任意改变所有振幅的位相．

假定你们写下几串振幅之和，譬如说是(A+B+O+…），并取其绝对值的平方以计算
某个几率．可是另外的某一个人应用振幅之和 (A'+B'+O'…）并取其绝对值的平方以计算
同一事物的几率．如果除了因子．护之外，所有各个 A'.. B'、 O'…与 A、 B、a... 都相等，那么
两者取绝对值平方所得出的几率将完全相等，因为此时(A+B+d…)等于护(.A'+B'+O'
+···). 例如，假定我们要用式(6.1)计算某个东西，但是，我们突然改变了某个基本体系的
所有位相．每一个振幅＜引伈将要乘以同样的因子 e'a. 同样，振幅＜引分也要改变护，但是

振幅＜“书＞＜是振幅引分的共辄复数，所以， <xi 心改变因子矿记．指数上正的和负的妢相消，
千是我们就得到和以前同样的表式．所以这是一个普通的法则．如果对于一个给定基础休
系，我们使所有的振幅改变同一个位相一一或者甚至在任意问题中我们只改变所有振幅的
位相一—这不会影响结杲．所以在我们的变换矩阵中有着某种选择位相的自由．我们常常
要作这种任意的选择——通常按照一般应用中的习惯来作出选择．

': . 

§6-2 变换到转动坐标系

我们再来考虑上一章曾描写过的“改进的“斯特恩－革拉赫装置．一束自旋一的粒子从
2 

左边进入装置，一般说来它会分裂成两束，如图 6-1 所示．（对于自胧 1就有三束．）和以前

, 
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一样，两束粒子要重新会聚，除非其中一束被插在中间的＂挡板”挡住．在图上我们画一个箭
头，它表示磁场大小的增加方向一—譬如说指向有尖端的磁极．我们用这个箭头来表示任

-.·. 

一特定装置的“向上“坐标轴．它相对于装置是固定的，当我们同时使用几台装置时，可以用

这个箭头表示各装置的相对取向．我们还假设每一个磁铁中的磁场方向总是与此箭头一

致．

我们说：在“上面”射束中的原子是处于对芒些笆匣宣堕（十）的状态中，在“下面”射束中

的原子是处于（－）的状态中．（对于自旋一的粒子没有“零＂状态．）
2 

侧视图
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图 6-1 有自旋1/2的粒子束通过“改进的“斯持

恩－革拉赫仪器的页视图和侧视图
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图 6---2 两个等效的实验

现在我们把两台改进的斯特恩－革拉赫装置串接起来，如图 6-2(a,)所示．第一台装置

称为 S, 我们可以用挡住其中的这一束或那一束射束的方法来制备纯粹的(+S)或纯粹的

(-S)状态，［图上所示为制备纯粹的(+S)态．］对于每一种情况，从 S 出射的粒子都有一

定的振幅处于第二台装置中的(+T)射束或(-T)射束． 实际上，共有四个振幅：从(+S)
到(+T),(+S)到(-T), (-S)到 (+T), 以及(-S)到 (-T)的振幅．这些振幅就是从 S

表象到 T 表象的变换矩阵Bii 的四个系数． 我们可认为：第一台装置”制备”在某一个表象
中的特定状态，而第二台装置按照第二个表象来“分析”上面得到的状态．于是，我们要解答
的问题是：假定处于给定状态一一譬如说(+S)态—一的原子是用挡住 S 装置中某一射束
的方法制备的，那么该原子通过调节成（譬如说） (-T)态的第二个装置 T 的机会是多少？当

然，其结呆将取决于 S 和 T 这两个系统间的角度．
我们应当解释一下：为什么我们能够希望用演绎法来求出系数 B,.. 你们知道很难相信

如果一个粒子原来的自旋沿 +z 方向排列，以后会有机会发现其自旋指向＋＂方向一一或

者另一个完全任意的方向．实际上，这虽是几乎不可能的，但并不是完全不可能．它几乎不

可能，所以只有一种方法可使上述情况发生，这就是我们可以找到这唯一的方法的理由．
·--------------. _-_-_-_-_-_. 

我们可以作出的第一个论证是：假定我们有如图 6-2(a,) 中的那样一个设备，其中有两

台装置 S 和 T,T 对千 S 向上翘起一个角度＂，我们只让（十）射束通过 S 而让(-)射束通
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过 T. 我们将对粒子从 S 出来后通过 T 的几率观察到某一数值．现在假定我们用图 6-2(b)

的装置进行另一测量 S 和 T 的担甡取向不变，但整个系统放在空间另一个角度的位置
上． 我们需要俚岂：关于对处于 S 的一个纯粹状态中的粒子进入 T 的某一特定状态的几

率，这两个实验给出同样的数值换言之，我们假设这种类型的任何实验的结果都是相同的

物理意义是相同的－~（你们会说：“显然如此．“不，
-.-.·-~--. 令-·~

它是一个假设，只当它符合实际悄况时才能认为它是“正确的＂．）这意味着系数 R1心只依赖

于 S 和 T 在空间的相互关系而不依赖千 S 和 T 在空间的绝对位置．换一种说法'Ril 只依

赖千将 S 带至 T 的铨堕3 因为图 6-2(a)和 6-2(b)的相同之处显然是将装置 S 带至装置 T
的兰维转动，当变换矩阵凡只依赖于转动时，这里的情形就是如此，它被称做且翌巠腔．
为下一步的讨论，我们还需要再有一点资料．假定我们加上第三台装置，我们称它为

'U, 它以任意的角度接在T的后面，如图 6-3(a). (初看起来这很讨厌，但这正是抽象思维有
趣的之处－－你们只要用划线的办法就可进行最不可思议的实验！）现在要问， S今T今U 的
变换是什么？我们实际上要求的是，当我们已知从 S到 T 和从 T 到 U 的变换时，从 S 的某

一个状态到 U 某一个状态的振幅．我们接着要问的是 T 的两个通道都打开的实验，我们可
连续两次运用式 (6.5)来求出答案．从 S 表象到 T 表象，我们有：

0仁心扭矿0,, (6.6) 

式中，我们在 R 上加上上标T8 是为了和 T 到 U 的系数 R叮相区别．
_ __ , 
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(a) • (b) 

图 6-3 如果 T"敞开", (b)和 (a) 等效

假设处千 U 表象中基础态的振幅为 OZ, 我们可再一次运用式(6.5)把它和 T 振幅联系

起来；我们得到：

0%=~ 耽『o~., (6.7) 

将式(6.6)和式 (6.7)结合起来，

(6.7), 我们得到：

就得到直接从 S 到 U 的变换．把式 (6.6) 的 a, 代入式

由于 t 在 R旷中不出现，我们可把对门的求和符号放到前面来，并把上式写成：

a仁=~丑：工团:so,. 
'` 

(6.8) 

oi=~~ 珀『R招so,.
`' 

(6.9~ 

这就是双重变换的公式：

可是，注意，只要所有 T 中的射束都没有被挡住，从 T 出射的粒子的状态和进入 T 时

的状态是相同的．我们也可直接从 S 表象变换到 U 表象．这应和直接把装置 U 接在 S后



88 费曼物理学讲义（第三卷）

面是一样的，如图 6-3(b). 在这个情况下，我们可以写出：

a仁=~R/:;80,,

. 

, 

(6.:1:0) 

式中R阴属千此变换的系数．显然，式(6.9) 和(6.10)应该给出同一个振幅 0%, 并且不管给

我们振幅 a, 的初态中是什么，这个结果都应该正确，所以，下式必定成立：

R贤=~R旷R俨. (6. 卫）

换言之，如果参考基础的任意转动 S-+U 可以看作由连续两个转动 S-+'J.' 和 T-+U 组成，转
动矩阵 R贤可以按照式(6.11) 由两次部分转动的矩阵求得．如果你们愿意，你们可以直接
从式(6.1)求出式(6.11), 因为它只是<1cu I iS> = <1cu I iT><iT I eS>的不同记法而已芩

为彻底起见，我们应加上下面的附注．不过，它们并非十分重要的，如果你们愿意的话可以略去它直接
阅读下一节．我们上面所讲的东西不是十分正确的．我们不能真正地说式(6.9)和式(6.10)必须给出严格
相同的振幅．只是在也壅意义上应该相同，所有的振幅可以相差某个共同的位相因子 e'H 而并不改变关于
真实世界的任何计算结果．所以，代替式(6.11), 我们真正能够说的是：

e'~R贤=~R旰砑f, (6.12) 

其中 8 是某个实数常数．这个额外的因子 e•c 的意义当然是：如果我们采用矩阵 Rus, 由此求得的所有振
幅与从两次转动 RUT 和 RTS所得到的振幅都差同样的位相因子 e臼d)• 我们知道如果所有的振幅都改变同
样的位相是无关紧要的，所以只要我们愿意，完全可\、J忽略这个位相因子．然而，可以证明，假如我们用特
定的方法来定义转动矩阵，这个额外的位相因子就永远不会出现－—－式(6.12)中的 8 永远等于零．虽然这
对于我们以后的论证并不重要，但我们可以用关于行列式的数学定理来很快地证明一下．［如果你们对行
列式知道得不多，可以不必为此证明烦恼而直接跳到式(6.15)的定义．］

第一，我们应该说明式(6.11)是两个矩阵的“乘积＂的数学定义．（说成"Rus 是 RUT 和 RTS 的乘积“更

简便一些．）第二，有一个数学定理—一对于这里的两行两列矩阵你们自己能够很容易证明它—一这个定
理说：两个矩阵的“乘积＂的行列式等千它们的行列式的乘积．把这个定理应用于式(6.12), 我们得到

产(DetRU8) = (DetRUT) (DetRT8) (6.13) 

（我们省略了下标，因为它们并不告诉我们任何有用的东西．）是的， 25 是正确的．要记住我们所处理的是
两行两列的矩阵；矩阵 B贤中的每一项都乘上产，所以行列式中的每一个乘积一一它有两个因子它一一都
要乘上 e2id• 现在取式(6.13) 的平方根，并用它来除式(6.12), 我们得到

,;>TS 
(6.14) 

R贤 R肝
J 六'~"" = 吝J

.L勺 i

n .. t R,fJT~1 n,,t R,TS • 

额外的位相因子不见了．

现在已清楚，假如我们要使任意给定的表象中的所有振幅都归一化（你们还记得，归一化的意思是三

伽 i〉 (i吩 =1), 转动矩阵就都有纯粹虚数指数，就像产，这样的行列式．（我们不去证明它，你们将会看
到，它们总是这样的.)所以，只要我们愿意，我们可以这样来进行选择，使得我们的转动矩阵 R 具有满足
DetR=l 的唯一的位祖具体的做法是这样的，假设我们以某种任意的方式求出转动矩阵 R, 作为一条把
它“变换“到“标准形式”的规则，我们定义 < ' • • 

R标准＝
R 

J芦·
(6.15) 

因为我们可在R的每一项上乘以相同的位相因子以得到我们所要的位相，所以我们可以这样做．下面我们
总是假定我们的矩阵是“标准形式气于是我们可以运用式(6.11)而不需要有任何额外的位相因子．

心'
~ 乓~

§S-3 绕 Z 轴的转动

我们现在准备找出两个不同表象之间的变换矩阵．有了转动合成的法则以及空间没有

特殊方向的假设，我们就有了求出任意转动矩阵的钥匙．解答只有一个，我们从对应于绕g
----_-_一---

. 
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轴转动的变换开始．假设我们两台装置 S 和 T, 串联安放在一直线上，其轴平行，指向从图

面穿出，如图 6-4(a)所示．我们取此方向为＂亿轴＇＼ 确实，若射束在 S 装置中向“上“（向着

十名），那么在 T 装置中也将如此．同样，如果射束在 S 装置中向下，它在 T 装置也将向下．

假定 T 装置被放在另一个角度上，但其轴仍旧平行于 S 的轴，如图 6--4(b). 根据直觉你们

会说在 8 中的（十）射束到达 T 中仍旧是（＋）射束，因为 S 和 T 的磁场和磁场梯度仍旧在

同样的方向上．这是很正确的．同样 S 中的（一）射束在 T 中仍旧是（一）射束． 对于 T 在

S 的叩平面中的任意取向都可得出同样的结果．关于 O~=<+T/if,), 0'-=<-T 博＞以及

。十六+S悼), 0_=<-S忳＞之间的关系，上面的结论可以告诉我们些什么呢？你们也许会

得出这样的结论： 绕基础态“参考系" z 轴的任意转动使射束“向上”或“向下”的振幅 O+ 仍

和先前一样．我们可以写出： 0~=0十以及0'-=0_-但这是不正确的． 我们所能作出的

结论只是经过这样的转动之后，在 S 装置中和 T 装置中处于“向上“射束的几率相同，即：

IO~l=IO十！和 i O'- / = IO - I . 
我们不能认为，对于图 6--4:(a;) 和 (b) 中 T 装置的两个不同取向，有关 T 装置的饭幅的世想

不会不同．

y 
磁场梯度

又；

仁一、｝肛(~
`、,J I 
一_____ .,, '、一一一一一一 J', 8 T 

T
!」

．
工

`.11111j. 

, 

1 

、
(JP-

勹
二
尸

-- -j--} 

＇
、
、
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尸

, 

图 6-4 绕 2 轴转动 goo ,, 

图 6--4 的 (a) 和 (b) 中的两个装置实际上是不一样的，我们可以由下述方法看出这一点．

假定我们把一台产生纯粹（＋吩态的装置放在 S 的前面. (a; 轴指向图的下端．）这些粒子

在 S 中会分裂成（十z)和（一分射束，但是这两束射束在 S 的出口 P1 处重新结合得到（＋吩

态．在 T 中又发生同样的过程．假如在 T 后面接着放上第三台装置 u, 它的轴沿着（＋吩

方向，如图 6-o(a)所示，所有的粒子都将进入 U 的（十）射束中．现在把 T 和 U二起转过
90° 到达图 6-o(b)所示的位置，设想一下将会发生些什么．同样，从 T 仪器出射的状态就

是进入 T 仪器的状态，所以进入 U 的粒子是处在对于 S 为（十幻）的状态．但是现在的 U 是

分析对千 S 为(+11)的状态，这是不同的状态．（根据对称性，我们将预期只有一半粒子通

过．）
什么因素变了呢？装置 T 和 U 相互仍处在相同的瘦理关系中． 仅是因为 T和 U 处在

另一个不同的方向上能使堑理塞各改变吗？我们原来的假设是物理意义不应改变．答案只
能是这样，对于 T 的振幅在图 6-5 的两种情况下是不同的一一所以在图 6-4 的两种情况下
也是不同的．粒子必定有某种方法知道它在 P1 点拐了一个弯．怎么会知道呢？我们已确定

的是 Oi 和 O红的大小在这两种情况中是相同的，但是它们可能一一事实上，坐里一一具有
不同的世想．我们得出结论， o仁和也必定由下列关系联系起来：

. 0~=沪O心
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图 6-5 处于（十吩态的粒子在 (a)和 (b) 中有不同的行为

O'一和 a_ 必定由下列关系联系起来：
a_=e叹工，

其中入和µ是实数，它们必定以某种方式与 S 和 T之间的角度相联系．
目前我们关千入和µ,可以说的仅仅是它们一定不相等．［除了图 6-5(心所表示的特殊

情况，这时 T 和 S 有相同的取向．］我们曾看到，所有的振幅同时改变相同的位相时不会有
什么物理后果．由千同一理由，我们总可以在入和µ上加上同样的任意数值而不改变任何

东西．所以我们可以这祥淕登入和µ,,使其分别等于某一数的正负值，即我们总可以取：

入＇入
(11,-叩） , （入十沁

= --丁， µ, ==µ, 一一丁·

于是 ' 

入＇一令－告-µ,'.
所以为了方便屯我们取µ,-一入于是我们得到参考装置绕 g 轴转动某一角度的普遍法

则，其变换是
O'+~ 矿｀入0+11 01-=e-• 立. (6.16) 

振幅的绝对值不变，只是位相不同．这些位相因子造成了图 6-5 中两个实验的不同结果．
现在我们想要知道联系入和 S 与 T 之间角度的定律． 我们已经知道一种特殊情况的

答案．如果角度为零，贝几也为零．现在我们堡世，当 S 和 T 之间的角度心（见图 6--4)趋近
于零时，相移入是心的连续函数一一这仅仅是看上去合理的．换言之，如果将T从通过 S 的
直线转过很小的角度 6, 这时入也是一个很小的数量，譬如说等于呢，叽是某一个数，因为
我们可以证明入必正比于 E, 所以我们可以这样写．假定我们在 T后面放上另一台装置 T'~
它和 T 成角度 E, 因而就和 S 成角度 2e. 于是对于 T, 我们得到＄

O'+=e1AO十I

1) 从另一个角度来看，我们只是用式(6.15)把变换纳入 §6--2 所描写的“标准形式＇，中．
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对千 T', 我们有：

O': 长＝沪0~=61.2入。+•

但是我们知道，如果我们把 T' 直接接在 S 后面，我们应当得到同样的结果．这样，角度加

倍位相也加倍．显然我们可以把这一论证推广，并且完全可以通过一系列无限小的转动以

构成任意的转动．戎们得到结论：对于廷粱的角度少，入正比十这个角度．因此我们可以写

成炉＝叨中．

于是，我们得到的一般结果是：当 T 绕 z 轴对于 S 转过角度中时，
O~=e叩O+, O_=e-im1>0_, (6.17) 

对于角度申以及我们将要讲到的所有转动，我们采用标准的约定：正的转动是对于参考轴正
- _-_-_ 

方向的互斐旋转，正的中表示向正 z 方向前进的右手螺旋的转动．

我们现在要求出恼应当等于多少？首先，我们可以试一下这一论证：假定 T 转过 360°,

显然它正好回到原来零度的位置，我们应当有 0~=0十以及 0'_=0_,或者和这相同的式子：

e沺妇=1. 我们得到叨=1. 这个论证是错误的！为了看出这是错误的，我们来考虑 T 转过

180° 的情况。假如叨等千 1,我们有饥＝泸O+ = -0+, O'_ =e-• 气1_= -0 __然而，这恰好

又是垦憩状态，堕主振幅都正好乘上 -1, 于是它回复为原始的物理体系．（这又是一个共
同位相变化的情况．）这意味着如果图 6-5(b) 中 T 和 S 间的角度增加到 180°1 这个系统

（对千 T)就和 oo 的情形不可区分，粒子重又通过 U 装置的（十）状态．尽管在 180°1 但U装

置的（十）态是原来 S 装置的（一吩态，因而（十幻）态就变成（一吩态．但是，我们并没有愍覂
原始状态，这个答案是错误的．我们不能令彻=1.

我们具有的情况必须是转动 360°, 并且没有比~§Qo_]更小的角度能够再得到同样的物

理状态．如果叨一告就可以满足这个条件．这样，只有这样，再得到同样的塑翌状态的第
一个角度是中=360°1) 它给出：

饥=-0+0'._=-0_} 绕 z 轴转 360°. (6 .18) 

如果你们使装置转过 360°, 你将得到新的振幅，这是非常奇怪的说法．然而这实在不是什

么新东西，因为共同改变符号并没有给出任何不同的物理状态．假定另外某一个人决定改

变所有振幅的符号，因为他认为他已经把装置转过了 360°, 这完全正确，他仍得到同样的物

理状态“．于是，我们的最后答案是：如果我们已经知道自旋一的粒子对于参考系 S 的振2 

幅乙和 o_, 然后我们应用对于 T 的基础系统 (T 为将S 绕名轴转动申所得出的），用旧的

振幅表示的新振幅为：
O~=e;¢120+ 

0巨e-•<b/2Q_
｝绕 g 转动中．

§6-4 绕 g 轴转动 180° 和 90°

(6.19) 

下面，我们要求T 对于 S 绕垂直于 z 轴的某一个轴一一譬如说 g 轴一一转动 180° 的-_-_-__ -_ -__ 

1) 看来m---也行．然而，我们从(6.17) 中看到，符号的改变只是重新规定自旋向上的粒子的符号而已．
2 

2) 同样，假如某一物体经过一系列微小转动后，其净效果正如回到原来的取向，如果你们巳掌握了它的整个历史
就可以定义它转动了 360° 一以区别于净转动为零．（非常有趣的是，对于 720° 的净转动这是不正确的．＇）

"" 



72 费曼物理学讲义（第三卷）

变换关系．（在图 6-1 中我们已规定了坐标轴．）换言之，我们从两个全同的斯特恩－革拉赫设

备开始，其中第二台装置 T 对千第一台 S来说是“上下倒置”的，如图 6--6. 现在设想粒子像

,-------~ 一个小小的磁偶极子，处在（十的态的一个粒子—一

1 三 它在第一台装置中走上面的通道一—在第二台装咒
I 、-- I i -------------- I l. ______ .J l. 

z S X 
－－－－－－－」 中也走上面的通道，所以它对千 T 来说是在“负的＂

状态中．（在倒放的 T 装置中，场和它的梯度的方向

都是倒转的．对千一个带有一定方向磁矩的粒子来

图 6-6 绕＂轴转动 1so0 说，力是不变的）． 不管怎样，对于 S 来说是“向上“

的，对于 T 而言就是“向下”的．那么，对于 S 和 T 这样一些相对位置，我们认为变换必须给
出

,-------..., 
I -、、 I

t 

U
>

/ 0~/ = 10 - I , IO'._ / = / 0 + / . 

和以前一样，我们不能排除某个附加的位相因子，（对丁绕 g 轴 180° 的旋转，）我们可以有
O'. 十一泸0一 和 01-=e叹J+ (6.20) 

其中 B 和 7仍然是要求的．

绕 g 轴旋转 360° 又是怎样的情况呢？我们已经知道绕 z 轴旋转 360° 的答案—一在各
个状态中的振幅都改变符号． 随便绕哪一个坐标轴旋转 360° 仍旧回到原来位置． 对于绕
廷堂轴旋转 360° 的结果必定和绕 z 轴旋转 360° 的结果相同—一所有的振幅仅仅改变符

号．现在我们想像绕 g 轴的两次连续旋转一一运用公式(6.20)-—－我们应当得到式(6.18)
的结果，换言之，

0~= 0il30'_ = 01130双九 =-0+

以及

这两个式子意味着：

(6.21) 
0'!...=泸0~=护萨o_= -o __ 

e1lle17= -1 或护= -e-111. 

所以，绕g 轴旋转 180° 的变换就可以写成

0~=e1110_, 0'....=-e-1110+, . (6.22) 

上面的论证同样适用于绕叩平面中的任意轴旋转 180°, 当然 B 的数值是不同的．然而，
这也是它们唯一可以不同之处. fJ 取什么数值具有一定的任意性，但是对千叩平面上的一
个旋转轴，这个数值一经确定以后，对于同一平面上其他任意的旋转轴的数值也就确定了．
捏上对于绕 g 轴旋转 180° 选取 /3=0.

为了证明我们可以作这样的选择．我们假定绕 g 轴旋转时B不等千零．那么我们可以
证明：在叩平面上有另外的某一个轴，绕这一个轴旋转时，相应的位相因子将等于零．图

6-7(a)上表示一个和 g 轴成＂角的轴 A, 我们求对千 A 轴的位相因子队．（为了清楚起
见，图上所画的＂是一个负数，但这是无关紧要的．）假定开始的时候 T 装置和 S 装置在一
直线上，然后 T装置绕 A 轴旋轴 180°, 旋转以后 T 装置的三个坐标轴一一我们用叫I~y" 和

i' 来标记一一表示在图 e-:.1ca) 中．于是，对千 T 的振幅是：
0~=6中o_, 0':.= -eill .. O七 (6.23) 

我们可以通过图上(b)和(o)所表示的两次连续转动，使装置转到同样的方向上．第一，我们

想像装置 U 对于装置 S 绕 g 轴旋转 180°, 图 6-7(b) 中叱矿和£'表示 U 的坐标轴．对千
----气
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图 6-7 绕 A轴旋转 180° 等效千先绕 g 轴旋轴 180° 再绕 rl 轴旋转

(c) 

U 的振幅由 (6·.22) 给出．

现在注意，我们可以通过绕 U 装置的 z 轴旋转，即绕 2 轴旋转，从 U 到达 T, 如图 6-7

(c)所示．你们从图上可以看到，绕 z 轴所需要转动的角度为＂的两倍，但是方向相反（对于

z' 而言）．应用式(6.19) 的变换，令申=-2a, 我们得到

01:+.=e一位a~, O".. = e+•"O'-. (6.24) 

结合式(6.24) 和(6.22), 我们得到：

O牛= e1<1J-aJO _, O" = - e刁(/3-a)。+• (6.25) 

这些振幅当然一定和我们在 (6.23) 中得到的相同．所以队与＂及 B必定以下式相联系：

队=/3-a. (6.26) 

这个式子意味着当 A 轴和(S 的）g 轴之间的夹角等于B 时，绕 A 轴旋转 180° 的变换将具
有比=0.

只要垂直于 2 轴的某个轴，具有 f)=O, 我们就可把它选作 g 轴．这纯粹是习惯的问题，

在普通的情况中我们就采用它．我们的结果是：对于绕g 轴作 180° 的旋转，我们有

0~=0_ 
O'. 一一一0十｝绕 g 轴旋转180°. (6.27) 

当考虑 g 轴时，我们接着来求绕 g 轴转 90° 的变换矩阵．因为我们知道绕同一个轴接
连两次旋转 90° 等于旋转 180°, 所以可求出这一变换矩阵．我们从把对 90° 的变换写成最

普遍的形式开始：
O~-a0++b07, 已一忒伈+dO_

绕同一个轴的第二次 90° 旋转将具有同样的系数：
O'-仁心~+bO'...., O~=cO~+dO仁．

把式(6.28) 和(6.29)结合起来得到：
O'仁= a(aO + + bO.:..) +b(cO+ +dO_), 

O'!.. = c(aO + + bO_) +d(cO + +dO_). 

然而，从式(6.27)我们知道：

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

所以，我们必定有：

0午=o_, P~= -.o心
, 

必+bd=l, . . . 
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矿+bo=O,

ao+cd= -1, 

be+护 =0.

(6.31) 

从这四个方程式足以确定所有的未知数 a, b, c 和 d. 这是不难做到的．考察第二个和第

四个方程式，由之推得 all=护，这意味着 a=d, 或者 a=-d. 但是 a=-d 要去掉，因为如果

这个关系成立的话第一个方程式就不正确了，，所以 a=a. 利用这一关系式我们立即可以得
到 b=1/2a 以及 c= 一1/2a. 现在我们把各个未知数用”表示．譬如，把第二个方程式全

部用”表示：

况
1 

-= 
4吠

0 或 a4=-1 
4. 

这个方程式有四个不同的解，但其中只有两个给出行列式的标准值．我们可以取“一
1/✓2; 于是 1)

a=l/忑， b=1/✓了，

c=-1/立， d=1/✓工

换言之，对于两台装置 S 和 T,T 对 S 绕 g 轴旋转 goo, 变换式为：

o~=+ca卫－）

O'. 一气了~C-O++O_)

绕 g 轴旋转 goo. (6.82) 

当然，我们可以从这些方程式解出 O+ 和 o_, 这就给出绕 g 轴转动负 goo 的变换．交
换＂撇”号，将得出结论

1 a~=-=CO+-O_) 
,J2 

. 1 
01-=--::;r;(O+ +0_) 

绕 g 轴旋转 -90°.

§6-5 绕尤轴的转动

(6.33) 

你们可能会想：”这样越来越可笑．接下来他们将做些什么？绕 g 轴旋转 47勹然后绕匀
轴旋转郘°等，一直这样求下去吗？”不，我们就要结束了．只用两个我们已经求出的变换

绕 y 轴旋转 900_ 以及绕 2 轴转任意的角度（如果你还记得，我们在一开始就已经把它

算出来了）一一我们就完全可以形成任意的转动．

作为一个例证，我们讨论绕＂轴旋转角度＂．我们知道如何处理绕 z 轴旋转角度＂，但

是我们现在要的是绕＂轴旋转．怎样求呢？第一步，把 2 轴转到力的位置——这就是图 6-8

所示的绕g 轴旋转 90°, 然后绕 z' 转过角度＂．然后绕沪旋转 -90°. 三次旋转的净效果

和绕＂轴旋转＂角度是相同的．这是空间的特性．
（这些组合的旋转事实以及它们产生的结果很难直观地体会．这是比较陌生的，因为我

们生活在三维空间中，这样转一转，那样转一转后发生些什么，对我们来说是很难领会的．假

如我们是鱼或者是鸟，真正体会过在空中翻斛斗时发生些什么，或许我们就比较容易理解这

些东西．）

1) 另一个解改变 a, b, c 和 d 的所有符号，它相当于一270° 的旋转．
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II. 

云

y , 
勹一阮 - 

'J 

蠡
一

\ \ 

_ 石, _ 下甘 _ 
--- v"' 一嘈

．彝·

,, .. , 
a\ 

\r:• 

(a)• (b) (c) 

图 e-s 绕 m 轴旋转＂等效于： (a)绕 g旋转 +9o0,接着 (b)绕JI 旋轴 a,接着(c)绕炉旋转一沁·

不管怎样，现在让我们应用已知的结论来求出绕幻轴旋转＂的变换关系．第一步绕 '!I
轴旋转 +90气振幅按照式(6.32)改变．我们把旋转后的坐标轴叫做叭矿和 z', 第二步绕
z' 转动角度＂，我们就得到坐标系 iv" 、 il'、护，对此：

O'七 =e位／气a~~O'!_=e一位/20'.一·

最后一次绕 g 轴的 _900 旋转使我们得到动＇、y'"、 z'", 由式 (6.33)

01!;. =__!_(0'~-0'~). 0".!.=上(O'~+O'仁）．
、12 ✓ 2

把上面这两个变换式结合起来，我们得到：
1 

0'!/.=-=(6也120~-6玉/20'_),
.../,2 

0'!!.=上(e+la/立+e一位l20'_)•
,.,/.;: 

应用对于也和 O'一的方程式(6 .32), 我们得到完整的变换：

O"./. 号{6十亿／如+0_)-e玉/2(-妇位）｝

1 0'!!.=-{e十亿12(0++0_)+e玉/.11(-0++0_)}
2 

利用： 泸+e屯=2cos0, 和 e;e_e刁'=2钰in 0, 

可把上面的公式写成比较简单的形式，千是得到：

O'!/. = (cos~)o+ +i(sin 生）0_1 
，绕＂轴旋转 a.

O竺 =i(sin 今）0++(四奇）o_ 

这就是绕仍轴旋转任意角度＂的变换，它比其他的变换只是稍微复杂一点. 7 
二---

', 

§6-6 任意的旋转

现在我们可看出对千完全任意的角度应怎样进行变换．首先，我们知道，两个坐标系之

间的任意相对取向可用图 6-9所示的三个角度来描写．假定我们有一组对于 a,..,'Y和 z 而言
具有完全任意取向的坐标系吐矿和吐我们可用三个欧勒角a, j. 义 7 来描写这两个坐标系
之间的关系．欧勒角规定了从坐标系"、g、g 变为坐标系 g;'、 y'... z' 的三次连续转动．从气从
研始，我们把坐标绕 z 轴转过角度 /3, iii 轴转到扛线气，然后绕这临时的幻轴旋转＂，把 Z
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转至 z', 最后，绕新的 2 轴（即约旋转角度 "Y, 就使＂轴变为叫， g 轴变为 y'l)• 我们已经知道

这三次旋转的每一次旋转的变换关系一一它们由式(6.19) 和(6.34)所给出．以适当的顺序
把它们结合起来，我们得到： . 

o~-oos 旦 eHH切）120卢isin 竺 e-1<11分/2
i 2 

a ~ 

0上 =i,sin 旦 el(/3-r)/.90++cos 竺 6刁(13切）/2 
~2 

o __ (6.35) 

所以仅仅从关于空间性质的某些假设出发，我们就

导出了完全任意的旋转的变换关系式．这就意味着，如果

1 
我们知道了处于任一状态的自旋一的粒子进入坐标为

2 

气g、 z 的斯特恩－革拉赫装置 S的两束射束的振幅，我们

就可以算出这种粒子进入坐标为 a;'、 y'、 z' 的装置 T 中某
1 一射束的粒子比数．换言之，假如我们已经知道自旋-:-

的粒子的状态也它们在生从 2 坐标系中相对千 g 轴向
民 t,-9 任意坐杅系 x',y'、z' 相

对于另一坐标系气y、g 的取 “上“和向“下＇，的振幅是 0+=久+I 中＞和 0_=(-1妗，我

向可以用欧勒角"、P、丫 们也就知道了相对于另一任意坐标系幻＇、矿、 z' 的 z' 轴，
来规定 向“上“和 lkJ'下”的振幅．方程式(6.35) 中四个系数是“变

1 
换矩阵”中的项，有了它们，就可把自旋一的粒子的振幅投影到另一任意的坐标系中．

2 

现在举几个例子来说明怎样进行这种变换．我们来讨论下面这个简单的问题．将一个

1 
自旋一的原子放入只能透过（十z)态的斯特恩－革拉赫装置中．这个原子进人（＋吩态的振

• 
矿
I
I
I
I
I
'
J
q

幅是什么？＋＂轴与系统绕 g轴旋转 90° 后的 +z' 轴相同．对这个问题，用式(6.32)最为简

单一一虽然你们也可应用式(6.35)这个完整的方程式．因为 0+=1, a一 =0, 我们得到 a~-
. 1/✓ 了．几率就等于这些振幅的绝对值的平方，从而粒子有 50% 的机会通过选择（＋吩态
的装置．如果我们间的是（－吩态，振幅就是一1/,.fi, 它仍旧给出几率为 1/2一正如

忭们从空间的对称性所预期的．所以，如果粒子处于（十分态，它有同样的可能性进入（＋吩
态和（－吩态，只不过位相是相反的．

对千 'Y 轴也不会有歧视，在(+妢态中的粒子进入（十吩或进入（＿妢的机会是即对

50, 然而，在这种情况下（应用绕＂轴旋转 -90° 的公式），振幅为1/✓了和一;ii✓了，两个
振幅的位相差为 90°, 这和（＋＂）和(-m)位相差为 180° 不同．事实上，幻和 g 之间的区别就
这样显示出来了．

1 
作为最后一个例子，假定已知在状态山中的自旋一的粒子是对于某个轴 A"向上“极化

2 

的. .A轴由图仁功中的 0和中决定．我们要求出粒子对于 g 轴“向上＂的振幅«九 1妗和

对于 z"向下＂的振幅 <O-lifi>. 我们可以这样来求这两个振幅：设想 A是一个坐标系的名

轴，这个坐标系的＂轴指向随便哪一个方向一一譬如 A 和 z 组成的平面上，然后可以通过

1) 稍微花一点功夫你们就可以召出，通过下述绕原来的坐标轴的三次旋转也能够把巴g、g 变换为 4、'!1、旷：＠绕.-. 
原来的 g 轴旋转角度 "I; ® 绕原来的少轴旋转角度丐＠绕原来的 g 轴旋转角度 /J.
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三次旋转使 A 的坐标系和生g、 g 重合．首先，绕 A 轴旋转一句/2, 于是＂轴落到图上的直

线 B 上，然后绕直线 B(坐标系 A 的新的＂轴）旋转 0 使 A 和 g 轴重合，最后，绕 z 轴旋转

角度（叮2-心）．记住，我们只有对于 A 为（＋）的状态，我们得到
。0+=00B 一 6一i,f,/JI o_ . 。

=Sin-6 ＋付/.ll

2'~: 
(6;36) 

最后，我们将以表格形式总结一下本章的结果，这对我们以

后的工作是有用的．首先要提醒你们，式(6.35) 中的最后结果

可以用另外的符号来表示．注意式(6.35)和(6.4)是一回事．这

就是说，式(6.35) 中的系数 O十一<+S博＞和 0_=(-S悼＞就

是(6.4)式中的振幅勺Tl0S〉—一处于S的江恣中的粒子进入 T
的 j 态的振幅(T 相对于 S 的取向由 a,/4人7 表示）．在式 (6.6)
中我们也把它叫做 R贷． （我们的符号太多了！）例如， R凹－
＜－如＋岛就是在 O'一的公式中乙的系数，即住in (a/2) 
eiCll--y)/20 因此，我们把结杲总结在表 6-1 中．

将某些已经求出的简单特殊情况的振幅列出来，在使用时
往往十分方便．令凡（心）代表绕4 轴转过角度中的旋转．它也 图 6-10 由极角 0 和
可以代表相应的旋转矩阵（略去下标 d 和 j, 这很容易理解）．按 中定义的 A 轴
照同样的精神，凡（中）和凡（中）分别代表绕＂轴和绕 g 轴旋转角度心． 在表 6-2 中我们写
出矩阵一一振幅＜肛 Ii岛的表一一这些是从 S 坐标系投影到 T 坐标系的矩阵元，T 是从 S
经过指定的旋转得到的．

A3i g 

B 中

, 

g 

表 6-1

由图 6-9 的欧勒角 a:、8 、1 所决定的旋转的振幅 (jT/iS〉

沁i(a:、 B、 'Y)

勺TliB> +s , -S 

cos!!-.. e叱l+'!')/2 isin 旦 8-;cs-,.)/2+T , 
2 2 

~, 

-T i sin a: e<Cfl:-'Yl/ .. 2 cos 旦 e寸(/3切）/2 

. " , , ·-. ' I, °;3 , .'·I , ;l . 
配俨' • 

, .. . . 

哀 6-2
. 

绕 g 轴，立轴或 g 轴转过角度中的旋铭丑（中）的振福(jTjiS〉

且，（中） 比（中） 构（中）
.. ;! 

勺叮岱〉 +s -S +s -S +s -8 
' 

+x e•¢/2 。 cos幻2 i sin<j,/2 cos 少/2 血 <f,/2
, 

-T 。 e寸心/2 isinef,/2 cos rp/2 -sin 幻/2 C氓 <f,/2

, 

• ' 



7 
振幅对时间的相依关系

§7-l 静止的原子；定态

我们现在要谈一些几率幅随时间的变化关系，之所以讲“一些“，是因为时间方面的实际
行为必然涉及到空间行为．因此，如果我们正确地．详尽地处理这个问题，我们立刻就碰上
最复杂的情况． 我们总是处于这种困境，究竟是选用一种逻辑上严密然而颇为抽象的方式

来处理某事，还是迭用一种全然不严格，然而能使人对真实情况获得某种概念的方式来处理
某事一—将更仔细的讨论留到以后去．就能量相关性而言，我们将采用第二种做法，我们将
作出一系列陈述．这时并不去追求严密，而只是把业已发现的事实告诉你们，使你们对振幅

作为时间的函数的特性有所“感受“．当我们继续讲下去时，描述的精确性将逐渐增加，所以

不要感到不安，似乎我们在凭空捏造．当然，它是完全凭空的－一一凭实验以及人类想像之

空．但是重温历史的发展要花费太多时间，所以我们必须从其中某阶段开始．我们可以埋
首于抽象方式，面推导出一切事情－—－然而这一来你们不会理解它们一一或者，也可以诉诸

于大量实验来证实这个论述，我们选取了介于上述两者之间的做法．
虚空空间中只有一个电子时，在一定条件下，它可以有确定的能量．例如，假使它静止

（所以它不作平动，也就没有动量，或者动能），它就具有静止能量．像原子这样较复杂的粒

子在静止时也可以有确定的能量，但它也可能由千内部激发而处在另一个能级．（我们将在
以后叙述其中机理．）我们常常可以把处在激发态的原子看作具有确定的能量，但这实际上
只是近似正确而已．原子不会永远留在激发态上，因为它会通过和电磁场相互作用而释放

能量．所以就有着产生新状态的振幅，在这个新状态中，原子处在较低的激发态，而电磁场 · 

则处在较高的激发态．系统的总能扯前后不变，但座工的能量减少了．所以，受激原子具有

皿能量这种说法是不精确的，不过这样说常常是方便的，而且并不十分错误．
（附带提一下，为什么原子这样变化而不那样变化？为什么原子辐射出光来？答案必定与

嫡有关． 当能量处在电磁场中时，这些能量有如此多的存在方式一一有如此多的地方供它

徘徊，如果我们寻求平衡条件的话，我们发现最可几的情况是电磁场受光子激发，原子则去

激发．光子回来，并且与原子碰撞使之回复原来的状态需要极长时间，这与以下这个经典问

题非常类似：为什么加速电荷会辐射？这并不意味着它“希望“丢失能量，因为实际上当它辐

射时，世界的总能量依然与辐射前一样．辐射或吸收沿着塑增加的方向进行．）

原子核也可处于不同能级，在不计电磁效应的近似下，我们可以说处于受激态的原子核

停留在该状态．虽然我们知道它不会永远停留在该状态，但是，从一种多少理想化了的而又

便于思考的近似情况着手往往是有用的．在一定的情况下这种近似时常也是合理的．（当我

们最初介绍落体的经典定律时，并没有把摩擦考虑进去，但几乎从未有过一点摩擦也没有的

情况．）

还存在着一些亚核“奇异粒子”，它们具有不同的质量． 但较重的粒子会蜕变为其他的

轻粒子，因此说它们具有精确确定的能量也不正确． 只有当它们一直不发生蜕变时这样说
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才是正确的．所以，在我们作它们具有确定能量这一近似时，我们忽略了这些粒子必定分裂

这一事实．目前，我们是有意忘掉这种过程的，以后再来学习怎样将它们考虑进去．

假设有个原子一或电子，或任何粒子一—－在静止时具有确定能量 Eo, 所谓 E。指的

是总质蜇乘以泸，这种质量包括了任何内能，所以受激原子具有的质盘与处在基态的同样原

子的质屈不同．（基态意味着能釐最低．）我们称Eo 为“静止能量,,• 

对于壁止的原子，在一个地方找到它的抵子力学振幅处处相同，它与位置无关． 当然，
_-__ -_一一一一一- - -

这意味着在任何地方找到原子的几率都相同．不过，这里还有更多的含义．儿率可以和位
- - - -

置无关，但振幅的位相则可以随着地点而改变．但对静止的粒子来说，整个振幅处处一样，

然而它确实依赖于座旦．对千处在具有确定能量Eo 的状态的粒子来说，在他， Y, 分处和时
刻 t 找到粒子的振幅是

邸
-!(JiJ,/l)t (7.1) 

这里 a, 是某个常数．此振幅对空间任一点都相同，但与时间的关系如式(7.1)所示．我们就
假定这条规则是正确的．

当然，式(7.1)也可写成

ae 一lwf (7.2) 

这里 , 加=Eo=M武

M是原子态或粒子的静质量．这里可以用三种不同的方式来表示能量：振幅的频率，经典意

义的能址，或者惯性．它们彼此等价，只不过是同一种事情的不同说法而巳．
你们可能认为，把一个具有相同的振幅，在整个空间到处被发现的东西想像为＂粒子,,, 

这未免太奇怪了．无论如何，我们平常总将“粒子“想像为位千“某处”的一个小客体．但是，
不要忘记测不准原理．如果一个粒子有确定能量，它也就有确定的动量．如果动量的不确

定量为零，那么测不准关系 LlpLI正书告诉我们，位置的不确定量必定无限大，这正是我们所
说的在空间中所有各点找到粒子的振幅相同这句话的含义所在．

如果原子内部带着不同总能量处于某个不同的状态，那么振幅随时间的变化就不相同．
如果你不知道它究竟处于哪种状态，那么它有一定的振幅处于某一状态，也有一定的振幅处
于另一状态，而这些振幅有着不同的频率，在这些不同的分量之间将出现如拍音那样的干涉
现象，这将显现为几率上的变化．在原子内将有某种事情”发生”一一·即使从质心没有漂移这

个意义上来说，整个原子是“静止＂的．然而，如果原子有一个确定的能量，振幅则由式(7.1)
给出，而其绝对值平方与时间无关．由此你们可以看出，如果一个东西有确定能量而我们去
追问任何有关于它的几率问题的话，答案将与时间无关．虽然振幅随时间而变，但是如果能

-_- - - - ._._-_-__ _ 

量堕座，则振幅随虚指数而变化，因而绝对值不变．

这就是为什么我们常说具有确定能级的原子处在座坴之中．假定你们对原子内的事情

进行任何测量，你们将会发现没有一个量（在几率上）会随时间而变化． 为使几率随时间变

化，必须使带不同频率的两个振幅相干，而这就意味着我们不可能知道能量的精确值．粒子

将具有一定的振幅处在一种能量状态，又具有一定的振幅处在另一种能量状态． 这就是当

某事物的行为随时间而变时量子力学对它的描述．
-----.•.·- -

如果有这么一种状态，它是两种能量不同的状态的混合，那么原来各状态的振幅就按式

(7. 纷随时间而变化，例如按
e刁(liJ心）t 及 6--.(E,/ll)t, (7 .3) 
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而变．如果这二者有某种组合，我们就得到干涉现象．但我们注意到，如在两种能量上都加

上一常数，这将亳无影响．如果另外某人采用一种不同的能量标度，使所有能量增加（或减

少）同一个常乱，譬如说 A, 那么在他看来，两种状态的振幅将是
e刁(El心）t/九 及 e一心＋心／九. (7 .4) 

所有他的振幅都将乘上同样的因子 6-i(A/ll)t, 因而所有的线性组合或干涉都将有同样的因

子．在取绝对值平方求几率时，所有的答案都相同．能量标度的原点选择不会造成任何差

别，我们可从我们想取的任何零点起测量能量．对千相对论性的情况来说，测量能量时将静
质量也包括在内较好，但对许多非相对论性的情况，从出现的所有能量中都减去某个标准量
值常常是有益的．例如，就原子来说减去 Ms<J2 通常较方便，这里 M, 是所有分离部分一一核-_-_-_-_ 
与电子的总质量，它当然与整个原子的质量不同．在另一些问题中，从所有能量中减去M足

较为有用，这里 Mu 是咎在覂空的整个原子的质量，于是出现的能量只是原子的激发能．所
以，有时我们可以将能量的零点移动一个很大的恒值，如果在某个计算中将所有能量都作此
移动，则不会造成任何差别．关于静止粒子我们就讲这些．

§7-2 匀速运动

如果我们假定相对论是正确的，那么在一个惯性系中静止的拉子在另一个惯性系中可
以作匀速运动． 在粒子的静止参考系中，几率幅对所有的 i,'Y 及 g 都相同，但它将随时间
t 而变化．振幅的壁堡对所有 t 都相同，但笆想则依赖千 t. 如果画出等位相线－一－譬如说
零位相线一一作为力与 t 的函数关系图，我们就可得到一种表示振幅行为的图像．对于静止

的粒子，这些等位相线平行于 4 轴而在 t 轴上等间隔分布，如
图 7-:i 的虚线所示．

一个不同的参考系

'` 
'• ~ 

叱 y', z', t'一—相对于粒子，譬

如说在立方向上运动，空间任一点的坐标叫与 t' 通过洛伦兹

变换跟＂与 t 相联系． 如图 7-1 中那样，画出＂＇与 t' 轴，就

可将这种变换用图来表示．（见第一卷， 17 章，图 17-2.)你们
” 可以看出，在 a;'-~ 系中等位相“点沿着 t' 轴有不同的间隔，

1图7-1 在不同的正t 系统 因而时间变化频率是不相同的．同样，位相随＂＇也有变化，所
中睁止粒子振幅的相对论变换 以几率幅必定也是 a;' 的函数．

在速度 v, 譬如说沿着负”方向的洛伦兹变换下 t 与 t' 之间的关系是

• 

.』

t'-矿v/c2
仁✓--- - -, 

1-泸/<Y9

所以现在振幅的变化方式就是
6 

` 一(i/九）出t -(i/ll)(Eot'/吐－心•lo• 一B,也'/o•-.1:仁沪阳）=6 

在带撇的系统中它既随时间变化，也随空间变化．如果我们把振幅写为

6 -Ci/九）（平＇一，，矿）

就可以看出耽＝趴;✓丁二初宁是在经典物理含义上对一个静止能量为乃。而以速度”运

动的粒子所算得的能量，而p'=笃叫夕是相应的粒子动量．

1) 这里我们假设在两个参考系中对应的点具有相同的位相值．然而这是个激妙的问题，因为量子力学振幅的位相
在很大程度上是任意的．为了完全证明这个假设，需要对两个或者多个振福之间的干涉进行更仔细的讨论．
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你们知道如= (t, a;'Y, 亿）及 pµ, 一 (E, Pe, 伤， p.) 都是四维矢量，而趴如=Et-p心是

个标釐不变量． 在粒子的静止参考系中，见如就是 E寸，所以如果变换到另一个坐标系中，

Et 应代之以

E'f..:..p'• 无I•

于是，动愤为P 的粒子的几率幅将正比于

e 一(l/九）(E,.t-p心）, 
这里此是动扯为 p 的粒子的能蜇，即

E尸又(p汜＋构，

像前面一样，上式 E。是静能．对于非相对论问题，

(7 .5) 

(7 ,6) 

E,=Ms<J2+Wfl, (7.7) 

这里w,, 是原子各组成部分的静能M足之外的能械． 一般地讲， w, 既包括原子动能，也包

括可称之为“内“能的结合能或激发能. Wp 可以写成

而振幅将是

Wp=W吓丘
2M' 

6 -(i/九）(W,,t-p七）. 
由千我们一般进行的是非相对论性计算，所以将使用几率幅的这个表达式．

(7 .8) 

(7.9) 

注意，根据我们的相对论变换，无须任何附加假设，就可得出在空间运动的原子的振幅

变化．由 (7 .9)式空间变化的波数为

k=p/九， (7 .10) 

因而波长是

入
2冗 h

== k P. (7.11) 

这跟前面我们对动量为 p 的粒子所采用的波长相同．德布罗意正是以这个方式首先得出这

个公式的．对一个运动粒子，振幅变化的频巠仍由下式得出_-_ 

柲=WJ}, (7.12) 

(7 .9)式的绝对值平方正好是 1, 所以对一个具有确定能最的运动粒子，在任何地方找

到它的几率都相同，并且不随时间变化．（重要的是应当注意振幅是复塾波假如我们使用
的是实数正弦波，其平方就会随位置而变化，而这是不正确的．）

当然，我们知道存在着粒子由一处运动到另一处的情况，因而几率随位置和时间而变化．

怎样来描写这种情况呢？我们可以这样做，把振幅看成两个或两个以上的对应千确定能量

状态的振幅之叠加． 我们已经在第一卷 48 章讨论过这种情况一一即使对几率幅而言也同

样适用！我们发现具有不同波数 b(即动最）及不同频率叭（即能量）的两个振幅之和将给出

干涉峰或拍，因此振幅的平方就随着空间与时间变化． 我们也发现这些拍将以由下式给出 , 

的所谓“群速度“运动：

正竺
Llk 

这里址与 Llw 分别是两列波的波数之立与频率之差． 对反复杂的波一一由许多频率全都

相近的振幅叠加而成一一来说，群速度是
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dw 
心g=面·

取 c.>=坞／九及 k=p/九，我们看到

Vg=dEp/dp. 

利用式(7 .6), 我们有

d坞/dp=咋／毋．
但丛=M式所以

d毋/dp=p/M,

这正是粒子的经典速度或者，如果使用非相对论表达式，我们有

Q丹2 和 k=炉
以及

这样又得到了经典速度．
如/d沪dW/dp= 心（点）＝补

:·t .13) 

(7.14) 

(7.15) 

(7.16) 

(7 .17) 

于是我们的结果是，如果有儿个能量几乎相问的纯能量状态的振幅，它们的干涉将产生
几率“团”，以具有同样能址的粒子的经典速度在空间运动．然而，应当说明，当我们说将两
列波数不同的波叠加所得到的拍对应于运动粒子的时候，我们已经引进了不能由相对论推
出的某种新的东西．我们讲过静止粒子的振幅如何，并推知如果粒子运动，振幅又将如何．
但由这样的论证丕过艇推知当两列波以不同速度移动时会发生些什么．如果我们使其中一
列停下，就不能停止另一列．所以我们无形中添加了壅咎的假设，即不仅式 (7 .9) 是个过堕
的解，而且对千同样的系统还存在具有各种动量p 的解，并且这些不同的项会发生干涉．

§7-3 势能；能量守恒

现在我们来讨论当粒子能量可以变化时将出现什么情况．我们从下述问题开始考虑．
粒子在一个可用势描述的力场中运动，首先讨论势是常数的效应．假设有个大金属盒，将其

/, 
“ 

静电势升高到伞，如图 7-2 所示．如果在盒内有带电体，它们的势能
将是吵（我们称之为V), 与位置根本无关．因为恒势对盒内所发生

心 的任何事情都没有影响，因此在盒内的物理状况不会发生任何变化．
4-十
子－ 我们既然没法推知答案是什么，那就必须进行猜测． 你们多少会料
..i,, 到有这样一个能起作用的猜测是：我们对总能量必须采用势能 V

与能量队的和，这里此本身就是内能与动能的和． 千是，振幅正图 7一2 质量为互动量
为 p 的粒子处在一个恒

势区域中
比于

6 一0/九）C(E~+V)t-p七］ (7.18) 
一般的原则是：古的系数（可称之为吩总是由系数的总堕豐给出，即内（或“质'')能加动能再
加势能：

加＝忍+V. (7.19) 
或者，对非相对论性情况有

柲=W叶沪/2111+V. (7.20) 

现在，盒内会出现什么物理现象呢？如果存在着几个不同的能量状态，我们将得到什么

` 
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结果？对每个状态的振幅，与 V=O 时的振幅相比都有一个相同的附加因子

6 
一(;/九）Vt 

这只不过好像改变了能量标度的零点． 它在所有的振幅上产生相同的位相变化，但我们在
前面已经看到，这并不会使几率有任何改变．所有的物理现象都相同．（我们假定讨论的是

同一个带电体的不同状态，因此吵对所有的状态都一样．如果带电休由一个状态变到另一

个状态时电荷也会变化，那就会有完全不同的结果，但电荷守恒防止了这种情况的出现．）

至此，我们的假设与我们对参考能级变化时所预期的情况是相符的．但如它确实正确，

那就应当对势能不是恒量的情况亦成立．一般而言， V 可以随空间与时间两者任意变化，有

关振幅的完整结果必须借微分方程求得． 我们不打算立刻就来处理这种一般情况，而只想

对某些事情怎样发生获得一些概念，所以我们将考虑只随空间作极缓慢变化而对时间为恒

定的势场，这样我们就可以将经典概念与量子概念作一比较．

设想如图 7-3 所示的情况：有两个分别具有恒势也与如的盒子． 假设在它们之间的

区域中势从一个值平滑地变化到另一个值，我们设
想在这些区域中的任何一处都有找到某个粒子的振

幅，并假定粒子的动量足够大以致在任何有很多波

长的小区域内，势几乎是恒定的． 于是我们会认为

在空间的任何部分，振幅应具有式(7 .18) 那样的形

式，而其中的 V取适合于空间该部分的值

让我们考虑一个特殊情况，这时也=0, 因而此

处势能为 0, 但 g如为负值，所以按照经典观点，在

第二个盒子内的粒子具有更多的能量．按照经典观

点，粒子在第二个盒内将跑得快些一一它将具有更

多能量，故有更大的动量．现在来看一下怎样能从 图 7-3
量子力学来得出这个结论．

依照所作的假设，在第一个盒中的振幅将正比于

, . , 
.,'. ,',' ,',' ,',' ,',' . ,1,' • ,'

II 
,',. ,III .II' ,'

1, 
III ,',' ·11· III • ·111 ·111 . .III ·111 ,111 

中三：兰妇
、、、《T 、

L h T 

G
岊
牢
)
$
a

-l I,., 
（对心＜仓）

距离

对于粒子由一个势能转移至另一

个势的情形的振福

6 一(i/li)C(W +pi/llM+V,)t-p,• 心
内 , (7.21) 

而在第二个盒内的振幅将正比于

6 
一(i/九）C(W +p)/JlM+V,)t-p,•xJ 

内 (7.22) 

（这里认为内能不变，因而在两个区域中都相同．）现在的间遥是这两个振幅在两盒之间的
区域中如何相匹配？

我们将假设势不随时间变化，即所有条件都不发生变化． 于是我们就可假定各处振幅
（即其位相）的变化都有相同的频率一一－因为可以设在“介质”中没有任何事情与时间有关．_._ . 

如果空间里没有任何变化，我们可以认为在一个区域中的波在全部空间中”产生”出子波来，
它们全都以相间频率振动一一就像光波通过静止的材料时不改变它的频率一样．如果式
(7 .21) 和 (7.22)中的频率相同，就必定有

W矿忖/2M+V1=W叶佐/2M+ V 2. (7 .23) 

两边都正是经典的总能量，故式(7 .23) 就是能掀守恒的表述．换言之，与能景守恒的经典表
述相等价的晕子力学表述是：如杲条件不随时间变化，则粒子的频率到处都相同．这一切都

与拉,-E 这个观念相符合

心
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在上述特例中兀=0, 而乃为负．式(7.23) 给出如>pl, 所以区域 2 中波的波长较短．

等相面由图 7-S 中虚线表示出来． 我们也画出了振幅的实部图，它再次显示出由区域 1 至

区域 2 波长减少的情况．波的群速度p/M也按照我们由经典的能量守恒关系所预期的方式
增加，因为经典能蜇守恒律正如式 (7 .23) 所示．

有一种有趣的特殊情况是：厉很大以致贮－兀大于Pi/2M, 这时，由下式给出的妓为

负值．
-_ -

p仁2M[约平平] (7.24) 

这意味着如是个虚数，譬如说钞＇，按照经典的观点我们会说粒子决不会进入区域 2, 它没有
足够的能量越过势垒然而，在最子力学上，振幅仍由式(7.22) 给出，它随空间的变化方式

仍是
e<'八）p,•:i: 

但如P.2 是虚数，空间相关性变为实指数形式． 譬如说粒子原先沿＋”方向运动，那么振幅

则按
e-P'II!/九 (7.25) 

而变化，它将随着＂的增加而迅速减小．

设想这两个具有不同势的区域非常靠近，这样势能从 V1 突然变为 V.2, 如图 7-4(a)所

示．如果我们画出振幅的实部，就得到图 7-4(b) 中所示的曲线．在第一个区域中的波对应

于试图进入第二个区域的粒子，但在到达第二区域后就迅速衰减了． 有一些机会观察到粒

子在区域 2 中一一在经典上它是堡空丕座熊达到该区域的－~ 振幅
是非常小的．这种情况与我们在光的全内反射中所见到的情况甚为相像．这时光没有像寻

常那样射出，但若在离表面的一、二个波长的地方放上某种东西，我们就可以观察到光．

(a) 

` I , , I 

-1 ,.'-
I纠

(b) 
·, 

图7-4 趋近千很强的推斥势的粒子的振幅 图 7-5 粒子穿过势垒的振幅

你们一定会记得，如果将另一个表面紧靠着光被全反射的那个边界面，就会发现有一

些光透射到了第二块材料中．在量子力学中粒子也发生相应的情况．如在一个狭小区域中
存在着一个颇大的势V 以致使经典含义上的动能为负，按照经典的观点粒子就绝不会通过

这个区域． 但量子力学的指数衰减的振幅可以通过这个区域，给出了在动能重新为正的另
一边找到粒子的微小儿率，情况如图 7-5 所示． 这个效应就称为量子力学的“势垒贯穿“效

应．
势垒被量子力学振幅贯穿对铀核的＂粒子衰变作出了解释恤~或者说描述．如图
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7书(a)所示为＂粒子的势能作为离铀核中心之距离的拯数．

的＂粒子射入铀核，它将会感受到来自核电荷 Z 的静电 V('f1 
----

斥力，从经典上说，它不可能靠得比距离幻更近，在幻

处，它的总能抵与势能 V 相等．然而，再靠近时，因为短

程核力的强烈吸引，势能就大为降低．那么，在放射衰

变中我们发现具有能蜇E的＂粒子由核内射出，这是怎

么回事呢？原因是它们从核内以能量E出发，＂透“过势

垒． 儿率幅大致如图仁6(b) 所示． 当然实际上指敛衰

减要比图中画的大得多． 事实上，非常令人惊异的是J

铀核中的妇位子的平均寿命长达 45 亿年，而核内的固

如果孔们打算把一个能量为 B

E 

r 

夕

合

有振动极快一一约为每秒 1022 厮怎么可能由 10丑2 秒 丫
竖

得出 109 年这样一个数呢？答案在于指数提供了约为 ．习叭 VU/ I 

6-415 这样极其微小的因子，这就得到了极其微小的、然而 图 7-6 (a) 铀核中 G 粒子的势函数；
是确定的漏出几率．一旦＂粒子处在核中，在外部几乎就 (b) 几率幅的定性图示

根本不存在找到它的振幅，然而，如果你们取许多铀核，并且等待足够长时间的话，你们就可
能有幸发现一个＂粒子跑了出来．

俨

§7-4 力；经典极限

假设有个运动粒子穿过一个区域，在该区域内，存在着一个在垂直于运动的方向上变化
的势场．按照经典的观点我们可以用图 7-7 来描述这种情况．

一
「

g 
a 

一
工

D 
k

一p. P~ 

I 
，高 V

I : 
卢切一一1

图 7-7 在横向势陡度作用下粒子的偏转

改节

/1 
1100 
I 
L.L--J 

二户一心

00 
~ ~ ~ 

. 

图 7-8 在具有横向势陡度的区域中的几率幅

如粒子沿汇方向运动，进入一个势随 g 而变化的区域，那么这个粒子将从力 F

-av; 匆得到一个横向的加速度． 如果只是在宽为 W 的有限区域中存在力的作用，那么作
用时阿只是 w/v. 粒子获得的横向动量就将是

矿气，

. 

而偏转角 l30 就是

邸＝红＝生，
p pv 

这里p 是初始动量．用一av;匈代 F,就有

w av so----
庐 ay.

- ('7 .26) 

现在我们该来看一下，所设想的式(7.20)那样的波是否能解释这样的结果．我们从量

子力学来看待这同一件事，假设每样东西的尺度与儿率波波长相比都非常大，在任何小区域
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内我们可以说振幅依下式变化

e 一(I/九）C(W+沪/2M十V)t-p•xJ (7. 沉）

我们是否能由此看出当V具有横向陡度时上式会造成粒子的偏转呢？在图 7-8 中我们描绘
了几率波的样子．我们所画的是一系列“波节线”，你们可将它们看作振幅的位相为零的面．

在每个小区域中，相邻波节之间的距离即波长是

h 
入＝一，p 

'P 与 V之间的关系是
W+P 

l! 

四+V=常数．

在一个区域中，如果V较大，p 就较小，波长就较长．

示．

(7 .28) 

因此波节的角度就发生变化，如图中所

为求出波节角度的变化，我们注意到，对于图 7-8 中 a, b 两条路径而言，存在着势差

.1v = cav ;ay)D, 所以两条路径上就存在动量差 .dp, 这可由式(7.28) 得出：

L1( 丘）＝炉'p= -.JV. 

因此，两条路径上的波数 p凡是不同的，这意味着位相以不同的速率前进．位相增加率的差
值是 .dk=.dp/k, 于是总距离w上的总的位相差是

Lip M 
J(位相） =.dk•w=- w= -- LIV•w. 

九怔

这就是当波离开狭条时沿路径 b 的位相“超前“于沿路径＂的位相的数量．而在狭条外的区

域中，这一数量的位相超前对应千波节超前的数僵为

入九
血=~Ll(位相）＝—.d(位相）

2吓 p

(7 .29) 

(7. 劝）

或
M 

如＝－了4们叨．
p 

参考图 7-8, 我们看到新的波前将偏转初， o0 可由下式得出

血=Do0,
于是我们有

(7.31) 

DS0=-凡V•w.
沪

如果用，，，代替 p/M, 用 av/匈代替 LIV/D, 上式就与式(7.26) 相同． 管
我们刚才所得结果只是在势缓慢而平稳变化的情况下（我们称此为经典极限）才是正确的．

我们证明了在这些条件下，假如势V对几率幅位相的贡献是 Vt/九的话，我们将得出与由

F=血”所得的同样的粒子运动．在经典极限飞仁毗子力学与生顾力学相符合＿一．

(7 .32) 

(7 .33) 

自旋 1/2 的粒子的”进动”

注意，我们还不曾对势能作过任何特殊的假定一一它只是个由其导数可求出力的能量．
例如在斯特恩－革拉赫实验中，能蜇是 U=-p,-B, 如果B在空间中变化，由 U就能求出力

来．如果我们要作一个量子力学描述，就可以说一束粒子的能量按一种方式变化，另一束粒
子的能盐则按相反的方式变化．（我们可以将磁能 U归入势能V 中，或归入“内“能W中，这

§7-5 

, 

.. 
｀
,
-
.
一

Z
4
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并没有什么关系．）由于能埽的变化，波被折射，粒子束往上或往下偏转．（现在我们看到量

子力学所给出的弯曲将跟由经典力学计算所得的结杲相同．）

从振幅对势能的依赖关系，我们也可以预期；如果粒子处在沿 g 方向均匀的磁场中，它

的几率幅必定按

, 

e一 (i八）（一µ,,B)t

而随时间变化．（事实上，我们可以把这作为µ. 的定义．）换言之，假如我们把一个粒子置

于均匀磁场 B中，经过一段时间 71, 其儿率幅将为尤磁场时的几率幅乘以

e 一(i/ll)(一µ,JJ>-.

1 
由于对自旋一的粒子来说，µ,, 可以是某个数，譬如说µ,的正值或负值，因而在匀磁场中这2 

两种可能状态的位相将有同样的变化率但沿着相反的方向变化．两种振幅分别耍乘以
6 士 (i八）µ,B,.- (7.34) 

. 1 
这个结果有一些有趣的结论：假定有个自旋—的粒子处于某个不完全朝上或朝下的状

2 

态，我们可以用处于纯粹朝上和纯粹朝下状态的振幅来描写这一状态，但在磁场中，这两个

态的位相将有不同的变化率．所以如果要问一些有关振幅的问题，那么答案将取决于它在
磁场中已停留了多长时间．

作为一个例子，我们考虑µ,介子在磁场中的蜕变． 当µ,介子作为冗介子蜕变的产物而

形成时，它们是极化的（换言之，它们有着从优自旋取向）．接着，µ,介子蜕变一平均约为
212µ,s一一发射出一个电子及两个中微子：

µ,一~e+v-丘．

在这个蜕变中结果是（至少对最高能量而言），电子优先在与µ,介子自旋方向相反的方向上

发射出来．

假设我们来考虑一个如图 7-9 所示的实验

安排．如果极化µ,介子从左方射入而在一块材

料的A处停了下来，稍过一会儿它们就会蜕变．

一般地说，电子将向一切可能方向飞出．然而，

假定当µ,介子进入物块停在A处时，全都带有
沿汇方向的自旋． 如果没有磁场的话将会在

衰变方向上存在某种角分布，我们想要知道的
是磁场的存在怎样改变这种分布．我们预期分布会以某种方式随时间而变．通过求出任何

时刻在（十吩态找到µ,介子的振幅，我们就可以找到答案．

这个问题可以表述为：已知一个µ,介子在 t=O 时其自旋沿+a, 方向，那么在下时刻它处

在同一自旋态的振幅为何？关于自旋一的粒子处在与自旋相垂直的磁场中的行为，我们现
2 . 

在还没有任何规则，但我们知道磁场对千自旋朝上或朝下的状态所产生的影响一一．它们的
振幅需乘以式(7 .34) 的因子． 千是我们的办法就是选择这样一种表象，其中的基础态对 2

方向（场方向）而言为自旋朝上和自旋朝下．任何间题都可用相对于这两个态的振幅表达．．
让我们设中(i) 表示µ,介子状态．当它抵达A处时，其状态为中(0), 我们想知道时间了

后的心(7t). 如果用 (+z) 与 (-z) 表示两个基础态，我们知道<+z屈(0))及＜一叶心(O)>这两

B 

自旋

µ 

.A 

”“ 

父．

e 

电子计数器

图 7-9 µ 介子衮变实验
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个振幅－我们知道这些振幅，因为我们知道中(0)表示自旋沿十立方向的状态．由上一章

所得的结果，这些振幅是"

妇＋吩=0十一击
及 (7.35) 

<-z压心=0_=-
喜·

它们正好相等．由千这些振幅涉及的是 t=O 时的状况，让我们称它们为 O+(O) 及 O_(O).

及

现在我们知道这两个振幅将如何随时间变化．利用式(7.34), 我们有

O+Ct) =O+CO)e一(i/li)µBt

O_(t) =0_ (0) 6-f(i/!;)µBt. 
(7.36) 

但如我们求得了 O+(t) 及 O_(t), 也就知道了在时刻 t 的一切状况．唯一的困难在于我们

想要知道的是在 t 时刻自旋沿＋汇方向的几率．然而，我们的一般规则可以处理这个问题．

我们将 t 时刻处在十＂状态的振幅记为 A+Ct), . 

A+Ct) =<+a;I 中(t)>=<+wl +z><十叫中(t)>+<+wl-z><-zl 山 (t)>

或

.A+C右）＝＜＋叫＋分0十 (ii)+<+叫一令O_(t). (7.37) 

再利用前章的结果一一或者最好用第 5 章的等式＜申位＞＝＜叫少＞骨一一我们知道

1 
＜＋叫＋分=~,

✓. 

＜＋叫一心＝一·

于是我们就知道了式(7.37) 中的所有倡，从而得到
1 .A+Ct) =- e<il~>,,,nt+ 1 一(i/11)µ,Df

一 6
2 2 

或
µB 

A+Ct) =烟一 t.
九

这是多么简单的一个结果！注意这个答案与我们预期的 -t=O 时的结果一致．
A+(O) ==1, 这是正确的，因为我们假设 t=O 时µ,介子就处在十0) 态中．

在 t 时刻找到µ,介子处在十幻态的几率 P十是(A十） 2, 即
` 凡=oos2旦

. 

我们得到

几率在 0 与 1 之间振荡，如图 7-10 所示．注总当叫井几=rlf(不是 2r7f) 时儿率回到 1. 因

为我们已将余弦函数平方，几率以频率 2µ,B凡自身重复．
千是我们发现，图仁9 中的电子计数器捕获衰变电子的机会随µ,介子处于磁场中的时

间作周期变化，变化频率与磁矩µ,有关．事实上，µ,介子的磁矩正是以这种方式测得的．
当然，我们可以利用同样的方法来回答有关µ,介子衰变的任何其他问题．比方说，在与

＂方向成 90° 但仍与磁场方向垂直的 g方向上检测到衰变电子的机会如何随时间而变？如果

1) 如果你们跳过了第 6章可以在此刻把式(7 邸）作为尚未推导过的规律．我们在后面（第 10 章）将对自旋进动
作更全面的讨论，包括把这些振幅推导出来．
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你们把它求出来，处在(+y)态的振幅将按 cos气(µ,B切1,) 一吓/4}随时间变化，它的振动局姻

与前相同，但是落后四分之一周期才达到最大值，即当µ,和店＝吓／生事实上所出现的情况
是，随着时间的推移，µ,介子经历一系列状态，它们对应着绕着 z 轴的不断转动的方向的完

全极化，我们可以这样来描写这种情况：自旋以频率

Cup= 
2µ,B 
九

』户 .' 

(7.38) 

作进动．

你们开始看到，在描写事情如何随时间而变时量子力学所采取的描述方式是怎样的．
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哈密顿矩阵

§B-1 振幅与矢量 ` 

在开始本章的主题前，我们想来描述一些在量子力学文献中用得很多的数学概念． 知
道它们，将使你们阅读这方面的其他书籍或论文时更为方便．第一个概念是：量子力学的方

程与两个矢量的标积方程数学上十分相似．你们记得，如果 x 和心是两个状态，那么从心态

开始而终止于 x 态的振幅，可以写成由申进入某一基础态，再由此基础态进入 x 态之振幅，
对一组完全的基础态所作之和： , : 

<x炒>=~<x 伐><i 炒>. (8.1) 
片石心

我们曾用斯特恩』革拉赫装置解释这点，但要提醒你们注意：这里并不需要有这种装登．

(8.1)式是条数学定律，不论我们是否装上过滤设备，它总是正确的一~不用老是想像有仪
器在那儿．我们可以径直把它看作求振幅＜叫心的一个公式．

让我们把(8.1)式与两个矢量B及A的点积公式作个比较．如果B与A是三维空间中的

普通矢量，我们可以将点积写成

::E (B•e,) (e,•A), (8.2) 
所-ii i 

这里符号 e, 表示沿 iv, y 及 g 方向的三个单位矢世．千是 B·生就是通常所说的 B,.;B•e:i 则

是通常说的 B11; 等等．这样(8.2)式就等同于

Bll)A/l)+B11A11+B.A., 
这就是B·A 的点积．

比较 (8.1) 与 (8.2) 式，可以看出下述类似点：态 x 与中对应于两个矢蜇 A 与 B, 诸基础

态 i 对应于一些特殊的矢量 e,, 我们即用这些矢量来表示所有其他矢量． 任何矢童都可表

示成三个“基矢"e1 的线性组合．而且，如果你知道该组合中每个“基矢＂的系数－一－矢量的

三个分量一一你就知道了这个矢量的一切． 类似地，任何量子力学状态可以用处在各个基

础态的振幅＜趴伞＞完全地表示出来，如果知道了这些系数，也就知道了有关此态的一切． 因

为存在着这祥切近的类比，我们也常常将＂态”称为＂态矢抵,,• 

由于基矢 e, 都互相垂直，就有关系式

e1•e3= 沁，

这与各基础态 i 之间的关系式(5.25) 相对应：

<ii分＝如
现在你们可以明白，为什么人们说基础态 i 全都“正交1}. ] 

在 (8.1)式与点积之间有个小的差别．我们知道

＜中 lx>=<xl 中)*,,
但在矢抵代数中，

A•B=B•A. 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 
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由千在量子力学中使用了复数，我们必须始终保持各项的次序，而在点积中，次序是无关紧

要的．

现在来考虑下列矢量等式：

A=~e,• (e,•A) 。 (8.6) 

这种写法有点与众不同，但它是正确的．它的含义与下式相同： ' 
A=~ 心e;=Aq;克+A11e11+A.e,. (8. 7) 

不过请注意， (8.6)式涉及到一个丕包工点积的最点积只是个数，而(8.6)式是个矢蜇方程．
, - - -.- -

矢量分析的一大诀窍就是从方程中抽象出生退概念本身．或许有人也同样想从量子力学公
式 (8.1) 中抽象出一个类似于“矢量”的东西来一一－这的确可以．我们将 (8.1)式的两边移去
<xi, 从而写出如下方程（别怕，这只是个记法，不一会儿你们就会弄清符号的含义）：

I伞>=-习传＞＜吵>. (8.8) 

人们将括号<z恃＞分为两半． 后半个括号 1妢常称为刃矢 (ket), 前半个括号<zl 称为刁矢
(bra)(放在一起，就构成“刁－刃''("bra-ket")—一这是狄喇克提出的符号），半括号<zl 及
屈＞也称为桽包豐．无论如何，它们丕是数，而一般来说，我们希望计算所得的结果为数，所
以这些“未完成＂的量只是计算中的过渡步骤． , 

T 

实际上，迄今我们的所有结果都用数表示．我们是怎样设法避开矢量的呢？有意思的
是，即使在通常的矢量代数中，我们也能够使所有的方程只包括数．譬如，我们总可以将矢
量方程

F=叽a
改写为

C-F=C·(叨a).
于是我们就有了一个对佳包矢量C都成立的点积方程．但是，如果对一切 C都成立，那么依

然写出C来就没有什么意思了！
现在来看看式(8:1). 它是对任何 x 都成立的方程．所以为简化书写起见，我们正可以-_-_-_ -

拿走x 而将它改写为式(8-.8). 该式与(8. 1)式具有同样多的信息，只要我们理解到，它总是, - - - _-

要在两边“左乘＇，（这只不过是重新拼上括号而已）某个<xl 才得以“完成“．所以式 (8.8) 的意

义不多不少芷好与式(8.1)相同．当你想要数时，就把合适的<:xi放进去．
或许你巴对式est:、8) 中的扣感到疑惑既然这式对竺笆令成立，为什么我们还要保留迄？

的确，狄喇克提议，中也一样可以抽掉，千是我们就只有 , 

i-~'I心><~I. (8.9) 

这就是量子力学的伟大定律！（在矢量分析中没有这种类似公式．）它表示如果在方程两边
的左、右两侧堑些任何两个态 x和中，就匣烈(8.1)式．这种表达实际上并非很有用处，但它
很巧妙地提示了方程对任何两个态都成立．

,' 

§8-2 态矢量的分解

让我们再来看一下式(8.8); 可以用下述方式来考虑它．任何态矢量 l¢>可以表示为一
组具有适当系数的基＂矢＂的线性组合－一－或者说表示为一些比例恰当的“单！位矢量"'的叠
加．为了强调系数＜心 1 心＞只是通常的（复）数，我们可以假设
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那么 (8.8)式就等同于
<i, 炒)=0,.

忡) =~I~>O.. (8.10) 

我们可以对任何别的态矢量（如 Ix>) 写下类似的关系式，当然，其中的系数不同一一－譬如说

为 D心．于是就有

l分 =~I 心＞互，
` 

(8.11) 

这里 D, 正是振幅<ii 分．

假定我们一开始己从(8.1)式抽去少，那就有
<xi_=罕<xl0汲 I.

`. 

(8.12) 
、

我们记得<xi 心)=;,(ti,Jz>雪，故可将上式写为

<xi =~D邓. ·(8.13} 

有趣的是，只要将(8.~8)式与(8.10)式担巠，就能回到<z I</>>. 在相乘时，必须注意求和指
标，因为在两式中它们是完全不同的．让我们先把(8.13)式重新写为

<xi =~D; 勺I,, .'. : . ,, 

这当然不会改变什么．然后将它与(8.10)式相乘，就有 ' 

、位1今＞心耳＜沁Ci, (8.14) 

术过，记住«对介=~ij, 因而在求和中只留下 j=i 的项．千是得到 ., 
',' 
,'I 

<xi 心=~耳a,, (8.15) 

当然，这里 D:=<妨 Ix>喻 =<xi 妗，而 0,=<心 1 中＞畸由此我们又一次看到与点积
A.•B=~A;.Bi 

非常相近的类似．唯一的差别在千取TD; 的复数共辄．这样(8.15)式就说明如果态矢量<xi

及 1中＞借基矢<ti,I 或[,ti,;展开，那么由申到 x 的振幅就可由 (8.15)式的那类点积得到． 当然，

这个表式只是用不同符号书写的(8.1)式罢了．我们就这样为了习惯于新的记号面兜了一

个圈予，；，｀＇、令兮 勹
或许我们应当再一次强调，三维空间的矢漱是利用三个正交单位矢撮来描写的，而擢子

--- 

力学状态的基矢 l分则必须分布在适用于任何特定问题的完整的集合内．按具体情况i基础

态可以有两个，三个，五个或无限多个．
我们也曾谈到当粒子通过一个仪器时会发生的情况．假如让粒子从某个定态申开始＇

通过一个仪器，然后来测量它们是否处在x 态，其结杲可由以下振幅来表示：

, . <xi.A 冲＞． (g',16) 

在矢量代数中没有与这个符号相近的类似符号．（它更接近于张蜇代数，但这种类比没
有特别的用处．）由第 5 章 (5.32) 式可知，我们可将 (8.16)式写为

位 IA[ 中>"".'~<凇＜外 4的心. (8.17) 

这正是两次使用基本规则(8.9)式的一个例子．
如果在A后面再放进另一个仪器B,则有，

<xJBAI 中>=~<xi,&><引趴j><j凶k)(kl伈．
4Jk , 

、·

(8.18) 
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这又是直接由狄喇克记法 (8.9)式得到的一一只要记得我们总可以在B 与A 之间划一个竖

号 (I), 它正犹如因子 1.

顺便提一下，我们可以用另一种方法理解 (8.17) 式．设想处在申态的粒子进入仪器 A,

而离开时则处在山态．换句话说，我们可以自问这样的问题：能否找到这样一个中态，使得

从如态到 x 态的振幅在任何时刻和任何地点都恒等于振幅<xi.Al 心为答案是肯定的． 我们
想用下式代替(8.17)式

＜对心 =~<x忧心 1 心＞． ` (8.19) 
` 显然，只要 `` 

. 
.' > 

, 

＜引心 =~<0J .Ajj)(引心一 <v,I Al 心， (8.20) 

就可以做到这点．式(8'. 20) 就确定中，但你们会说：“这没有确定中，只确定句妗．”然而，
＜吵递堕确定ifr. 因为，，如果你巳沺道中与各个基态 i 相联系的所有系数的话，中就唯一
地被决定了．事实上，可以利用我们的记法将 (8. 20)式的最后一项写成 1 

'·, <,;,1 心=~<归＞勺 I Al <fa>. ·.. cs.21) 

这一来，由于上式对所有 i 成立，我们就可简写为
协~~,的团妗 (8. 22) 

于是可以说：＂中态就是从4态开始，通过仪器A后所得到的态．”
再举最启一个说明这一行当中的诀窍的例子．我们还是从(8.17)式出发，既然它对任

何i与俗成立，我们可以将两者都扔掉！千楚可得1)
A=~·, i,)<itl.A.IJ><扎 (8-23) 

它表示什么意思呢？它的含义不多不少，正好跟把申与 x 代回所得到的一样．写成(8. 23)式
时，它是个“开放节如未完成的方程．如果将它“左乘"I中＞，就变为

Al<l>>=~lit><0卫 1 心<j悼>, (8.24) 

这正好回到(8.22)式上事实上，我们正可从(8'.22)式略去对 'j 求和而将 i 写成

·. : . . I 中)'-""Al 少＞．， . .'(8.25) 

夕符号A既不是振幅，；也不是矢萱，入它是一种称为算符的新东西，是一种“作用在”一个态
-.. -

上以产生一个新态的东西一—(8.25)式就表示抻＞是A作用到 1 伞＞上所得到的结果．，送又

是个虷放方程』直到某个刁矢如勺 1左乘之而得到

• . . . .<x忡＞，一 <xi.Al 妗． , 1 (8.26) 

才得以完成， 当然，如果利用一组基矢给出振幅矩阵<tj, I.A I))~ 也可写为A旷.....,::;_那么就
完全描写出算符A了 •,. .· .. 

对这一新的数学记法，我们实际上没有加入任何新东西．之所以完整地提出这一记号，

是要把一些方程的书写方式告诉你们，因为你们会在许多书上发现以不完全的形式书写的

方程，而在遇到它们时你没有理由对之束手无策．如果你愿意，总可以加入一些略去的部分

使方程反为表示数量间关系的形式，这样看来更熟悉些． ', 

正如你们将看到的，｀｀刁矢＇，与“刃矢“是-种十分方便的记滋首先，从现在开始我们可
,'"\ . ,,'"• .. - , I I , , 

1)'你们可能想我们得写上IA! 而不只是 .A. 但这个符号看起来像心的绝对值＇符号，所以两竖通常峈去了．一般
` 来说，竖号(1)的作用极像因子1.
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以用态矢量来表示一个状态． 当我们想要表述一个具有确定动量P的状态时，就可说：＂状

态 IP>.1' 我们也可说某个任意态悼＞．为前后一致起见，我们将始终用刃矢（记为 I iJ,>) 来表
示一个态．（当然，这是个随意的选择，我们同样可以选用刁矢＜劓表示态．）

』，

§S-3 世界的基础态是什么？

我们已经发现世界上的任何状态可以用各基础态的叠加－~具有适当系数的线性组合

一一表示出来．你们可能首先会问，什么是基础态？这里）存在着许多不同的可能性，例如，

你们可以将自旋沿 z 方向或别的某个方向投影．事实上存在着许许多多不同的覂塾，这跟

人们可以用丕同的坐魅巠来表示通常的矢量相类似．其次，你们也可能问用住么系数？而这

取决于物理状况．不同的系数集合对应于不同的物理条件．重要的是要知道你在其中研究

的“空间”是什么，换句话说，基础态的物理含义是什么．所以，一般来说，你必须知道的第一
件事情是基础态是什么样子的，然后才能够懂得如何用这些基础态来描写一个状态. • 

我们想在这里大致根据现行的物理观念，多少超前谈一点一般量子力学对自然界的描
述方法是怎样的．首先，人们得选定一种基础态的特定表象一一不同的表象总是可能的．例

1 如，对自旋为一的粒子，可以利用相对于 z 轴的正、负两种态． 但 2 轴本身并无任何特殊之

处——你可随意取任何别的轴．然而为前后一贯起见我们总是采用 z 轴．假定我们从一个

电子的情况开始．除了电子自旋的两种可能性（沿着 2 轴“朝上“和“朝下'')外，还有电子的动
量．我们选取一组基础态，每个基础态对应千动量的一个值．那么，假如电子没有确定的动
撬怎么办呢？这没有关系，我们说的只是蔓塾态是什么．如果电子没有确定的动量，它总有
一定的振幅取某一个动量，有另一个振幅取另一个动量等等． 而如果电子并非一定朝上自
旋，它总有一定振幅以这个动最朝上自旋，有另一个振幅以那个动屉朝下自旋，等等．就我

----_ -

们现在所知，对一个电子的完全描述，只需要用动量和自旋来描写的基础态．所以对单电子
.-.-一，一------.-一．一．＿－＿－＿ ._-_----___-- 

而言，一组可接受的基态书＞指的就是动量取不同数值，以及自旋究竟朝上还是朝下． 振幅
的不同混合一一即系数O 的不同组合描写了不同的状况． 对任何特定电子的行为，可以这

样来描写：它的自旋朝上或朝下的振幅是多少，对所有可能的动最值而言，它具有某个动

量值或另一个动量值的振幅又是多少．于是你们可以看到单个电子的完全量子力学描述包

括些什么内容.'; ·, ' ' 

对多于一个电子的系统又如何呢？那时基础态变得较为复杂． 不妨假设有两个电子．

首先，对于自旋有四种可能状态，即两电子自旋均朝上，第一个朝下而第二个朝上，第一个

朝上而第二个朝下，或两者都朝下．另外我们也必须标出第一个电子具有动量妇，第二个电

子具有动量伪．对双电子而言的基础态需要指明两个动釐和两个自旋的性质．对于七个电
子，我们则必须指明七个动量和七个自旋的性质．｀ ` 

如果有一个质子和一个电子，我们必须标出质子的自旋方向及其动噩，以及电子的自旋

方向及其动噩．至少这是近似正确的．我们并不真正知道这个世界的正确表象是什么．假

定一旦指明电子自旋及其动量，以及质子的类似情况，就能有一组基础态．能从上述假定着

手那当然很好．但对质子的“内能“怎么办呢？让我们这样来看这个问题．在氢原子中有一个

质子和一个电子，我们有许多不同的基础态来描述它一一质子及电子朝上和朝下的自旋，质
子和电子的种种可能的动量．于是就存在着振幅 a, 的不同组合，它们合在一起描写处在不
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同状态的氢原子的特性．但假定我们将整个氢原子看作一个“粒子”，如果我们不知道氢原子

由一个质子及一个电子组成，也许会一开始就说：“噢，我知道基础态是什么一一它们对应

于氢原子的特定的动昼＇，．错了，因为氢原子具有内部组成，千是，它可以具有取不同内能的

各种状态，从而，描写真实的性质就需要更多的细节．
问题是质子是否有内部的组成？我们是否要通过给出质子，介子和奇异粒子的所有可

能状态来描写质子？我们不知道．而即使我们假设电子是简单的，以致对它我们肵要讲的只

是它们的动量和自旋，但可能明天我们发现电子也有内部齿轮和轮子．，那就意味着我们的

表示是不完全的，或错的，或者是近似的－—六这跟只用动量来描写氢原子的表示是不完全的

一样，因为那种表示忽略了氢原子内部有可能成为激发态这样的事实． 假如电子内部也可
能激发而转变为某个其他东西，譬如说，µ,介子，那么对它的描写不仅要给出新粒子的状态，

而且大概还要利用某些更复杂的内部齿轮来描写它．念迟连垄空簦子研究中的主要问题，就
是发现什么是描述自然界的正确表示．在目前，我们堕墨，对电子来说指明其动量与自旋就
够了．我们也猜想存在着理想质子，它有着一些吓介子， K介子，等等，而所有这些都得指明．
共有几十种粒子一一真是迷从哪些笆基本粒子，哪些丕笆基本粒子的问题一一有关于此你
们现在听得很多—一就是要发现在世界的最终量子力学描述中最后的茎巠究竟是什么样
的．电子的动量是否仍是描述自然的正确东西？或者甚至于整个问题是否该这么提！这个问
题在任何科学研究中必然会一再被提出来． 无论如何，我们看到了一个问题一—如何去找
到一个表象．我们不知道答案是什么，甚至不知道我们是否有了“正确＂的问题，但如问题正
确，我们必须首先试着查明任一，特定的粒子是否“基本“粒子．

1 在非相对论量子力学中－~这时能量不太高，以致我们不会扰动奇异粒子等等的内部
作用一勹可以不必考虑这些细节而做出一些相当好的工作来．你尽可以决定用电子和核的
动量及自旋来表示粒子性质，于是会一切顺利．在大多数化学反应及其他低能事件中，核内
不发生什么变化，它们不受到激发．再者，如果一个氢原子缓慢运动而颇为斯文地与其他氢
原子相撞一一根本不会引起内部激发，或辐射，！或任何翠似于此的复杂情况，它的内部运动
总是处千能谟的基态＿一你可以应用这样的近似，即将整个氢原子视为一个客体或粒子，而
不去顾及它的内部座塑发生某种变化这一事实． 只要在碰撞中动能比 10eV (使氢原子激
发到另一种内部状态所需的能蜇）低得多，上述近似就是个颇好的近似．我们将经常作这种
不包含内部运动可能性的近似，从而减少必须纳入基础态的项目的个数．当然，这于来就忽
略了在某些高能情况下（通常）会出现的一些现象，但利用这种近似我们得以大大简化物理

问题的分析． 例如，我们可以讨论低能下两个氢原子的碰撞或任何化学过程而不必顾虑原
子核也可能被激发这个事实｀概而言之，当我们可以略去粒子的任何内部激发态的效应时，

我们就可选择一组基础态，这些基础态就是具有确定动量以及角动量之 2 分董的状态．
千是，在描写自然时的一个问题就是寻找基础态的一种适当的表示．但这只是开始．我

们还要能够说出将“发生”什么． 假如我们知道了某个时刻世界的“状态”，就想知道下一个
时刻的状态．所以我们还须找到决定事物如何随时间而变的定律．现在我们就来论述量子
力学框架中的第二部分一一状态怎样随时间而变化．

§S-4 状态怎样随时间而变

我们已经谈过如何表示让某个东西通过一个仪器的情形．现在考虑一种方便而令人偷
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快的＂仪器”，它只是等候几分钟，就是说，先提供一个状态也在你分析它之前，就只让它呆
一下．或许你会让它呆在某个特殊的电场或磁场中－一一那得看它依赖的物理环境到底如何．

总而言之，无论情况如何，都让物体从时间枉待到时间杠假设它在七从第一个仪器出来时

处在状态心，然后它通过一架＂仪器”，但该“仪器”的内容只是把时间推延到朽．在这段推
延中，可能发生着种种情况一一有外力作用或其他把戏一一于是就会发生某些事情． 在时
间推延的末了，在某个态 x 中找到这东西的振幅不再与没有时间延迟情况下所具有的振幅
相正好同了． 既然”等待“只是一种特别的“仪器”，我们就可以使用与(8.17)式同样的表式
给出振幅，以描写所发生的事情．因为”等待“这种操作特别重要，我们将称之为 U而不称为
A, 并标明起始和末了时刻右与右，将它记为 U(妇， t立于是所求的振幅就是

<zlU(朽，杜） 1 心. · ·(8.27) 

像任何其他这样的振幅一样，可以用某一种基础态系统表示它而将上式写为
~<xltit)(rz,IU(ta, t1) li><j 炒), . (8. 28) 

于是U就可由一组完整的振幅即由以下矩阵完全描写：
<,iJIU(t扣九） lj>. c~.29) 

顺影指出，矩阵(lb I Tl 02, 右） 13)提供了比所需的为多的更细节．高明的高能物理学家考
虑下列一般性质的一些问题（因为这正是通常进行实验的方式）． 他从一对粒子开始，譬如
说从无穷远来到一起的两个质子． （在实验室中，通常一个粒子静止，而另一个来自某个加
速器，就原子尺寸而言加速器实际上处在无穷远处．）两个粒子碰撞后，结果（比方说）在某
些方向上得到具有一定动量的两个及介子，六个叨介子，及两个中子，那么，出现这种情况的
振幅有多大？，有关的数学大致如飞：用心态表示入射粒子的自旋与动量， Z 态则是待求的出
射状态．例如．，六个介子各朝某棠方向运动的振幅有多大，两个中子各带某种自旋而朝一
定方向出射的振幅有多大，等等．换句话说，兀态将由给出最终产物的所有动量，自旋等等来
表征．接着，理论物理学家的工作就是计算振幅 (8.27)式．然而，他实际上只对右为-oo
和妇为+oo的那种特殊情况感兴趣．（对过程的细节根本没有什么实验数据，有的只是关于
入射粒子和出射粒子的数据．）当廿干-00和 t2~+=时， U（妇，纷的极限情况称为 s,,千是
他要知道的就是 ` 

<xlSI 申＞，
或者，利用(8.28)式，他要计算矩阵，

＜心 !Slj),
上式称为S矩阵．所以，如果你看到一个理论物理学家一面在地板上踱来踱去，一面说道：
“我所要做的就是计算 S矩阵“你就知道他所操心的是什么了．

如何分析一一即如何阐明一一－关于S矩阵的定律是个有趣的问题．在高能相对论量子
力学中，采用一种做法，而在非相对论量子力学中则可采用另一种非常方便的做法．（这种
做法也可用在相对论情况下，但那样做并不很方便．）这就是算出小的时间间隔的情况下
－即朽与七十分靠近时的U矩阵． 如果对千相继的时间间隔可以找到一系列这样的 U
矩阵，我们就能够观察到情况如何随时间变化｀ 你们马上会意识到这种做法对相对论的情
况并不那么合适，因为你们大概不想去做那种对发生在各处的种种事件是否“同时”都得逐
一说明的工作吧．但我们不必顾虑于此一一我们这里只打算考虑非相对论力学．
假定我们考虑一个由时刻七推延到九的U矩阵，而11大于 t,. 换句话说，取三个相继

. 
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时刻：左小于托小于耘然后我们声称从丸到伈的矩阵是从九推延到朽，然后再从 t2 推延

到九的两个矩阵的连乘积．这正如 B和A两个仪器串联的情形一样．于是，根据§乒6 的

记法，可以写出

U(ta, 右） =U(花，妇） •U(钰，杠） • (8.30) 

换言之，我们能够分析任何时间间隔，只要能够分析该时间间癌中的一系列短间隔．只需将
所有小段乘在一起就行，这就是非相对论量子力学的分析方法．

于是，我们的问题就是弄清无穷小时间间隔下的V(ts, 右），这里 t:.i= 杜+Lit. 我们自间：

如果现在有个态中，那么在无穷小时间出后它变成什么样？让我们想一想怎么来写出它．称

时刻 t 的态为冲(t))(我们写出中的时间相依性以明确我们指的是时刻 t 的状况）．现在我
们要问，在很短的时间间隔出后情况如何呢？答案是

1 中 (t十出）)=U(t+Llt,'-&) 顷(t)). (8.31) 

此式的含义与cs .. 25) 式相同，就是说，在时刻 (t+LI分找到 x 态的振幅是
<xi 中(t+Llt))=<xlU(t+Lft·, t) I 中 (t)>. ·(8.32) 

由于我们尚不大擅长于这些抽象的东西，让我们把振幅投影到一个确定的表象中． 如
果将(8.81)式两边都乘上句，就有

＜心 l 心 (t+Llt)) =妓 IU(t+Llt, t) 悼(t)>. - . ·(8. 83) 

我们也可将 ltf,(t)>分解为基础态：
知的+LI分>=~<引U(t+Llt, t) I怀肚(t)). {8.34) 

可以这样来理解 (8.34) 式：如果用Qi(寸) =,<引申（古））表示时刻 t 处在基础态 d 的振幅，

那我们就可把这个振幅（记住，这只是个数！）看成随时间而变．每个 a, 成为t 的一个函数．

而且我们对这振幅怎样随时间而变也有些了解．每一个(t+.dt)时刻的振幅跟 t时刻的所有• ,.-, 寸,_- - - - -. 

甚振幅与一组系数的乘积成比例．称U矩阵为 U11, 意即

, ( 玑=<0lUlj>.
那就可将(8.34)式写成 --

.. 

O,(t+Llt) =乏玑(t+.dt, t)Oi(t.). ',~ ~ 飞

, , ,, (8.35) 

这就是量子力学的动力学的样式．
但是，除去一件事外，我们对 Ui; 知道得还不多．我们知道当出趋千零时，不会发生任

畛况一－我们将得到原有状态．所以， uii今1, 而对仔j, u, 广戍换句话说，如4七汾，
[}, 户沁．我们也可认为，对小的出，每个系数 u;,与加的差应当是个与出成比例的量，于
是可以写出 · 

U,1=沉+K11出． ，会 '(8.36)

然而，由于某些历史的与其他方面的原因，通常由系数K,i 中提出因子(-i,/九） 1), 我们乐意
将(8. 36)式写成

心俨 、

, i 玑(t,+Lff,, t,) =加一一才丑·11(t) Llt,_ 
九，个

(8.37) 

当然，这与(8.部）式相同如果你们愿意的话，它正好定义系数丑,J(i). HiJ 项正是系数

1) 这里在符号上遇到一一些麻烦．在因子(i几）中， i 的意思是虚数单位✓=I, 而不是表示第｀个基础态的指标 ii我
．一---一-~ .• 一-----~飞占飞

们希望这不会使你们太感迷惑． , I','. . ; 
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玑（姓，右）对妇的导数在妇＝妇=t 时的值．

将 U 的这种形式用于 (8. 郘）式，我们有

O;(t+Ll~) =沁飞汇(t) Llt]O;(t). (8'.38) 

对加项求和，正好得 O;(t), 可将它移到式左边．再除以 .dt, 我们就有了一个可以认为是导

数的式子

" . , 
, . 01(t+Llt)-O,(t) . 

、 Lit
＝－上~H,,(t)01(t)

九 j

或？

碎皿－＝吝玑(t)O;(t). (8. 39) 

你们记得， O,(t) 就是（时刻 t)在其中一个基础态 i 找到状态山的振幅＜引盼．所以

(8.39)式告诉我们每个系数<01申＞怎祥随时间变化． 但这等于说(8.39)式告诉我们态中如

何随时间变化，因为我们就是利用振幅＜心 1 中＞来描写中的．中随时间的变化由矩阵江贮来描
写，丑｀＇当然必定包括我们为使系统发生变化而给予它的作用. H,, 包括状况的物理内容，
而且一般说来它依赖于时间，如果我们知道了它，我们对系统随时间变化的行为就有了完
整的描述．所以 (8.39)式就是我们世界的动力学的量子力学定律．

（应指出，我们所取的总是一组固定的，不随时间变化的基础态． 有人用的是会变化的
基础态气但这类似于在力学中使用转动坐标系，我们不想陷入这种复杂的情况．）

§8-5 哈密顿矩阵

这样，问题的思路就是，为了描述慧子力学的世界，我们需要选取一组基础态~,并通过
J一J 尽还,.. 心u·n~ 夕

生什么事情的任何问题．所以必须学会求得在任何物理状况下的H的规则一—－这些物理状
况相当于磁场、或电场，等等．这是最困难的事．例如，对新的奇异粒子，我们根本不知道该

用什么丑竹．换句话说，没有人知道整个世界的竖全的 H计．（部分困难是，当人们甚至不知

道基础态是什么时，当然很难指望他会发现H;;!)对非相对论性现象及某些其他的特殊情

况，我们确有很好的近似．特别是，我们具有描写原子中电子运动即描写化学所需要的形式．

但我们不知道对于全宇宙而言完整的正确的且是什么．
系数肛称为哈密顿矩库或称为哈密顿算符．（活跃于十八世纪三十年代的哈密顿怎

么会在一个最子力学矩阵上得到名声的，乃是一段历史故事．）最好称之为狸覂座座：其理
由在我们应用它时就会明白．所以全部问题就是：找出你的哈密顿算符I

- ___ - : °; ·. ! 

哈密顿算符有一个可以马上推得的性质，那就是

• - . , - - H,;,=丑JI, ·• . ·(8. 的）

此性质来自千以下的条件系统处在茎土态的总儿率不会改变．如果起初有一个粒子—
一个物体或整个世界，那么随着时间的流逝你得到的仍然是它． 在某处找到它的总几率是

~IO,(t) 尸，

它必定不随时间而变．如果这对任何初始状况申正确，那么 (8.40)式也必定正确．
作为第一个例子，我们取一个物理环境不随时间变化的情况，意思就是性畟物理条件与

时间无关，于是H与时间无关．没有什么人将磁铁拿进拿出．我们还取一个只要用一个基
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础态描写的系统，这是一种近似，一种对千静止氢原子或与之类似的体系所可以作的近似．

于是(8.39)式就成为

, 吐启 =H心， (8.41) 

只有一个方程一一这就是一如如果丑辽是常数，这个微分方程很容易解得：
01=(常数）e-<1八）Hut. · ·. (8.42) 

这就是具有确定能量E=丑工的状态与时间的关系•. 你们已看到为什么应该称H·11 为能量

矩阵了．它不过是能量概念对于更复杂情况的推广• \' I • • 

接着，，，为了再多理解一点有关方程的含义，可我们来研究具有两个基础态的系统． 这时

(8.39) 式成为

.''. 

' 、,,., l 

林坐=H必+H心，, dt 

钻帮=H迅+H心．
(8:43) 

如各个丑仍跟时间无关，你们会很容易解出这个方程组．为提高兴趣，我们将这留给你们去

尝试一下，后面我们将回过来解这个问题．的确，只要H系数与时间无关，你们就能够在不
知道丑系数的情况下解量子力学问题．

、

, ，．、、

§8-6 氨分子

现在我i门要来，向你们说萌怎样使用量子力学的动力学方程去描写某个特定的物理系
统．我们举一个有趣而又简单的例子，在这个例子中通过对哈密顿算符作一些合理的猜测，我
们可以求得某些重要的一一甚至实际的一一结果 我们打算考虑的是可用两个态描写的情
况：氨分子．
氨分子有一个氮原子和三个氢原子，氢原子都处在氮原子下面的一个平面上，所以这个

~-~ 的中所示的那样这个分子像任何祥有无穷多个状态．它可以绕任何可能的轴自转， 0 
可以朝任何方向运动，可以在内部发生振动，等等，等等．因此，
它根本不是个双态系统． 但我们想作个近似，即认为所有其他
态都固定不变，因为暂时它们并不包括在我们所考虑的情况里．
我们将只考虑分子绕其对称轴的自转（如图所示），它的平动动
量为零，并且它的振动尽可能地微小．这就限定了所有的状况，

只有一点除外：对氮原子来说仍然存在着两种可能的位置一一
~---_-_-_·c一_-_-_-_-_-_-_一--~-------------_---_- _- ------~---_-_-------- --_-- ----, 

它可以在氢原子平面的一侧或另一侧，如图 8-1 (a)及(b)所示．

. 所以我们将把分子当作双态系统来讨论． 这就是说，我们实际

上打算考虑的只有两个状态，而假设所有其他状态都保持不变．

你们看到，即使我们知道分子以一定角动最绕轴自转，以一定的
动量运动，以及以确定的方式振动，但仍然存在着两种可能的状

i功

I办

/' 

态．氮原子在“上面”，如图8-l(a) 那样，我们就说分子处在态 图8-1 氨分子的两种等价
11), 而当氮原子在“下面为如图 8-l(b)那样，就说分子处在态 的几何构形

怮． 我们将把态 11)及 12)取作分析氮分子行为的一组基础态． 任何时刻分子的实际状态
. 
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冲＞可由 Oi叹11 妗即处于态11)的振幅，及0尸(2 蚀＞即处千态 12)的振幅表示出来．于是，
利用 (8.8) 式，可以把态矢量 I ifi>写作

I it,>= I 1><1 I it,>+ I 2><2 I it,> 
圉= 11)01+ 12)02. . (8.44) 

有趣的是，如杲知道在某个时刻分子处在某态，那么稍过一会儿它就将不再处千同一

态了两个0系数将依(8. 结）式而随时间变化，该式对任何双态系统都成立．例如，假定你进行

过某种观察一或者对分子进行过一定挑选一一因此你包遴分子垫翌处在态11). 在稍后一
时刻，会有一定机会在态 12)中找到它．为了求出机会有多大，我们必须去解那个告诉我们．

振幅如何随时间变化的微分方程．

唯一的麻烦是我们不知道在 (8. 钻）式中用什么作系数H,,. 然而，我们俚整讲出一些东
西来．假设分子一旦处在态 11), 它就不再有机会进入态 I纷，反之亦然．于是丑1Jl 及丑Jll 都应
为零，从而 (8.43)式变为

或

钻詈=H哟， 芞导=H迅
很容易解出这两个方程，解之即得

俨、，

01=(常数）6干／九）Hut1 OJ!= (常数） 6一(1/A)Hut. · (8.45) 

这正是具有能量趴＝丑辽， E2=H过的座坴的振幅．然而，我们注意到，对氨分子来说，两

个态 11凄心有确定的对称性．假如自然界真是合乎情理的话，矩阵元且 1 与H江应当相
等．我们都用砒来表示这二者，因为它们对应着如果H扭与H21 等于零时状态所具有的能
量．但(8.45)式并没告诉我们氨分子的真实行为．原来，氮原子有可能钻过三个氢原子而
翻到另一边去．这是十分困难的，越过一半路程也需要大量能量．如果氮原子没有足够的
能量那它怎么穿过去呢？这里存在着它竖穿过势垒的惹工振幅．在量子力学中有可能很快
地穿过一个在能量上禁止的区域，所以，确实有一个小的振幅使开始处千态11>的分子跃到
态伐＞．系数H立与H江并非确实为零．由对称性，它们也应当相等厂~至少在大小上如
此．事实上，我们已经知道，一般来说， H,1必须等于 H,1 的共辄复数，所以它们只可能在相
位上有差别．结果表明，（正如你们将会明白的）即使让它们彼此相等也并不失一般性．为
以后的方便，我们让它们都等于一个负数，即取且卫 =H.21= -A. 于是就有下列一对方程：

的1 . ·, 

心九一＝矶01-A02,. d'b 
(8.46) 

小钻d02 • • 
;d'b —＝玑心-Ao1: (8.47) 

这个方程组够简单了，可以用随便什么方法去解． 有一种方便的做法如下．取两式之

，嘈

, . 
.. 
, 、

蛐

、.
,
1
.

' 

- -

'1 "' 
. 

',, . .'' . 

. ' . '气泛

飞

它的解是
。1+02=屯tr"1九）（岛-A)f0

,~` 

飞， '1(8.48) 

然后，再取(8.46)式与(8.47)式的差，就有

d - ' 心沽(0:1.-Cla) 一（趴+A)(01-0~)
• 

`` 

. 
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由此得
。广。:a=be一(I/九） (Fl平）t (8.49) 

我们已称两个积分常数为＂与 b, 当然，它们必须选得使对任何特定的物理问题能给出适当
的初始条件．通过加，减(8.48) 与 (8.49)两式，我们得到01 与 O尘

。1(t) =巴 6一(i/71)(瓦-..t.>t b -<仇）（趴＋心
2 

+-8 ., 
么

, 

0.!i(t)=乌妞）（队-A.仁江-(i/九）(E, 于A)f
2 2 . 

它们除第二项的符号外都相同．

(8.50) 

(8. 51) 

我们已求得解答，但它们的意义是什么呢认晕子力学中的麻烦不仅在千求解方程，而且
在于理解解答的含义是什么！）首先，注意若 b 一0, 两项具有相同的频率£,)= (Eo-A)九．如

果一切都以同一频率变化，就意味着系统处在某个确定的能量状态中一一在这里能量是

(Eo-....4.). 所以存在着一个具有这种能量的定态，这时两个振幅 01 与 Oa 相等．我们得到

如下结果：如果氮原子在“上＇，面或在“下“面具有相同的振幅，则氨分子就有础定一的能慧
（丑。-A).

当 a;=O 时，还有另一个可能的定态，这时两个振幅都有频率 u>= (E0+A)/九所以，若两

个振幅等值反号，即0:i= --01, 则存在另一种具有确定能量（趴+A)的定态．这是两个仅有
的具有确定能量的状态．下章中我们将更详细地讨论氨分子的状态，这里我们只提两件事．

我们推断，里艺氮原子有一定的机会从一个位置跳到另一个位置，所以分子的能量并不
正好是我们所预料过的岛j 而是有(E。+A)与 (Eo-_..A)两个能级．不管分子具有怎祥的能
量，四勺每一个可能的状态都”分裂“成两个能级．我们说覂＾个状态，是因为你们记得，我
们当初挑出了一个特定的转动态，内能态，等等．对这样的每一个可能情况，由于分子的翻
转，都存在双重能级．

现来问下面一个有关氨分子的问题．假设在 t=O, 我们包遴分子处在态11>,换句话说，
。1(0) 一 1, Oa(O) 一o. 那么在时刻 t 发现分子处在态 12>的几率有多大，或者，在时刻 t 发现
分子仍处在态 \1)的几率有多大？初始条件告诉我们 (8.50) 及(8.51)式中的”与 b 是什么．

设 t=O, 就有
01(0) =宁=1. Oa(O) =宁=0.

显见 a=b=l. 将这些值代入 01(i)及 02仿的表式，经整理后有

以上两式可改写为

两振幅随时间作简谐变化．

如） =6一（｀八）E,t(6 
(i/九）At+e一（仇）At 2). 

02(t) =e-OI九）E,t(6 
CV九）At_6一0/ll)Af2). 

01(t) =矿“八）E,t呻 At/九，

O设） ='be一(l/九）E,t s:in A寸／九，

时刻 t 在态 12>找到分子的几率是 02(夕）的绝对值平方：

(8.52) 

(8.53) 

. I研） lll=sin逵 (8.54)
九．

几率开始是零（理应如此），增大为一．然后在零和一之间来回摆动，如图 8-2 的曲线 P.1
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所示．分子处在 1吟态的儿率当然不会保持在 1. 它“倾卸“入第二态直至在第一态找到分

子的几率为零，如图 8-2 的曲线正所示．几率就这样在这两者之间晃荡．
很早之前我们见到过两个弱耦合的等长摆所发生的情况．（见第一卷，第 49 章）．当我们

将其中一个拉向一边然后放开，它就会摆动，但渐渐地另一个开始摆起来．不一会第二个摆
获得了所有能量．接着过程逆转，第一个摆又获得能量．情况完全相同．能拭来回交换的

速率取决千两摆之间的耦合－—－即“振动“得以漏过去的比率． 你们该还记得，对两个摆存

Pt 在两种特殊运动一—每种都有确定频率一一我们称

\ 
r、

、 I,. \ 
I \ 

之为基本模式． 如果将两个摆一起向一边拉开，I 它

们就以一个频率一起摆动． 另一方面，将一摆向一

边拉开而将另一摆向另一边拉开，就会有另一种稳

0 旦竺
,,,,.,, -~ ~. -·C -'. 
如北石r $ 定模式，它也具有确定频率．

: • ·.~2 士士

（岭为单证） , 你看这里我们有一种类似情况一一氨分子
在数学上就像一对摆． 这是两个频率亡尸

跁 8-2 乌是当 t=O 时处于 Jl) 态的 (E。+A)凡及(E。 -A)几，各对应于它们一起振动
氨分子在 t 时刻仍发现处在」 l) 态的儿

和反相振动．率；约是在」纷态发现氨分子的几率
摆的类比并不比同样方程具有同样的你这条原

理深刻，多少．振幅的线性方程 (~,-89) 非常像谐振子的线性方程．（事实上，这就是在经典
！射率理论成功后面的理由，在这种理论中，我们用谐振子代替了景子力学的原子，即使

经典丘税这也术是一种对千电子绕核转动的合理观点．）如果你将氨原子拉向一边，你就会
得到这同个频率的叠加，从而得到一种拍现象，因为系统不再处于这个或那个有确定频率的

｀入. . . : . -__ -_-_-、..w. 

，状态了．然而，＇、氨分子的能级分裂全然是一种蜇子力学的效应． ,.,·. 

氨分子的能级分裂有重要的实际应厅，我们将在下章中进礼描写； 我们终于有了个陡

利用息子力学宋卫解的实际物理间题的例子！
'. ·'' . •.'、~ ~ . ,.t. ·, . ,,., ... , ... ' 

' 

' 

•' 

' 

.. ., 

,,, 
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9 
氨微波激射器

' 

§9-1 氨分子的状态

本章我们打算讨论量子力学在一个实际装置－—-氨微波激射器上的应用．你们也许会

奇怪为什么我们停下量子力学形式上的展开而去研究一个特殊问题，但是，你们会看到，这

个特殊间题的许多特征在量子力学的一般理论中相当普遍，如果仔细考察了这个问题，你
们将学到许多东西． 氨微波激射器是个产生电磁波的器件，其工作原理系建立在我们上一

章简单讨论过的氨分子性质的基础上．让我们先把上章已经得到的东西概括一下．

氨分子有许多状态，但我们只将其视为双态系统，即只考虑分子处于任何一种特殊的转

动或平动状态时所发生的事情．双态的一个物理模型可以描绘如下．设想氨分子绕着通过

氨原子并垂直千氢原子平面的一根轴转动，如图 9-1 所示，那么仍然存在着两种可能的状态

氮原子可以在氢原子平面的这边或那

边．我们称这两个状态为 [1)及j2). 这两

个态就取为我们分析氨分子行为的一组基

础态，

在一个具有两种基础态的系统中，系

统的任何态悼＞总可用这两个基础态的线

性组合来描写，这就是说，存在着处千一种

基础态的一定振幅 01, 及处于另一种基础

态的振幅 o~. 可以把系统的态矢量写成
灿>= [1邓+I纷03, (9.1) 图 9-1 氨分子双基础态的物理模刮

式中 01=<叶妗， Oa"'."<2 凇． 具有电偶极矩勺

这两个振幅随时间变化的关系满足哈密顿方程(8.钻）式．利用氨分子的两种状态的对
称性，可取Hu=E正岛，及H辽=H21= -A, 从而得到解［见~8.50)式及(8.肛）式］

` 
` 

'.. 
" .' 

11) 12) , : , 

01=旦矿”八）吩A)t'b 一（仇邓寸A)t
~ 

十一 6
2' 

(9.2) 

b - . 
q,=旦 e一（《八）（队一A)f ___ 6一(i/九）(E平）t
如 '2 心. 2 .'~. (9.3) 

我们现在要更仔细地考察这两个一般解答．假设分子原先处在系数.,, 为零的某个态
悼心，那么当 ~=0 时，处于态 11)及 1-2)的振幅相等，并且它们将一直这样保持下去．它们的

壬 t一＿一＿一_-_-_-_-_-_-_ - ---一---_-_一＿－＿二----_-_-_一_-_-_-_-__ -_-

相位以同样的方式，即以同样的频率(E0-A)凡随时间变化．类似地，如果我们将分子~置千
a,=0 的某态如＞，振幅 02 等千 01 的负值，这个关系也将、一直保持下去，这时两个振幅都以

频率(E。+A)几随时间变化． 以上所述就是 01 与 02 之间的关系与时间无关的仅有的两

种可能状态．
我们已经找到了振幅的大小不变而相位以相同频率变化的这样两个特解，按§7-1 的定

_-_ -_ - - - -
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义它们是座垄意即具有确定能蜇的状态．态炒沁具有能量 En=Eo-A, 而态 l中分具有能

景趴=E。+A. 这两者是可能存在的仅有的两种定态，所以我们发现分子有两个能级，能

量差为 2.A.'(当饶我们指的是相对于原先假设中所给定的转动和振动状态而言的两个篮

级）”
--如果氮原子没有上下翻转的可能性）就得取A等千零，于是两个能绒将在能量瓜处彼

此叠合．但实际能级并不是这祥J 它们的平均能抵是 E。}但它们分裂开距 E。为士A, 在两个
，一_-,_-_一－＿

状态的能量之间造成 2A 的间隔．实际上，由于A非常小，能侬差也非常小．
为了从原子内部激发一个电子所需要的能豐相对而官是很高的—一需要可见光或紫外

-_- ___ -

光范围的光子．为了激发分子的振动，需要红外光范围的光子．如果讲到转动的激发，状态
-_ - -

-_---_一，

的能量差就对应千远红外光的光子了．但能量差如l 低于上述任何值，事实上，它低于红外
而正好进入微波区域．实验上发现，有一对间隔是 10-'4eV-,---相应于频率 24000 兆周的能

级．显然这意味着 2.A=hf, 即/=24,000 兆周（对应的波长是 1.25 厘米）．所以，这种分子
在跃迁时发射的不是通常意义下的光，而是微波． 、 ,k 

为以下的讨论，我们要稍稍改进一下对这两种具有确定能量的状态的描写管 假设我们
取两个数 01与 Oll的和而得到一个振幅 On:

, 011=01+0a=<1 陟>+<21吟. . (9 .4) 

此式的意义是什么？这正是在某个新态III>中找到态心＞的振幅，而在这个新态中，原有
基础态的振幅是相等的，如果把 Ou 写成<II陟＞，则可从 (9.4)式中抽出 l<P)一一－因为此式对
任何少成立，从而可得

. ,·. 

此式同下式意义相同

态 III>处于态 11>的振幅是

<III=<叶 +<21,

III>= 11)+ 12), 

,, ＾、

(9.5) 

＜川 II>=<口 1)+如2),'

显然这芷好是 1, 因为 11)及 L2>是基础态．态 III>处在态厄＞的振幅也是 1, 所以态 111>是一
个处在两个基础态11)及 /2)中具有相等振幅的状态．

但是，我们碰到了一点麻烦．态 III)处在这主或覂主、础态的总几率大于 1. 不过这只
是意味着该态矢量未适当地”归一化”，如果记得<IIIII〉 =1, (这必须对任何态成立）那我们
就能够消除这个麻烦．利用一般关系式'

<xl<P〉ff'~<小＞＜引吩，, 
设O及 x 都是态 II, 并对基础态 11〉及 12>求和，就有
，也III>=<HI 1如II)+<IIl2沁IIi>. l 

如果改变(~心式的知的定义）而将句写为

＂一1/五[01+0,J.
那么前式就如所应当的那样等于 1. ' ' 

同样，我们可以构造出一个振幅

. . : 
,, \ 

1) 和后在阅读诚与别人交谈时，如果有个区分阿拉伯数字 1及 2 和罗马数字 I及 II 的简便方法将是有益的． 习
们觉得对阿拉伯数字保留"o屿＇，和气wo"的名称，而用"ein炉及"zwei"来称呼 I及 II 是方便的僖然称作"unus'
及“知t>"也许更合理幽）．（以上外文分别是英文、德文和意大利文”一，和“二“的意思．一一译者注）仁
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01=1/.J了 [01- 乙］，
或

01=1/喜［＜川仍-<21 吟]. - (9.6) 

这个振幅足态 1吟在一个新态 II>上的投影，这个新态处在态 11>的振幅与处在态 1纷的振幅
差一符号．即(9.6)式的意义与下式相同：

, . ＜叶 =1/✓了［＜叶一剑］，＇
或 .' 编心

11)=1/喜[11)-1 纷］，
,. 

(9.7) 
由此可得 , ' 

＜川 1)=1/../了＝－如1).

我们做所有这一切的原因在千，态 II)及山汀但也慰任兰旦壅堕芝堕坴，用它描写氨分
子的定态特别方便．你们记得，作为一组基础态要满足

<ilj>= 沁．
我们已使

<I II> =<IIIII> =1. 

由 (9.6)式及(9.7)式很容易证明

汇II) 一 <II 扛)=0.

任何态O处在我们的新基础态 H过如 II)中的振幅 01一 <Il<P>及 OII 一 <IIl<P>也必须满

足式(8.~9)形式的哈密顿方程事实上，若从(9.2)式中减去 (9.3)式然后再对 t求导，就有

祜帮=(E。+A)Or=琴. . (9.8) 

如取(9.2)式及(9.3)式的和再对 t 求导，就得

叶启＝（砒-A)Ou=En如
用 I~和III)作基础态，哈密顿矩阵具有简单的形式

Hi;x• 趴, H1.n""'O, 

Hu,1=0~ 丑II,n=En·.

(9.9) 

.. 
j 

注意 (9.8)式与(9.9)式看起来都正好跟§生6中在单态系统下所得的方程相仿．对应于某
一个确定的能量它们具有简单的随时间作指数变化的关系．处在每个态的振幅各自独立地

随时间变化
当然，我们上面所找到的两个定态伽＞及1中心是方程(9.8)及(9.9)的斛．对千态 l扣＞

（这时 01== -Oa)有 ~ 

, 01=8一(I八）心心， Ou一Q. · , ·.. ;(9.10) 

而对态1中心（这时 01=0.11)则有 '_·, -
, -0/ll)(Bo一”01=:(), (JII=IJ . • 心，

假设我们将 (9.1Q)式乘以态矢量 1办且我们得到
II)<II 小>= II>e玉／九）(E。 +A)t,

然而别忘了 II><II 一 1, 所以上式就等于说
1扣>=II沁＂八）（氐+A)'.

~9. 卫·)
',, ., 

` 夕” ... 

这就是说，定态态矢量 1中心与基础态矢量 ll>的差别只在于有个与状态能量相应的指聚因
子．事实上，当 t=O,

. 
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悼心 =II>,

态 II>的物理形态与能量的(E。+.A) 的定态相同．同样，对第二个定态我们有
1 中n)= /II)e一(I/九）(E。-A)t1

犁 tr>正是 't=O 时能量为(E0-A)的定态．于是我们的两个新基础态II)及 III>在物理上与
具有确定能量状态的形式相同，但去掉了指数时间因子，因而它们可以成为与时间无关的基
础态．（下面我们会发现不总是去区别定态 l 扣＞和 1 中心以及它们的基础态扛＞和 III>是方便

的，因为它们的差别只在于明显的时间因子．）

总之，态矢量 II汁及 III)是一对基础矢，它们适合于描写氨分子的确定能态．它们与原
有基矢的关系是

11)=1/喜[11>-I 纷]:, III)=l/✓ 了 [11)+1 纷］．
处在 11>及 III>中的振幅跟 01, O.a 的关系是

(9.12) 

Or= 1/ ../2 [01一句， 01i=l/喜[01+0.a]. (9.13) 

任何状态都可用 /I)及 /2)的线性组合表示一－一系数为 01 与 O.a, 或者用定能基础态 fl) 及
III>的线性组合表示－—-系数为 01 与 On. 于是

!@).= /1)(九十伪O.a,
或 : 

凇)= (I)Ox+ III〉。II.

第二种形式给出了在能量为趴=E。+A 的状态或在能僭为趴＝砒-A 的状态找到态 1@>
的振幅．

§9-2 静电场中的分子

若氨分子处在两个确定能态之一，我们以某种频率o扰动它， o 满足加）=Er-Eu-

2A, 这时系统就可能由一个态跃迁到另一个态．或者，如果它原来处在较高能态，它就可能
变到较低能态而发出一个光子．但是为了诱发这种跃迁，你必须提供一种与状态的物理联

系手段一一某种扰动系统的方法．必须有某种外部机构如磁场或电场来影响状态．在现在
所讨论的特定情况下，这些态对于电场较敏感．所以，接下来我们来考察氨分子处在外电场
中的行为. ·"', . • ''' • ' . 、 ` 

为讨论电场中的行为，我们将回到原来的基础态 j1)及 12>, 而不使用 JI)及III>.假设在
垂直于氢原子平面的方向上存在一个电场．暂时不去考虑氮原子上、下翻跳的可能性，那么对
千氮原子的两种位置，这个分子的能量是否相同？一般说不相同．电子更倾向千靠近氮原子

核而不是氢原子核，所以氢原子略带正电． 实际的带电量取决于电子分布的详细状况．要

精确描写出该分布的情况是个复杂的问题，但无论如何净结果是氨分子具有一个电偶极矩，

如图~1 所示．我们可以在不知道电荷位移的方向与大小的详细情况下继续进行我们的分

析．但为了跟其他人的记号相一致，让我们假设电偶极矩是µ.,方向丛氮原子垂直指向氢原
子平面．

当氮原子由一边翻转到另一边时，质心并不会移动，但电偶极矩则反转．由于这个偶极

矩的存在，分子处在电场g中的能量将取决于分子的指向1). 按照上面所作的假定，如氮原

; 1) 很抱歉，我们不得不引进一个新的记号，因为我们巳经用 p 和卫来表示动量和能量，所以不想再用它们来表示偶
极矩和电场．记住，在这一节中µ是座偶极矩．

. 
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子的指向沿着场的方向，势能就高，如与场方向相反，势能就低，两种能量的间隔将是 2µ,矶

在到此为止的讨论中，我们只假设了 E。与A的值，并不知道怎么去计算它们．根据正

确的物理理论，应有可能根据所有原子核和电子的位置与运动来计算出这些常数． 但从没
有人作过计算，这样一个系统包括十个电子和四个原子核，计算实在是个太复杂的问题．事

实上，关于这个分子的情况，没有人知道得比我们知道的多许多．人们所能够说的只是，当

存在一个电场时，两种状态的能量不相同，其差值正比于电场．我们已称比例系数为 2µ,, 但

其值必须由实验确定．我们也能说分子翻转的振幅是 .A, 但此釐也必须由实验测定．投：有

入会告诉我们µ和A的精确的理论值，因为详细计算实在太复杂，不好做．

对千处在电场中的氨分子，我们的描写必须改变．如果不考虑分子由一个位形翻转到
另一个位形的振幅，我们就会预期两个态 11)与12)的能量是(E吐µ,,%'). 按照上4章的做法，j
我们取

H卫=Eo+µ,扩， H迎＝趴－肛r.• . . . . (9.14) 

我们还假定实际上所能够施加的电场不会显著地影响分子的儿何位置，因此，也不会影响氨
分子从一位置跳至另一位置的振幅．于是可以认为H扭与H21 没有变化，这样

, 且立一出i=-,.A.. (~.15) 

现在我们必须来解具有这些新H计值的哈密顿方程cs:43) 式． 我们本可以像过去那样来解
方程，但因为以后有几种场合需要双态系统的解，让我们对一般情况下的任意丑矿一－只假
定它们不随时间变化一一劳永逸地求出方程的解来．

我们要求下列一对哈密顿方程的一般解：
幼d01/dt=H哟+H必，:'
祜d02/dt=H2101+H必石．

, 

由千这些是常系数线性微分方程，我们总可找到作为变最 t 的指数函数的解．

找对 O已尹石两者来说有相同时间相关性的解，可以用尝试函数
01=呤一气 02=a迈气

因为这样一个解对应于能量 E刁勋的状态，我们可以立刻写出
。1=生6一(j/九）Et, 

Oa=c= 呤一（小）气
.. : ;' 

这里丑仍然未知待定，以使微分方程(9.16) 及(9.17)式得到满足．

斗 '''t

(~.16) 
(9.17) 

我们得先来

; 

,. 
(9,18) 

, 
(9.19) 

当将 (9.18)及(9.19)式的 01 与 02 代入(9.16)及(9.17)式中，导数项正好是一丑丑几乘
以 01或 02, 所以左边正好成为 EO立和 E02; 消去公共指数因子，我们得到

' · Ea1=Hu'¾+H吵， E幻=H诬1+H笠句， ·: 

或经整理之后有
, (E-H11)"1-丑过2=0,

\ 

, 

(9.20) 
' 

-H衄1+(E-H心0i2=0.
亡．

(9;21) 

这组齐次代数方程，只有在叱与 Cli2 的系数行列式为零，即当

nAt..f E-丑五一且1J

时，才对免和幻有非零解．
\', 一丑.u,E-丑泣1·

然而，当只有两个方程和两个未知数时，我们无需这种深奥的概念．两个方程(9:20)与
(9.21) 中的每个都给出两个系数”与a:i 的比，这两个比必须相等．由 (9.20)式有
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th = 
H红

aa E-H11' 
(9.28) 

由 (9.21)式有
生=E-几ll
a3 B五

(9,.24) , 

令这两个比相等，我们得到B必须满足的方程

(E-丑心 (E-H心 -H扭Hn=O.

这与解(9.22)式得到的结果相同．不论哪种解法都得到一个E的二次方程，它有两个解

(9.25) 

能量卫有两个可能值．注意两个解对能量都给出呇覂，因为Hu与丑归是实数，而
丑扭H年1=H斗丸;=IH边 I lil, 是正实数．

利用与前面同样的约定，我们称较高能态为趴，较低能态为 Eu, 于是
... .' 巫=(H卫+H心/2+ ✓(H12-H:i立/4+H过H2~, ·t9.26) 

En= (H11+H.22)/2- ✓(H立-H22?/4+H12H21, . (9.'ZT) 
在(9}8)及(9.19)式中分别使用这两个能量值，就得到两种定态（确定能量的状态）的振幅．

如果没有外部扰动，系统原先处在两态中某一个态的话，就将一直处在该态，只是相位会改
变．

可以对两种特殊情况验证我们的结果．如H卫=Hu=O, 就有趴=H11 及 Err=H.112, 这

无疑是正确的，因为这时(9.16)式与 (9.17)式之间没有什么耦合，每式各表示能景为 Hu 和

打玉的一个状态． 其次，如使H11=H.22=Eo 及 H21=H过= -A, 我们就会得到先前找到过
的解：

`』;、 矶=Eo+A 和 Er~"."Eo-A'.
对一般情况，两个解趴和 Eu 对应于两个状态，这两个状态又可称为

伽>= II>e嘀/I!)召“和 l 中u) = I I~>e-<• 八）Ent0 

处在这两个态的振幅将是(9:18)式及(9.19)式所给出的凸与 02, 其中正与伤仍待定．它
们的比值由 (9.23)式或 (9.24)式给出．它们还需满足一个条件．如已知系统处在定态之一，
那么在 11)或 [2)中找到它的几率之和必须等于 1, 即必须有

或等价地
10'. 平＋陪I'一 1, (9.28) 

(9:29) l.1J1l2+ la2\2=1. 

这些条件并不唯一地确定”与 Cll2, 它们仍有个任意的相位，亦即像 ~,a 这样一个因子未确定
下来虽然各个＂的一般解可以写出庄但算出每一种具体情况下各 a 的值来通常更方便些．

，现在让我们回到处在电场中的氨分子这一特例上去．利用 (9.14)式与(9.15)式所给定

的耳l; H过及H过的值，我们得到两种定态的能量

Er=E。+.JA乓忙夕， En=矶-.JA乓µ沪， (9. 盼）
这两个能景作为场强釭的函数已画在00 9-2 中． 当电场为零时，两个能量当然正好是

丑。土 A. 在施加电场之后，两个能级之间的分裂就增加．这种分裂起先随5缓慢增大，但最

,1) 例如；下面就是一组可能的解，你很容易验证它们：
，五

气（正知），品哗]if
丑-Hu

~'a2- [(丑刁五）斗H畔叫11{•

.. 

·,'、,', 
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后变得与扩成比例．（曲线是双曲线）对极强的电场来说，能量成为

Ex=趴＋阳=Hu, Eu=矶-µ,rff=H过. (9. 出）

当氮原子的两个位置具有相差非常大的能量时，它在两个位置之间存在着翻转的振幅这一~---_-_-_-_-_-_-_- - -----~-一＿一_-_-_-_-_-_-_-_-_ -一_-c一--- -_-_ ----_-_-_-_-_-_-_ ~---'------_-_ 了-_-_,______ , 二厂一＿＿二－一_-_-_- -_- _- _- --c-_- _-_- _-_- -一_--_-_-_-_ ---- -_ -_ _ -_ --

事实就不起什么作用了．这个有趣的间题我们后面还要谈到．
心- - -.- - ----- - - -•---•c-.- - - - - -

我们终于可以来理解氨微波激射器的工作原理了．其思路如下．首先，我们要找到一

种把处在 II>态的分子跟处在 III>态的分子分离开的方法立 然后，使处千高能态II>的分

子通过一个共振频率为 24,c»OO 兆周的谐振腔．分子会把能量交给谐振腔（交的方式将在

Bl 后面讨论），从而在离开腔时分子处在态 III>

一 之中．每一个进行这一跃迁的分子将把E=
岛+./,五， z夕夕 \ Eo+µ,I' 瓦-En 的能量交给谐振腔． 来自分子的能

量将在腔内表现的电能．
Z0+A' 

I 

E。
1.0 1.5 

-' ＿胤＿

2:0µ,~ " r;; 忑百一一一；
玉;.-A

l<H, 丿二~1

图'9-2 处千电场中的氨分子的能级

.... 

归 i i 厂~!
L------」

图 9-3 氨分子束可以用电场分离，在该电场，

中 P在垂直于分子束方向上具有梯度

我们如何使两种分子状态分离？一种办法是：让氨气由细小喷嘴射出后通过一对狭缝以成

～细束，如图 9-3 所示，然后让细束通过一个具有颇大横向电场的区域．产生电场的电极形

状要做得使电场在横越分子束时迅速地变化．于是电场的平方，砍在垂直于分子束的方

向上将有很大的梯度．而处在 II>态的分子所具有的能藏随护而增大，因此这部分分子束

将向护较低的区域偏转．相反，处在 ll~的分子将向＄王大的区域偏转，因为它的能量随护2

增大而减小．

附带提一下，对实验室中所能产生的电场来说，能量阳？总是远小于A. 在这样的情况
下， (9.30) 式中的平方根可以近似取为

. 

所以，就实际应用而言，能级是
. ·'., 

及．

小峙亨）．

趴=E。+A+J!:..
ll,ffl! 

, 成扩2

,En=E矿-A-三·

, 

而能量的变化近似与 tfll 成线性关系．于是作用在分子上的力是

F=;=五沪．
许多分子在电场中具有正比于尸的能量．比例系数就是分子的极化率．

(9.32) 

(9.33) 

(9.34) 
. 

. 

.' 
(9.35) 

由于分母中的 A

1) 从现在起我们将写 II>与 III>代替 1少心与 I.P沁． 你们必定记得实际的态 1仇＞与 lfo>是能盘的基础态乘以适当
的指数因子．
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值很小，氨分子具有异常高的极化率．所以，氨分子对电场异常敏感．（你预计氨气的介电

常数是多少？）

§釭在随时间变化的场中的跃迁～
在氨微波激射器中，处在态II>且具有能量站的分子束被送入一个谐振腔，如图9-4 所

示，而另一分子束则被弃之不顾．”在腔内将有一个随时间变化的电场，千是我们必须讨论的

一个问题就是分子处在这样一种随时间变化的电场中的行为．我们碰到了一类完全不同的

问题—一具有随时间变化的哈密顿抵的问题． 由于H;; 依赖于rff, 丑＂也就随时间而变，于

是我们必须确定系统在这种情况下的行为．
首先，我们写下待解的方程；下
祜d01/dt= (E0+立） 01-A02~:(9.36) 

伉d02/dt= -A01+(Eo-µrff)O昙..i 

为明确起见，让我们设电场作正弦变化，于是

＄可以写为

～令-

11·' 

; /~x .. ·~ 
, . U t, 11 11 ., 

＼乏,,/j I l I 1+ 

电场，
石

全部 Il

妞一一-I <ff =2苏。 cos wt=扩从6如t+e一如t). (9.37) 
图 9-4 氨微波激射器丞意图 在实际操作中频率 Q将与分子跃迁的谐振频

率吩=2.A凡极为接近，但此刻我们想使问题保持一般化，所以还是设它具有任意值．解上
述方程的最好方法是像先前那祥构成01与 02 的线性组合．千是我们将两个方程相加，除
以 2 的平方根，再利用 (9.13)式的 Or及 On 的定义，就得到

iM.Orr/出= (Eo-A)On+p, 尔01, (9.38) 

你们会注意到这与(9<'9)式相同， l只是多了一个由电场引起的额外项．类似地，使(9.36)式
中的两个方程相减，最后可得

" · . i'hdOifdt¾= (E。.fl.A)O叶吟'On. . (9.39) 

现在的问题是，怎样去解这些方程？它们比早先的那组方程难解，因为扩依赖千~, 而事
实上，对于一般的趴(t), 其解无法用初等函数表示．然而，只要电场甚小，我们可以得到一个
很好．的近似解. : 首先我们将写出':. ,, ·:.• .· I 

01 ='Yre-,<E,+A>tt九 ='Y1e"'"IC趴）t/亢，

011='>'11e寸（比~A)t/ll =-=在6刁(En)t/九·

·, 

(9.40) 

如果不存在什么电场，那么只要选取 'Yr 与和为两个复常量，这些解就是正确的，事实上，因
为处在态 JI)的几率是 01 的绝对值平方，而处在态 111<的几率是 0~的绝对值平方，仗处在态
III>的几率正好是 I'Yx l 2 或 !'Yul 气例如，假定系统开始时处于态 III>, 那么 'Yx 为零而 J'Yu 12 

是 1, 这种状况将一直继续下去．如果分子本来处在态 III>, 那么就没有机会变为态 II).
注意，我们将方程写成(9.40)式的形式的想法是，如果阳门七A小，那么解答依然可写

成这种形式，只是 'Y1 与在变成随时间缓慢变化的函数了．所谓“缓慢变化”是跟指数函数坒
钜虹［．这就是诀窍．我们利用为与 "/II 变化缓慢这个事实来得到一个近似解．

现在我们要把(9.40)式中的 01 代入微分方程(9.39)式，但必须记住 'Y1 也是 t 的函数，
因而有.'

编夕 •• • • • -

;, .·'"、 郗JOx/d't=趴'Y16一1趴f/九＋祜ar I 斗趴t/1
d古

6 . i 
呵
．

,̀ . 
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微分方程就变成
(E汀I十祜d'Yr/dt)e-<11九）B,t=E汛e一(i/r.)历'+µ,扩'Yue-<1I九）和f. (9.41) 

类似地， dOu/dt 的微分方程成为
(E1i711+彻和/dt)e一c11~>Ent = En'Yue一(I/九）Ent十µ,矿1'16一(i/h)Fl1t0 (9 .42) 

现在你们会注意到每个方程的两边都有相等的项，将它们消去，再将第一个方程乘以
6+iEnt/九，将第二个方程乘以 e丑Flnt/110 注意到 (Ei-Eu) =2.A=拉也最后就有

钻d'Yi/dt=µ,扩（寸）泸,t'Yu,

祜心Y11/dt=µ扩(t)e-iw,t'Y1. (9. 钻）

现在我们有了一对外观上简单的方程一当然，它们仍然是精确的． 一个变量的导数

是时间函数 µ,<ff(t)e如“乘以第二个变量，第二个变量的导数则是类似的一个时间困数乘以第
一个变祗。尽管不能得出这些简单方程的一般解，我们仍将就某些特殊情况求解这些方程．

我们只对振动电场的情况感兴趣（至少暂时是这样），将尔0) 取为 (9.37)式的形式，我
们发现 '>'1 与在的方程变为

祜d?'i/dt =µ; 岛 [e心+w,>t+e-如-w,)t] 布，
祜d711/di=阳fo [ei(w-wolf + e刁(w+w,)tJ 为． (9.44) 

如果必足够小， 'Yx 与在的变化率也就小．特别是跟指数项所引起的迅速变化相比，两个7
随时间的变化不会很大，这些指数项具有实部及虚部，它们以频率(w+w。)或 (w-吩）振动．
以 (w+心振动的项在平均值零附近变化得很快，因此，平均而言对 7 的变化率贡献并不很
多．这样，我们就可以作一个合理的好的近似，即用它们的平均值也就是零来代替这些项．
只要舍去它们，即可取作我们的近似式：

祜d'Yx/d忙=µ,,ff,。6一i(w-叩）''Yn,

钻心'u/dt=µ,0,。8丑(w-w,气．
(9.45) 

即使剩下的项，因其指数与(w-呤）成比例，也将变化得很快，除非 0接近千吩．只有这时
右边的变化才会足够缓慢，以至当我们对方程求关千 t 的积分时才能得到可观的量值． 换
句话说，对弱电场而言，只有那些靠近 Wo 的频率才是重要的．
在得到(9.~)式所作的近似下，方程可以精确地解出，但解法仍颇复杂，所以我们现在

不想解它，而要等到以后碰到同样类型的另一个问题时再说，现在我们将只求出近似解
或更确切地说，我们将找出完全谐振，即 w~砱时的精确解，以及频率接近千谐振频率时的
近似解．

§9-4 谐振跃迁

首先让我们考虑完全谐振的情况． 如果取 W~Wo, 则 (9.45)式的两个方程的指数均等
于 1,于是便有

饥/dt= 一 i~气，环/d尸飞气. (9.46) 
,, 

如果先从这些方程中消丢 'Y1,然后消去 'Yu, 我们就发现每个7都满足简谐运动的微分方程：

巴＝－（于）2'Y. (9.47) 

这些方程的一般解可由正弦和余弦函数组成，很容易验证，下列等式就是一种解：
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炉a cos(于） t+b_ sin (于）t, 

在=ib cos (于）t一ia sin (于）t, 

式中＂与 b 是根据特定的物理状态来定的常数．
例如，设仁，o 时分子系统处在较高能态订＞，由 (9.40)式可知这要求 t=O 时 'Yr_=1 及

Yn=O. 在这种情况下，就要求 a=1, b=O. 往后某时刻 t 分子处在态 II>的几率是 'Yr 的绝
对值平方，即

Pr=/研=oos中（于）~,\ (9.49) 

类似地，分子处于态 III)的几率是在的绝对值平方，即
下 J?u~J-Ynl 仁迤记(µ,必几) t. - -_ . (9.50) 

只要，小，并且处于谐振情况下，几率就由简单的振动函数给出．处在态 II>的几率由 1 下
玑、

降为 0, 然后再上升到 1_; 而处在态 III>的几率则由
--、 0 上升到 1, 再下降为 0.两种几率随时间的变化曲线

, 如图 9-5 所示．不用说，两几率的和总是等于 1, 分
子总符处在某个状态之中！,_-_- -_-__ -_ -7-一''

叮\' - - I以品：为单位 设氨分子通过谐振腔需要时间 T. 如果使腔长
正好满足应％叮＇九~'w!?, 那么进腔时处在态II>的

图9-5 置于正弦型电，场中的氛分子处
｀于』两种状态的几率

分子离开时必处于态 III>. 如果它进腔时处于高能
态，）出腔时就将处干低能态．换句话说，它的能量减

少了，能量不可能丢失到其他什么地方去，只可能跑到产生场的机构中去了．从而你能看清
分子能量怎么馈入谐振腔的振荡中去的有关细节并不简单，不过，我们不必去研究这些细
节沮为我们可以利用能址守恒原理．（必要时我们能够研究这些细节．但这时除了原子的
量子力学外我们还得涉及谐振腔中电场的量子力学．）
概括一下：分子进入谐振腔后，以完全正确的频率振荡的腔内电场诱发分子从高能态跃

迁至低能垄而所释放的能盘旧i馈入振荡电场．在一个工作着的微波激射器中，分子提供足
够的能扯以l维持腔的振荡一一不仅提供足够功率以弥补腔内损失，甚至还提供少量可从腔
中引出的额外功翠于是，分子能量被转换为外界的电磁场能量．
记住，在分子束进入谐振腔之前，必须使用一个分离分子束的过滤装置，以便只让高能

态的分子进入腔内．不难说明，如果你在开始时用的是低能态的分子，整个过程将沿相反方

向进行，从而从腔中取得能蜇．如果使未过滤的分子束进入，那么有多少分子取走能量就有

吵分子释放能武最终不发生什么．当然，i在实际操作中，不必使(µ,心oT!九）正好是 w/2.
对任何其他值（除去正好是听的整数倍外），都有一定几率从态 II>跃迁至态 Ill>. 但对其他
值来说，装置的效率不是 100%, 许多离腔时本来可以把一些能釐交给腔的分子并没有把能
债交给腔．
/ l在实际应用中，肵有分子的速度并不都相同，它们具有某种麦克斯韦分布．这意味着不
同分子的理想时间间隔将不相同，因此不可能一下子对所有分子都获得 100% 的效率． 此
外，还存在另一种容易加以考虑的复杂性，但此刻我们不想费心千此．大家记得腔内的电场
通常在腔中处处不同．于是，当分子漂越过腔时息分子所在地方的电场以比我们所假设的随

', .. , 

(9.48) 

. 

吵t 
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时间作简谐振荡的方式更为复杂的方式变化． 显然，必须用更复杂的积分来精确计算这个

问题．但其一般思路仍然相同．

还有另外一些制造微波激射器的方法，代替用斯特恩－革拉赫装置分离处在态 II>的分
子跟处在态 III)的分子，人们也可以让原子（像气体或固体）预先处在腔内，而用某种方法

使原子从态 JII)变至态 II>. 一种方法是在所谓三态微波激 ' 
射器中使用的方法．为此，所利用的原子系统有三个能级，如 E' 

图 9-6 所示，它们具有下列特殊性质．系统将吸收频率为 1 加1 加2胚1 的辐射（如光），以最低能级 Eu 跑到某个高能级团，然后 l ——~ —`—了—乌
迅速地发射出频率岭的光子而进入具有能噩趴的态 II>. I —-—(——尸~E:r:r 
态心有较长的寿命，因而这种态的分子数就会增多，这样，情 图 9-6 "三态＇，微波激射
况就适合千态 II>与态 lII>之间发生微波激射过程．虽然这 器的能级
种器件称为“三态“微波激射器，它的工作方式实际上正像我们所描写的双态系统一样．

激光（辐射受激发射光放大器）只不过是一种工作在可见光频率下的微波激射器．激光
的“谐振腔“通常只由两块平面镜组成，在两镜之间产生驻波．

§9-5 偏离谐振频率的跃迁

f 最后，我门想要搞清在谐振腔频率接近于、但不正好等于 6>o 的情况下，状态如何变化．
我们本能够精确解答这个问题，但我们并不打算这样做，而取一种重要情况，即电场较弱，而
且时间间隔 T 也较小，从而肛'f'oT凡远小于一．这样，即使在我们刚计算过的完全谐振的情

况下，造成跃迁的几率也较小．假设我们仍从 'Y1一 1 及 'Yn=O 开始，在时间 T 内我们预料 71
仍然保持近似等于一，而 'Yn 则保持远小千一．这样间题就很容易．我们可以从(9.46)式的
第二个方程来计算 'Yu, 取 'Yi 等于一，并从 t=O 积分到仁T. 我们得到

.'Yu 闷~1-el(w-l.d0)T 

＝｀芷Q。 l . . . (9.51) 

将此 'Yn 值用于(9.40)式中即给出时间间隔 T 内从态 II>跃迁至态 /II)的振幅．发生跃迁的
几率 P(I-+ II)是 l'Ynl·i; 即

P(I-II) = I?'卢＝巴望~2 si记 [(w一呤叩/2]j 九 ] [(w一心/2]2 . (9 .52) 

为了看出对于接近谐振频率吩的那些频率，几率如何敏感，对一段固定时间长将这个
几率作为腔频率的函数画成图像是有意义的． 我们将这样的:P(I-+II)曲线画在图 9-7 中．

（通过将纵坐标除以 w=~处的儿率值，已使峰值处的纵坐标悯整到 1). 我们在衍射理论

中已见到过这样的曲线，所以你们对它应该已经熟悉了． 当 (w-吩)...加/T 时，曲线相当
迅速地下降至零，而对大的频率偏移则再也不能质新达到可观的数值．事实上，曲线下面积

的绝大部分位于土rm/T 的区间之内，可以证明“曲线下的面积正好是 2叮/T, 并等千图中所

画的阴影矩形的面积．
让我们就一个真实的微波激射器来考察上述结果的含义.:'假设氨分子在腔内呆了适当

长的时间，比方说一亳秒，那么对fo=-24, 000 兆周，我们可以得到赞率偏移(f-fo)/fo=-
1/foT (此值为 1伊分之五）跃迁几率下降为零．显见频率必须非常接近于Wo才能得到可

-l) 利用公式J (sin五庄卢-Ao.
．一． ' - , 
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图 9~8 光谱强度J<{j,J)可以近似用它 w~ 处的值表示

观的跃迁儿率生这一效应是能够用“原子“钟获得极高精度的基础，而原子钟即根据微波激
射器原理而工作的. 

. 
呤

图9.:.7 护氨分子跃迁几率与频率的关系

., 二

,J -
俨
＇

I 

III 

1\ 

I 
. 

f
l
I
-寸,
1
1

lII 

lI 

ll 
li,j 

“ 

3-I 

、
_ 

J 

, 

，
卢
一

{_ 
、

，
编

.. · 
' 

\~, 

§9-6 光的吸收

上面的处理方法适用于比氨微波激射器更酱遍的情况．我们处理了分子在电场的影响
下的行为，不论那个场是否被哏制于腔内． 所以我们可以干脆把一束（微波频率的）“光”照

射在分子上，面后寻求辐射或｝吸收的儿率．我们的方程同样适用于这种情况，但让我们用辐
射珧度而丕是用电场来重新写出那些方程．如果定义强度／为每秒钟通过单位面积的平
嘘流，则由第二卷第27 章，我们可以写出

乒心jexBI平均一生心(~xB)极大心心 ! 

(d-的最犬值是2rf。）于是跃迁几率成为
P(I今II)~2冗［一~JJT2s的[(w一心/2]

知动20 、「（八一 '·'-\'fl /07 l! • 
(9.53) 

通常照射在这样一种系统上的光不完全是单色的． 因此，值得再求解千个问题一一就是计
算当光的频率分布在包括 wo 在内的一个宽区间上，每单位频率间隔的光强为./(<:>)时的跃迁
几率．这时，从 II)至 III>的趴迁儿率将成为一个积分：

: , ...'\; I,.; 令］式凡）主
一般来说， ~(c:c,)随D的变化将远比尖锐的谐振项来得缓慢．两个函数也许就像图 9-8所示

那种样子．，在这种情况下，我们就可以将./(心用它在尖锐的谐振曲线中心处的值..f(吩）
来代替，并将它提出积分号外．所留下的正是图9-7 的曲线下的积分；此积分如我们所知正
好等于 2叮T. 我们得到如下结果

P(I-II) =4叶忒话］凡）T. ''(9.55) 

这是个重要的结果，因为它是任丿贝分子～或原互免茎婴些兆的一般理论}! 尽管我们是从考虑
态 l,i>比态 III)能量高的情况开始的，但我1门的讨论中没有任何依赖这个事实的地方．如果
态 1)具有的能量比态」II)低， (9.邸）式仍然成立，这时P

叫； I. 1(I~II)就表示从入射电磁波覂些
能量而发生跃迁的几率． 任何原子系统对光的吸收总是与能量间隔为 Jj}一私M的两个状态
之间在振荡电场中发生跃迁的振幅有关．所以，对任何特定情况，此振幅总是用我们这里所

~, 

, 
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用的方法计算，而得到如(9.55)式那样的表式．因此，我们来强调一下这个结果的下列几个

特点。首先，几率正比于 T. 换句话说，单位时间发生跃迁的几率是常数．其次，这个几率

正比于入射到系统上的娄垦．最后，跃迁儿率正比于胪．你们该记得， µ,fff 确定了由电场谷

所引起的能最变化．正因为这一点， µ,<ff 作为耦合项也出现在(9:38)式及 (9.39)式中，就是

它导致了否则即为定态的态 II>与态 III>之间的跃迁．换句话说）对于我们所考虑的小的况
µ矿就是哈密顿矩阵元中联系态 II>与 jll)的所谓“激扰项＂． 在一般悄况下，我们要用矩阵
元<III 丑 II>(见§丘6)代替肛炙

在第一卷§42书中我们讲过用爱因斯坦系统A与B表示的九的吸收，感应发射，及自发

发射之间的关系．现在J 我们终于有了计算这些系数的量子力学程序了．我们所谓的对于双
态氨分子的 P(I➔ II)正好对应于爱因斯坦辐射理论的吸收系数 B叩．对于复杂的氨分子

无论什么人要对它进行计算都太困难一—我们已将矩阵元(III丑 II>取作为 µ,C, 并讲

明µ,要由实验得到．对简单的原子系统，属于任何特定跃迁的µ,,,...可由以下皂必计算出：
匹忑＝＜叫丑沁＝丑m•, • (9.56) 

这里H而是包括弱电场效应的哈密顿矩阵元．这样计算出的 P,mn 称为患堡堡工座堕远．所
以，光吸收与发射的量子力学理论就归结为对特定原子系统计算这些矩阵元．

我们对简单的双态系统的研究就这祥使我们得以理解光的吸收与发射的一般问题．
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其他双态系统
'令

1 

; . . ·• . §l.Oc-1 氢离子
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.' 
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主二章我们在可以把氨分子看作一个双态系统的近似下讨论了氨分子的一些特性，当
然，氨分子实际上不是一个双态系统一一还存在着转动、平动、振动等等许多状态，但每个这
样的运动状态必须用氨分子的翻转造成的两种内部状态加以分析．这里，我们想考虑在某
种近似下可视为双态系统的另一些系统的例子．有许多事情都将是近似的，因为总是有许多
其他状态存在，在更精确的分析中应当把它们考虑进去．但在所举的每个例子中，仅仅考虑
两种状态我们就能懂得许多东西．

因为我们只处理双态系统，所以所需要的哈密顿量就马上一章所用过的很相象．、当哈
密惯豐与时间免关时，我们知泄有两个具有确定的一一通常不相同的；一一能量的定态}我们
通常总是从这样的一组基础态开始分析，它们丕是这些定态，而是可能具有某种其他简单物
理含义的态．这样，系统的定态将用这些基础态的线性组合来表示．

为方便起见，我们总结一下第 9 章中的重要方程．设原来选取的基础态是 11)及 12), 那

么任何态抻＞可以表示为如下的线性组合，

|中>= 11)<叶中)+ l2)<21 中>= 11>01+ 12>02. c10.1) 

振幅 O;(即01 或 02) 满足两个线性微分方程

祜叔Jjdt = "'2,Hu01, (10.2) 
j 

这里 i 与 i 都取值 1 及 2.

当哈密顿量的各项丑正不依赖于门时，具有确定能量的两种状态（定态），即我们称为
伽＞一 II>6一(I/九）E,t 和 1 中n>= III>6一(i/h)Euf

的态具有能量

趴＝
丑11+丑立

2 
+J(H11尸）2+H尹，

(10.3) 

岛=H叮丑llll -✓(H11~H22 r +匹H江．

这两种状态的两个振幅O具有相同的时间的相依性．与定态相联系的态矢量 II>及 III> 跟
原先的基础态 1坅及 12)之间有以下关系

II)= 11泗卢- 12>知，

III>= ll)a,i+ 12>必．
(10.4) 

这些 a 都是复数，它们满足

la1I 气- la主=1,

免／少=H立/(E1-H心，
(10.5) 
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｛回 l2+ I 处尸=1,
aV吟＝且1.2/(E11-H泣．

(10.6) 

如Hu及H.22 相等一一比方说都等于E。-而且1.2=H21= -A, 那么坠=E。+A, EII=E。

-A, 从而态 11>及 /II)就特别简单：

1 
II〉=-云 [11)-12)], III>=-:-ro[!l)+ /2)]. (10.'l) 

现在我们要利用这些结果来讨论一些取自化学和物理学的有趣例子．第一个例子是氢
分子离子，一个带正电的电离氢分子由两个质子及一个电子组成，这个电子在两个质子周围

绕行着．如果两个质子相离很远，对这样的系统我们会预期有什么状态呢？答案很清楚；电
子将靠近一个质子而形成一个处于最低能态的原子，而另一个质子则仍然单独成为一个正
离子．所以，如果两个质子离得很远，我们可想像这样一种物理状态，即电子“附着“在其中

一个质子上．显然，还有另一种与之对称的状态，即电子靠近另一个质子，而第一个质子则

为一个离子．我们将取这两种态作为基础态，而称它们为 [1)及厄＞．两种态如图 10-1 所示．

当然，一个电子靠近一个质子的状态实

际上有好多，因为这种组合可以以任何

一种氢原子的激发态存在．目前我们对
这些各种各样的态并不感兴趣J 我们将

只考粘氢原子处在最低能态一基态

的情况，而且我们暂时不考虑电子

的自旋．我们可以假设在所有状态中电

,.,__ __—一一一———一一一一

0 

子具有沿名轴1) "朝上”的自旋． 图 10-1 两个质子及一个电子的一组基础态

/1>

12) 

为了从氢原子中移去一个电子需要 13.6eV 能般．只要氢分子离子的两个质子相距很

远，为将电子移至靠近两质子中点某处， l差不多仍需要这么多能量，在我们现在的问题中这
是很大的能扭．所以从经典物理的观点来看，电子从一个质子跳往另一个质子是不可能的．
然而，在量子力学中这是可能的一一尽忤可能性不很大．仍有一定的小的振幅使电子从一

个质子跑向另一个质子．作为第一步近似，我们的每个基础态 I 坅与 [2)都有能措 Eo, 这正
是一个氢原子加一个质子的能量．我们可以取哈密顿矩阵元丑n 与：丑边都近似等于趴，对
另外的矩阵元H过与丑~1 (它是电子往来的振幅）我们仍记为 -A.

你们会发现这里的事情与上两章所做的相同．如果不考虑电子能够来回跑动的事实，我

们就有能哥完全相同的两个态．然而，由于电子能够来回跑动，这个能量就分裂为两个能级，
跃迁的几率越大，分裂就越大．这样，系统的两个能级就是E。+A及Eo-.A., 带有这两个确
定能量的状态就由 (10.7) 式给出．

从解答中我们看出，如果使质子与氢离子靠近，电子就不会总呆在其中一个质子一边，
而要在两个质子间来回跳动．如果它开始处在某个质子旁，那它就将在态 11>及 12>之间来
回振动，即给出一个随时间变化的解．为了有最低能量的解（这解不随时间变化），开始时此
系统中的电子围绕每个质子的振幅就必须相等．记住，并没有两个电子—一我们并没有设
围绕每个质子都有一个电子．只有一个电子，它在这个或那个位置上具有相同的振幅，其大

_-_-~ ~ 

1) 只要磁场不很大，这种情况就能满足，我们将在本章后面讨论磁场对电子的效应，第立立中讨论自旋在氢原子
中的极小效应．
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小为11✓页
本来靠近一个质子的电子跑近另一个质子的振幅A取决千质子之间的距离．质子靠得

越近，振幅就越大．你们记得在第 7 章中谈到过在经典上不可能的电子“穿越势垒＂的振幅。这

里我们有同样的情况，电子跨越的振幅在距离大时差不多随距离指数衰减．既然质子靠近

时跃迁几率（从而 A)变大，能级的分离也就增大．如果系统在态 II>, 能量 Eo+A 随着距离

的减小而增大，所以这样的量子力学效应将产生一种压力使质子分离．相反，若系统处在态

\II), 那么如让质子靠近，总能量将塾史，于是就有覂力拉着质子靠近．两个能量随质子之
间距离而变化的大致情况如图 10-2 所示．于是我们对使丑i 离子结合在一起的束缚力就
有了一个扯子力学解释．

E' 婓 、

EO 
l 

\ 
\ 

\ 
\ 
I 
\ 

\\ 

Er=E。+A

Q.3 

ll.J 

0.1 
夕

D 
_ 

质子间距离

O>--

-0.l 

一一一一一一三

Err 

r 

一0.2 •• 

0.1 0.2 - 0.3 

D(nm) 

图 10-.2 笃离子两定态能量作为两质子 图 10-3 Ht 离子能级作为质子间距离 D 的函数
距离的函数 (Eh=l3.6eV) 

但是，我们忘了一件事．除了我们刚才所描写的力外，在两个质子间还存在着静电斥力．

当它们相隔较远时—一如图 10-1 那种情况一—"裸“质子只见到一个中性原子，因此静电力

可以忽略不计．但当距离十分靠近时，＂裸“质子开始”进入“电子的分布区，就是说，平均而

言，它离另一个质子比离电子为近．这样便开始出现一些额外的静电能，当然是正的．这个

能量一一也随距离面变化一一应包括在队之中．所以我们应当取图 10-2 中的虚线那样的
曲线表示E。，当距离小于氢原子半径时，它迅速上升．我们应当由 Eo 加上及减去翻转能量

/. 这祥做以后，能量岛及丑n就将如图垃!3所示那样随着质子间距离而变．［在这个图
上我们已画了经过更详细计算的结果．质子间距以1lc10-s厘米）为单位表出，比一个质予
加上一个氢原子的能量多出的能量，、则以氢原子束缚能——所册”里德伯“能—一1f.6eV

为单位表出］．我们看到态 III>有一个极小能量点，这就是丑i 离子的平衡位形，即最低能

卅态．这点的能量低于分离的质子与氢离子的能量，所以系统是受束缚的．单个电子起着

两个质子结合在一起的作用．化学家称之为＂单电子键".
这类化学键也常称为＂量子力学共振＇，（用我们先前描述过的两个耦合摆作类比）．但这

种称呼听起来比事情本身更神秘些．其实，只有当你从对基础态的不当选择出发—一正如我
们也做过的那样，它才“共振"!,假如你选了态 III), 你就会有最低的能态一一情况就是如此．

我们可以用另一种方式来看一下为什么这样一个状态具有比一个质子与一个氢原子低
的能量．让我们设想一个电子靠近彼此相隔某个固定但不太远距离的两个质子．你们记得

Eu=E0-A 
I 

0.4 

•• 
'
．
一
4
-
＂
－
－
＇
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当只有一个质子时，由于测不准原理，电子是“弥散＂的．电子在具有较低库伦竖能和不至束

缚在过小区域（由千测不准关系 LlpLI吐沛，束缚在过小区域将使动能较大），这二者之间寻求
-----

一种平衡．而如果有两个质子，就有更多的空间使电子具有较低的势能．它可以在不加大

势能的情况下散开一一从而降低动能．净结果就是造成一种低于氢原子的能量．那么为什

么另一种态 JI)具有较高能量？请注意，这个态是态且＞及 12>的觉．由于 ]1>及 j2)的对称性，

对于它们的差来说，在两个质子的半当中找到电子的振幅必定为零．这意味着电子在某种程
度上被束缚得更严，这就导致较大的能妞． ' 

应该指出，一旦两个质子之间的距离近到取图 10-3 中曲线的极小值时，把丑i 离子视

为双态系统的近似处理就失效了，因而这时不能得到实际束缚能的精确值．对于小间距，我

们在图 10-1 中所设想的两种“态”的能量不再恰等于丛，需要一种更精确的量子力学处理
方法．

假定我们现在问，如果不是两个质子，而是两个不同的客体，比方说一个质子与一个正

的悝离子（两个粒子仍都带有单位正电荷），情况又会怎样？在这种情况下，两项哈密顿量

Hu 与丑22 不再相等，事实上，它们将很不一样．如果出现了差(H耳－丑心的绝对值远大
于A=-丑过的情况，吸力就变得非常微弱，这可由下面看出．

如果将丑12肛=..d.2代入 (10.3)式，就有

E= 肛+H2.2 士厮-H飞1+ - 4.A2 
2 2 (H11-H22)2. 

当 (H1 —H2主远大于 A2 时，平方根就很接近等千

于是两个能簸就是

2_All 
1+ . (H11-H句j-,

趴＝丑11+A叮(H11-H22),

En=H22-A叮(H11-H心．

它们非常接近于孤立质子的能翟H11 与H22, 只是由于翻转振幅A而略有所别．

能量差趴-Eu 是
2A2 

(H11+H22) + 1 TT rr , • 

(10.8) 

来自电子翻转的附加能级分裂不再等于 2.A, 而是 2.A乘上因子.A/(H卫－丑.2!!), 该因子我们
- -

现在设为远小千 1. 此外， Ex-En 对两个原子核间距的相依性也比丑t离子小得多一一－也减

小一个因子.A/(H辽－且心。现在我们明白了为什么不对称双原子分子的束缚一般很微弱．
在我们的丑；离子理论中我们已经发现了一种对于两个质子所共有的一个电子在效果

上提供了两质子间的吸引力的机制的解释，这种吸引力即使在质子相距较远时也能存在．此
吸引力来自由于电子从一个质子跳到另一个质子的可能性所造成的系统的能量的减少．在

这种跳跃中，系统由位形（氢原子，质子）变到位形（质子，氢原子），或者反过来．我们可以用
符号描写这种过程

(H, p)干~(p, 丑）．

由此过程产生的能量变化正比于振幅A,A即能研为-w叭电子处在氢原子中的结合能）的

电子可从一个质子跑到另一个质子的振幅． ` 

当两个质子的间距 R较大时，电子在其跳跃中必须通过的大部分空间中静电势能都接
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近于零．因而在这些地方，电子就像自由粒子在真空中那样运动一一但带有奂的能量！我们

在第 3 章(3.7)式中已知道，具有确定能量的粒子从一处跑到距离,,.外的另一处的振幅正
比于

e<• 八）”片，

这里 p 是与确定能量对应的动量．在现在的情况下（用非相对论公式）， p 由下式给定

沪/2m= -WH, (10.9) 

这意味着 p 是虚数，

p=t✓ 2彻wH-.

（根式带负号在这里没有什么意义．）

于是我们应预期，当两个质子间距R大时， H; 离子的振幅A将按下式变化
e一(./江石九）R

A~ 
T> 

由电子束缚而产生的能量变化正比千 i, 千是就有一个力将两个质子拉近，此力在R大的情
况下正比于(10.10)式对R的导数．

最后，为完备起见，我们应谈及对双质子单电子系统还有另一种给出能量对B的相依性

的效应．迄今为止我们都忽略了这点，因为通常它是相当次要的一—例外正是在距离很大
时出现，这时交换项A的能盘已指数地衰减为很小的值．我们所考虑的新效应是质子对氢
原子的静电吸引，这种吸引的产生方式与任何带电体吸引一个中性物体的情况一样．裸质

子在中性氢原子处产生一个电场G(随1/R2变化）．原子便极化而呈现一个正比于5的感应

偶极矩µ,. 偶极子的能疆是 µ4, 它正比于护2 或1/R"'. 因而在系统的能釐中有随距离的 4
次方而衰减的一项．（它是对Eo的校正）此能景随距离的减少比(10.10)式给出的 A的改变

来得慢，在某个大距离 R处它就成为仅余的给出能量随R而变的有意义项，因此也就是仅余

的力．注意对两个基础态来说静电项都有相同的符号（力是引力，故能量为负），对两个定态
也是如此，而电子交换项 A对两种定态则给出了相反的符号．

(10.10) 

§10-2 核力

我们已经看到，一个氢原子与一个质子的系统具有由交换单个电子所造成的相互作用

能，它在距离R天时随R的变化是
＇，矿•R/R, ·, (10.11) 

这里正衄✓27而万凡．（当电子一一正像这里一样一一跃过它在其中具有负能量的空间时，
，人们通臂就说作了一次“虚“电子的交换．更朗确地说，“虚交换”的意思是这种现象包含了
在交换态与非交换态之间的量子力学干涉．）

现在我们可以问以下问题：在别类粒子之间的作用力是否可能有类似的起源r例如，一
个中子与一个质子门或两个质子之间的核力怎么样？在试图解释核力的本性时，汤川提拙两
个核子间的力就起因于类似的交换效应，只是在这种情况中，不是起因千电子的虚交换，而
是起因于他称为＂介子”的新粒子的虚交换．今天，我们认为质子或其他粒子在高能碰撞中

所产生的吓介子与汤川介子是一样的．＇，

作为一个例子，让我们来看看，在质子与中子之间交换一个质妞为仇g 的正叩介子（吓＋）
｀寸，会预期出现哪一种力．正如氢原子丑。可以放出一个电子．矿而成为质子 p+

I 

鲁

.
T
/
l
/
I
-
i
i
,
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Ho—p++矿， (10.12) 

一样，质子可以释放一个卢介子而变成一个中子矶

p+~ 沪＋矿. (10.13) 

所以，如果相距为B的 a 点及 b 点各有一个质子与一个中子，质子可以通过发射元十成为中

子，而 b 处中子吸收这个吓十子后就成为一个质子．在双核子（加叩介子）系统中存在一种相

互作用能，它取决于＂介子交换的振幅A-正像我们在丑i 离子中对电子交换所发现的
情况一样．

在(10.12)式的过程中，丑。原子的能量比质子能量小W豆（作非相对论计算，并略去电

子的静能叨护），于是电子具有负堕能一一或虚动量－—－如(10.9)式所示．在核过程(10.13)

中，质子与中子具有儿乎相等的质量，所以忙的垦能量将为零．对质量为叨富的叩介子，其
总能昼E与动量 p 之间的关系是

丑仁歹宁＋怓扣，

因为E为零（或至少与叨雾相比可忽略），动量又是虚的了：
tp=枷丑

利用我们对束缚电子穿越两质子间的空间势垒的振幅所作的同样的论证，得到在核情
况下的交换振幅 A,在R大时，它的形式应如

e一(m~ol九）R/R. (10.14) 

相互作用能正比于 .A, 所以也以同样方式变化．我们得到了以所谓逄四竖形式表示的两核
子间的能谥变化关系．顺便提一下，我们早先曾直接从自由空间中而介子的运动微分方程得
到过这同一公式［见第二卷第 28 章 (28.18) 式］．

按同样的思路，我们可以讨论由交换一个生竺叮介子(or;O)而产生的两个质子（或两个中
子）间的相互作用．现在基本过程是

p+--)-p飞 rn;O. (10, 15) 

一个质子可以发射一个虚式介子，但此后它仍保持为一个质子．如果我们有两个质子， 1 号

质子可以发射一个虚矿介子，这个祒介子被 2 号质子吸收．结果，我们仍然有两个质子．

这多少与丑i离子有些不同．在那里 so 在发射一个电子后变为另一种状态－—-即质子．

而现在我们假设质子可以发射一个式而不改变它的性质．事实上在高能碰撞中可观察到这

种过程．它类似于电子发射一个光子后仍然是个电子的那种情况：

e一➔e+光子. (10.16) 

在光子被发射前或被吸收后我们并没有在电子内部“见到“它们，它们的发射也不改变电子

的“性质,, • 

现在回到两个质子的问题上去，存在一种相互作用能，它是由下述过程的振幅A引起

的：一个质子发射一个中性而介子，该介子（以虚动量）抵达另一个质子而为其吸收. .A 又正

比千 (10.14)式，式中叨＂是中性叩介子的质盘．完全同样的论证给出两个中子之间相等的

相互作用能．由于中子与质子，质子与质子，中子与中子之间的核力（不考虑电作用）相同，我

们可以推断带电的及中性的吓介子的质量应当相等．实验表明，它们的质批确实很接近于

相等，微小的差别差不多是可由电子的自能校正预计到的值（见第二卷第 28 章）．

还有其他种类的粒子一一如 K 介子一一可以在两个核子间交换．两个吓介子同时被交

换也是可能的．但所有这些其他的交换“物体”都具有比叩介子质量叨＂大的静止质量叨．，而
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在交换振幅中导致依下式变化的一些项
e-(m凶八）R/R. 

随着R的增加，这些项衰减得比单个介子的项快．今天，还没有人知道怎么去计算这些高质

量项，但对于足够大的丑值而言，只有单叮介子项才保留下来．而实际上，那些只涉及大距

离下的核相互作用的实验确实表明相互作用能正如单叨介子交换理论所预言的那样．

在电磁学的经典理论中，库仑静电相互作用与加速电荷的光辐射密切相关，都来自麦克

斯韦方程组．我们在量子论中已看到光可以表示为一个箱子中的经典电磁场的简谐振动的

最子激发．另一方面，可以用服从玻色统计的粒子一一光子来描写光，由此建立起量子论，

我们在 §4-5 中曾强调这两种可供选择的观点总是给出同样的预言．那么，第二种观点是

否可以完全贯彻下去而包括胜苞堕电磁效应？特别是，如果我们想纯粹用玻色粒子即用光子
来描写电磁场的话，那么库仑力由什么而产生？

从“粒子”的观点看，两个电子之间的库仑相互作用来自于虚光子的交势．一个电子发
射一个光子一一－如 (10.16)式的反应中一样一一这；个光子跑到第二个电子那里，在同样的逆

回反应中被吸收．于是相互作用能又用 (10.14)那样的公式给出，但现在叨了由光子的静止质

最即零代替．所以两个电子间光子的虚交换给出与电子间距R成简单反比关系的相互作用
能一一这正是通常的库仑势能在电磁学的＂粒子“理论中，虚光子交换过程产生出所有的静

电现象

§10-3 氢分子

作为下一个双态系统的例子，我们来考察一下中性氢分子H2. 兴然，由于它有两个电

子，理解起来更复杂些．我们还是从考虑两个质子分得相当开时所发生的情况开始．只是

现在要加上两个电子．为了追踪它们，称其中一个为“电子 a", 另一个为“电子 b气我们仍可

设想两种可能的状态．一种可能性是“电子矿围绕第一个质子，“质子 b"围绕第二个质子，

如图10--4(a)所示．这时就只有两个氢原子，我们将称此为状态 11>. 另外还有一种可能性：

“电子 b"围绕第一个质子，而“电子 a''则围绕第二个质子，称此为状态 j2). 由情况的对称性，

这两种可能性在能量上应该等价，只是（如我们将见到的）系统的能量丕正好就是两个氢原

子的能量．我们应当提及还存在其他许多可能性．例如，“电子砍可能靠近第一个质子，而
应

E11 

0.4 

电子

胆 10-4 出分子的一组基础态

0.2 

11) 
。

, 

一0.2
12} 

一0.4
0.1 0.2 0.3 

D(nDl) 

图 10-5 对不同质子间距D的乌分子能级（趴一18.的＂



第 10 章其他双态系统 123 

“电子 b"则可能以另一种状态围绕匣二土质子．但我们将不去考虑这种情况，因为，无疑它

将具有较高的能量（由千两个电子间较大的库仑斥力）．如要求更高的精确性，就得包括这

些态，但是只要考虑图 10-4 中的两种状态，我们就能得到分子结合的实质．在这种近似下，

我们可以通过给出处在态 11>的振幅＜川心＞及处在态伐＞的振幅<21中＞来描写任何状态也换
句话说，态矢量 1 心可以写成线性组合

协>=~Ii><心 1 心＞．

往下，象通常那样，我们假设有一定振幅 A 使电子通过中间空间并交换位萱． 这种交

换的可能性意味着系统的能量是分裂的，这点我们在别的双态系统中已经见到．就像氢分子

离子的情况一样，当质子间距较大时，分裂很小．当质子彼此靠近时，电子来回跑的振幅增

大，因此分裂加大．低能态的减少意味着存在着使原子靠近的引力．当两个质子靠得很近
时，由于库仑斥力，能级又将升高．最终净结果是两种定态具有如图 10--5 所示那样的随着
间距而变的能量在间距约为o.741(1入 =10一8cm) 时，低能级达极小值，这就是真实氢分
子的质子间距．

此刻你也许正在考虑一个问题，怎么处理两个电子是全同粒子这件事呢？我们已经称它

们为“电子砍与“电子矿，但实际上根本无法说出哪个是哪个．在第 4 章中我们曾说过，对

于电子一一它们是费密子一来说，如果通过交换电子某件事能以两种方式发生的话，两个

振幅将以负号相干．这意味着如果我们把这个电子与那个电子互换，振幅的符号必须反过

来．但是，我们刚才已得出结论，氢分子的束缚态应该是（当 t=O 时）

III>=1/✓ 可(11)+ 12)). 
而根据第 4 章的规则，这种状态是不允许的．如果我们交换两个电子，就得到状态

11✓2 c 12>+ I 1>), 
这一来，符号就相同而不是相反．

如果两个电子具有相同的自旋，上述论证是正确的．确实，如两个电子自旋都朝上（或
二者自旋都朝下），唯一允许的态就是

11)=1/✓ 可（且>-I 纷）．
对这种态来说，两个电子的交换得到

1/,.,/了（心>-11>),

这正是一 II>, 符合要求。所以如果我们让两个氢原子彼此靠近而它们电子自旋的方向相同，

它们就会进入态心而不是 III>. 但请注意态 /I> 是个笆芭能态．它的能蜇－间距曲线没有
极小值．这两个氢原子将总是互相排斥而不能形成一个分子．所以我们得出结论，氢分子

不可能以两个电子的自旋平行的方式而存在．这是正确的．

另一方面，态 /II>对两个电子来说是完全对称的．事实上，如果互换我们称为 a 的电子

与我们称为 b 的电子，就恰好回到同一状态．在 §4-7 中我们曾看到，如果两个费密子处在

伺一状态，它们坠有相反的自旋．所以束缚态氢分子必定有一个自旋朝上的电子和一个自

旋朝下的电子．

如呆我们要将质子的自旋包括在内的话，氢分子的整个描述就真的复杂了，那时把分

子视为畟态系统就不再正确了．事实上应当将它看作为八态系统一—－对每个态且＞或 /2>各

有四种可能的目旋配置．由此可见我们略去自旋使事悄有点简单化．但鼓终的结论是正确
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的．

我们发现 E2 分子的最低能态一一唯一的束缚态有着自旋相反的两个电子．电子的总

自旋角动址是零．另一方面，带有平行自旋一一因而具有总角动景的两个靠近的氢原子必

定处在较高（非束缚）能态，两个原子相互推斥．在自旋与能晕间有一种有趣的相互关系．我

们前面曾提到，由于自旋平行的情况具有比自旋相反的情况更高的能量，在两个自旋之间似

乎存在一种“相互作用“能，而上述自旋与能量的关系即对此作出了另一种说明．在某种含

义上你可以说自旋试图达到一种反平行状况，而在这样做的过程中它具有释放出能量的潜

力－－－这不是因为存在若较大的磁力，而是因为不相容原理的作用．

我们在 §10-1 中看到，用巠企电子所造成的两个不同离子的结合大多是十分微弱的·
-_-_ -

若用覂主电子的话，情况就丕是如此了．假设图 10-4 中的一对质子被任意两个离子（内电子

壳层填满而带一个离子电荷）所代替，而电子在两个离子上的结合能是各不相同的． 态 [1>
和 12)的能星仍然相等，因为在每个这样的态中，都是一个电子与一个离子相结合．因此，我
们总是有与 A成比例的能量分裂．两电子结合是到处都有的，它是最常见的价键．化学结
合通常就与这种两个电子参与的翻转游戏有关．虽然也可以只用一个电子来结合两个原子，

但那是相当罕见的，因为它需要恰恰正好的条件．

最后我们想谈一下，如果电子与一个原子核的吸引能摄远比与另一个核的能量高，那么

早先所说的忽略其他可能态的讲法就不再正确了．假设核＂（也可以是一个正离子）对电子

的吸引作用远大于核 b 对电子的吸引作用，那就可能发生即使两个电子都在核 a 旁而没有

电子在核 b 旁，总能噩仍然相当低的情况． 强吸引作用可能比补偿两个电子的互斥作用所

需的还多．如果是这样，在最低的能态中，就可能有较大的振幅在核 a 旁找到两个电子（形

成一个负离子），而只有很小的振幅在 b 旁找到任何电子．这种情况就好像一个负离子带上

一个正离子．事实上，这正是像 NaOl 这样的“离子化”分子中所发生的情况．你可以看出，

在共价结合与离子结合之间所有层次的结合形式都是可能的．

现在你已开始看到，许多化学事实怎杆借助千量子力学的描述而获得最清晰的理解．

§10-4 苯分子

化学家们发明了一些优美的图案来表示复杂的有机分子．现在我们要来讨论其中最有

趣的蹈案之一一一如图 10-6 所示的苯分子． 它由对称排列的六个碳原子与六个氢原子组

成，图中的每根横线表示一对自旋相反的电子，它们起着共价键作用．每个氢原子提供一个-_ - -_-

电子而每个碳原子提供四个电子，总共包含有 30 个电子． （每个碳原子核近旁还有两个电

子，它们形成第一壳层或K壳层． 由于这些电千紧紧地受到束缚以致在共价键形成中并没

有起明显作用，故在图中没有画出它们）所以图上的每条横线表示一个键，或者一对电子，而

双键则意味着每隔一对碳原子间有两对电子．--
这种苯分子有个神秘的地方．由于化学家们已经测量了各种含有儿个苯环的化合物的

能量（例如，他们通过研究乙烯而得知双键的能量，等等），所以我们可以计算为形成这样的
化合物所需要的能蜇．这样我们就能算出苯分子应当具有的总能量．然而，苯环的实际能量

要远小千由这种计算所得的值，比起根据所谓“非饱和双键系统”而预期的情况而言，苯环的

结合要紧密得多．通常不处在这样一个环上的双键系统因其有颇大的能量而在化学上甚易

松动，这种双键通过加上一些其他氢原子很容易断开，但苯中的环则十分稳固而难以打断．
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. 
换句话说，苯所具有的能擞要比由键的图象所作的计算值低得多．

此外还有一个神秘的地方．假设我们用两个澳原子代替两个相邻的氢原子而形成邻二

漠苯分子．可以用两种方式做成此事． 如肥 10-7 所示淡原子可以象图中的 (a)那样处在双

键的两端，也可象图中 (b)那祥处在单键的两端．人们会以为邻二漠苯分子应有两种不同的

形式，但事实并非如此．只有一种这样的化合物气
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图 10-6 苯分子，＆乌
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图 10-7 正二澳苯的两种可能组态．两个澳原子可相隔一个单键或一个双键

现在我们要来揭示这些秘密－~或许你们已经猜到如何来做了，当然，要注意到苯环的
“基态”的确是个双态系统． 我们可以设想苯中的键可以取图 10-8 所示两种配置的任一形

式你会说，“它们实际上是相同的，它们应当有相同的能量．“确实如此，正因为如此，必须将
它们分解为双态系统．每个态表示整组电子的一种不同的位形，熬个结构有某个振幅 A, 从
这种配置转换到另一种配置一电子有机会由一种位形翻转到另一种位形．

我们已知道，这种翻转的可能性就造成了一个混合态，它的能量将比分开看待图 10-S
中的每幅图案而作的计算结果来得低．这一来，就有两种定态－—一一种的能抵值大于预期
值，另一种则小于预期值．因此，实际上图 10-8 所示的两种可能状态都不是苯的真正的正常
状态（最低能态），而是它处于图示的每种态的振幅都是 1/✓了．这是常温下苯化学中所涉
及到的唯一状态．附带说一下，较高能态也是存在的，我们能这样说是因为苯对于频率为
O一（瓦-E心凡的紫外线有强烈的吸收．你们记得，在氨分子中，来回翻转的是三个质子，
而能量的差处在微波区域．对苯分子，翻转的是电子，由于它们轻得多，就更容易翻转，这就
使系数 A 大得多．结果能量差也大得多，约为 1.5eV, 这相当于紫外光子的能批芞

ll) H j2) H 

古 I 
丑＼。/0"\。／H H \ a / \ c/ 丑

0 I 0 II o i a I 
H/'\_。/ "-H H/ "'a/ 洹

五 五
图 10七苯分子的一组基础态

1) 我们将事情过于简化了一点．原来，化学家认为应当有恩进型式的二淇苯：两种形式是澳原子连在相邻的碳原
子上（邻二澳苯），第三种形式是漠原子连在次邻的碳原子上（间二澳苯），而第四种形式是两个澳原子彼此相对

（对二漠苯）．然而，他们只找到三种形式-—一只有一种形式的邻位淡苯分子的形式．
··-

2) 我们的说法会造成一点误解．把苯作为双态系统时，紫外线的吸收会很微弱，因为两种态之间的偶极矩阵元是

零［两种状态在电学上是对称的，所以在我们的跃迁几率公式 (9 .55)式中，偶极矩µ为零，因而没有光被吸收.]

如这些态是仅有的状态，较高能态的存在就应当用其他方式来证实．然而，取较多态（诸如具有相邻双键的态）

为基础态的苯分子的更完全理论表明，真正的苯分子定态与我们所找到的略有不同．最后所得的偶极矩将允许

发生文中所说的由于吸收紫外线而造成的跃迁． . 
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如果用漠原子代替，会发生什么情况？图 10-7 中的 (a) 与 (b) 两种“可能性“仍表示两种

不同的电子位形．唯一的差别在于开始时所取的两种基础态所具有的能量略有不同．能量

最低的定态仍是两种态的线性组合，但两态具有不相等的振幅．比方说，处在态 [1)的振幅

会取J厉扣这样的值，而处在态尥＞的振幅的大小就会是J可孔如没有进一步的信息，我们
就不能说得十分确切，但只要两种能量丑11 与H妞不再相等，那么振幅O工与0:, 就不会再有

相同的大小．当然，这意味着，图中的两种可能性中有一种大些，但由于电子的活动性相当大，
因而两种情况都具有一定振幅．不过另一种状态具有不同的振幅（如J叮5及一J百3), 而

处千较高能量上．只有一个最低能态，而不象固定化学键的简单理论所提示的有两个．

§10-5 染料

我们再举一个双态现象的化学例子一一这次是在较大的分子水平上．它与染料的理论

有关许多染料一一事实上是大多数人造染料的特性十分有趣，它们具有某种对称性．图 :iO
-9 表示一种称为品红的特殊染料的离子，这染料呈现紫红的颜色．它的分子有三个环结构，

其中两个是苯环．第三个环跟苯环不完全相同，因为环中只有两个双键．图上画出了两幅同

样地满足要求的图案，我们会猜想它们具有相同呴能量． 但存在一定的振幅使所有的电子

都从一种状态翻转至另一种状态，而将“空”位的部位挪到相反的一端． 由千包括了这么多
电子，翻转振幅要比苯那种情况略低些，故两种定态间的能量差就要小些．然而，仍存在着

通常的两种定态 II>及 III>, 它们是图中两种基础态的和与差. II>与 III>的能量差值结果
等于可见光区光子的能量．如果将光照射在分子上，在一种频率上就会出现很强的吸收，从

菇2 而显示出明亮的色彩．这就是染料的成因！

这种染料分子的另一个有趣特性是，在图示的两个

基础态中，电荷中心处于不同的位置．结果，分子将受外

电场的强烈影响．在氨分子中我们见过类似的效应．显

'--N乌
然，只要知道队与A的数值，就可以用完全相同的数学

方法对它进行分析．一般来说， E。与 A的数值是通过汇

集实验数据得到的． 如果对许多染料进行测蜇，就往往

可能猜出某个相关的染料分子的情况．由于电荷中心的

图 10-9 品红染叶分子的两个基础态 大位移， (9.55)式中的µ值就较大，从而材料吸收特征频

率为 2.A屈的光的几率就较大．因此，染料不仅有颜色，而且颜色非常强一一少量的染料就
能吸收大益的光．

翻转速率一一从而A.-一对分子的完整结构非常敏感．改变A., 能楹分裂以及与此相关

札染料颜色就可以变化．还有，分子也不必是完全对称的．即使存在着某种小的非对称性，
我们仍看到同样的基本现象以略有修正的形式存在着．所以，通过在分子中造成一点非对
称性，就可以得到颜色上的某种变化．例如，另一种重要染料一—孔雀绿就与品红十分类似，

只是其中两个氢原子被 OHs 所代替．由于A改变了，翻转速率也变化了，所以它成为另一种
颜色．

H沁

、

4 11>

五哀
c 

/2>

§10-6 置千磁场中的自旋 1/2 粒子的哈密顿量

现在我们想来讨论包含自旋为 1/2 的粒子的一种双态系统．我们所要讲的有些内容已
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在早先几章中涉及过，但再讲一次可能有助于进一步澄清某些疑惑之处．我们可以把一个静

止电子视为双态系统．尽管本节将谈论”一个电子”，但所发现的东西将对廷包自旋 1/2 的粒
子都是正确的．假设我们选且＞与 \2)作为某础态，其中电子自旋的名分量是十九/2及一九/2.

当然，这些态与我们在前些章中称为（＋）态及(-)态的是同样的态．尽管，为使本章的

记号前后一致，我们称“正“自旋态为 11>, "负“自旋态为 12), 这里“正”与“负”指的是角动量
沿 z 轴的指向．

电子的任何可能状态中可以象(10.1)式那样通过给出电子处在态 11>的振幅 01 及处在

态心的振幅 a.. 来描写．为了处理这个问题，我们需要知道这个双态系统的哈密顿量，即处
在磁场内的电子的哈密顿量．我们从磁场沿 z 方向这种特殊情况开始问题的讨论．

假设矢量B只有 z 分扯 B•. 由两个基础态的定义（即自旋平行于和反平行于B)知道它
们已经是磁场中带确定能量的定态了．态 11>对应着等于一µ,B. 的能量气而态 12>则对应于
＋叫斗的能量． 在这种情况下，由于 01, 即处在态 11)的振幅不受 02 的影响，反之亦然，所
以哈密顿量必定十分简单：

钻必石/dt=趴01 = -µ,B.01, 

钻ilOll/ilt =丛02 = +µ,B.oll. 
对于这种特殊情况，哈密顿量是

H11=µ,B., H1ll=O, 

丑江=0, Hllll=+µ,B •. 

所以我们知道，就沿 i 方向的磁场而言的哈密顿量是什么，并且知道定态的能量．

(10.17) 

(10.18) 

现在假定磁场丕在 z 方向上，那么哈密顿量是什么呢？如场不沿 t 方向，矩阵元如何变
化？我们要提出一个假设，即哈密顿量各项所服从的一种叠加原理．更具体地说，我们想假
设：如果两个磁场叠加在一起，那么，哈密顿最中的有关项只要相加—一如果知道仅有B. 时
的丑ii, 也知道仅有凡时的耳J, 邓么，当比及比两者加在一起时的 H.; 就只是两者之和．

如果我们考虑的只是沿 z 方向的场，上述结论肯定正确一一因为若让从加倍，所有的丑”也
都加倍． 所以让我们假设在场B中H是线性的． 这就是为了对任何磁场都能找到丑”所需
的一切了．

假定有个恒定磁场B, 我们完全阻甡选取 2 轴沿着磁场方向，从而就全找到能量为
干µ,B 的两个定态．但是仅仅沿不同方向选取坐标轴并不会改变豐覂岂巠．这时我们对定态
的堕旦将会不同，但它们的能量将仍为干µ,B, 即

趴=-µ,✓ 骂＋咒+B;
和 (10.19) 

Err 一十µ,✓免千珑+B;.

剩下的事情是容易的．这里已有了能量公式． 我们需要一个与 B,,,l从及成线性关系

的哈密顿量，将它代入一般公式(10.3)式中就能得到这些能量．问题是：找到哈密顿量．首

先，注意能级分裂是对称的，其平均值为零从(10.3)式我们可以直接看出，这要求

H迈＝－丑11.

（注意这与我们已经知道的当 B勿、比都为零时的情况相符，在该情况下H11=-µ,B, 及H过

l) 我们将静止能量叭夕取作我们能量的“零点为并且将电子的磁矩µ作为负数来处理，因为µ的指向与自旋相反．~ 
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一十µ及．）现在，如果使 (10.3)式的能量与从(10.19) 式得出的能量相等，就有

（丑u-H心叮4+IH立尸＝对(B扛芘+B!). (10.20) 

（我们还利用了Ha1=丑五的事实，所以丑立丑江也可写成/H辽代）再对于场沿 z 方向的特

殊情况，上式给出

µ,2咒+I肛1:a心B; • 

显见在该特殊情况下 IH叫必须为零，这意味着Hu 中不可能有任何 B名的项． （记住，我们

曾说过，所有的项必须与 B~斗、比成线性关系．）

千是，至此我们已发现丑辽与丑22 中有含B. 的项，而且立及丑:al 则没有．我们可以作一

个满足(10.20)式的简单猜测，即只要设

- - 丑辽..,. -µ,B,, 

丑纽—u,B.,

及 IH功尸＝胪(E扫房）．
结果表明，这是覂二可行的办法！

”等一等“一一你们会说一一勺伍与B并不成线性关系，式(10.21) 给出

丑扭=庄J逻了珂．＂
未必．还有另一种堕壁垦线性关系的写法，那就是

丑立=µ,(B。 +ri,B11),

实际上，有好几种可能的写法，最一般地，我们可以写为

丑功==µ,(B。五B11)e伤

(10.21) 

这里 8 是某个任意的相角． 我们应当用哪个符号及什么相角？结果表明你可以任选一种符
号，任选相角，而物理结果总是相同的．所以符号及相角的选择只是一种习惯．在我们之前
已有人选择了负号，并取 elc)== 一1, 我们可以同样照着做而写为

H功一一µ,(B.寸B11), H.111= -µ,(B. 丑B11).

（附带地说一下，这些约定与第 6 章中所作的一些随意选择中的儿个有关，并且与它们相一
致．）

这样，处在任意磁场中的电子的完整哈密顿量是

丑11= -µ, 凡， H江= -µ,(B(JJ-,j,B11), 

H.21= -µ,(B。 +,B11), H皿=+µ,从．

而振幅队与 02 的方程组就是

休dO巩t= -µ,[B.O叶 (B(JJ刊B11)02],

钻d02/dt=-µ,[(B.,廿B11)01-B.0.11].

(10.22) 

(10.23) 

这样我们就找到了处在磁场中的电子“自旋态的运动方程”．利用一些物理论据我们猜
到了它们，但任何哈密顿童的真正检验在千它应当作出与实验吻合的预言． 根据至此所做
过的任何检验，这些方程是正确的事实上，尽管我们的论证只是就恒定场而言，但所写的
哈密顿量对于随时间变化的磁场也一样正确． 所以我们现在可以用 (10.23) 式来考察种种
有趣问题了．

§10-7 磁场中的自旋电子

第一个例子． 我们从一个沿乙方向的恒定磁场开始，这里正好有能量为干µ,B, 的两个
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定态． 假定我们在幻方向上施加一个小磁场，千是方程组看起来与原来的双态问题相象．

我们又一次碰到翻转问题，而能级又稍分开一些． 现在设场的亿分搅随时间变化，譬如按

cos函变化．于是方程就与第 9 章中我们在氨分子上施加一个振荡电场后所得的方程相同．

你们可以用同样方法求出具体解答．你将得到这样的结果：当水平电场在谐振频率 Q 。 =2µ,

B九附近振动时，会引起从+z态至一z态一一或者相反一的跃迁．这塾鲍翌且连堕三堡
第 35 章中（见附录）所描写的磁共振现象提供了拭子力学的理论．

1 
也能利用自旋—的系统造成一种微波激射器． 利用史特恩—革拉赫装置来产生一束沿2 

（比方说）＋口方向极化的粒子，再将其送入处在恒定磁场中的谐振腔中．腔内的振动电场可

能与磁矩耦合而引发跃迁，从而将能量递交给腔．
现在让我们来考察下面的问题．假设有磁场B, 它指向极角为 0, 而方位角为中的方向，

如图 10--10 所示．此外还假定有一个电子，而且我们已使它的自旋方向与磁场方向相同．这
一电子的振幅 01 与 0.2 是什么？换句话说，称电子状态为博＞，我们要写出

淖>= 11)0卢- 12沁2

这里 01 与 0立为

。1=<叶盼， 02叹2 博＞，

这里用 11>与 12)表示与我们习惯称为 1 十＞及 1->C相对于所选的 z 轴而言）的相同的状态．

这个问题的答案也包括在双态系统的一般方程中． 首

先我们知道，由于电子自旋平行于 B, 它处在能蜇趴=-µ,

B 的定态中．因此 01 与 d2两者都必定象(9.18)式中那样，

按 e°""'和/ll 变化，而它们的系数伍与 a2 则由 (10.5) 式给定，

即 免/Cli2=H叫（此－丑心， (10.24) 

一个附加条件是 a1 与知应当归一化，使位平+la才!=1.

从 (10.22)式中取出丑11 及H扭，并利用

Ba=Boos0, B必 =Bsin0cos中， B11 = Bsin0sincp. 

就有

., . -
B 

中

令
3

H丑一一µ,Boos0, 图 10-10 B 的方向用极角 0 和

丑江=µ,Bsin0 (cos少一 ri,sincp).
(10.25) 方位角中确定

附带提一下，第二个式子中的最后一个因子是 e刁心，所以这样写更简单些：
H12= -µ,Bsin0e一气

在 (10.16)式中利用这些矩阵元，并从分子和分母中消去一µ,B, 我们发现
(10.26) 

免压= sin0e-i~I (1-cos0). (10. 27) 

利用这个比值及归一化条件，就可求得免与妇． 这并不困难，但我们可以利用点小技巧米
走一下捷径．注意

。1-cos0=2sin生一，
2 

而

于是(10.27)式等同于

0 0 
sin0一 2s:in- 00S-2 :& • 

, 
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0 0 
免/a.2 =COS —e-1"'/sin -2 2• 

可见一个可能的答案是

0 . () 
a1=COS —矿14, a:2=Slll -

~2' 

(10.28) 

(10. 29) 
' 

因为它符合(10.28)式．同时也有

1叫ll+Ja主=1.

正象你们知道的，生与幻同乘以一个任意的相位因子不会改变任何东西．人们一般喜欢将

(10.29)式的两者都乘上 e•,i,/2 而使它更对称些，所以常用的形式就是

0 . 0 a1 =COS — 6书/2, 知 =sm- e丑I气 (10.30) 

这就是我们问题的答案．当我们知道电子的自旋沿着极角为 0, 方位角为中的轴时，数幻与

幻就是电子自旋沿着 g 轴朝上或朝下的振幅．（振幅仇与 02 只是 a1 与伤乘以0-,E,t/110)

现在我们注意一件有趣的事．在(10.30)式中任何地方都不出现磁场强度 B. 显然，在

B 趋向于零的极限情况下，结果也一样． 这意味着我们已经二塾捚回答了怎么来表示一个

1 
其自旋沿任意方向的粒子的间题了. (10.30)式的振幅是自旋一粒子的投影振幅，此投影

2 

振幅跟我们在第 5 章中 [(5.38)式］所给出的自旋为 1 的粒子的投影振幅相对应．现在我们

1 
能够求得自旋为一的滤过粒子束经过任何特定的史特恩－革拉赫装置的振幅了．

设 I+分表示自旋沿 2 轴朝上的一个态， I-分则表示自旋朝下的态． 如 I +z'>表示自

旋沿 z' 轴朝上的一个态，而 z' 轴与 z 轴构成极角 0, 方位角 <p, 那么按第 5 章的记号，我们有

(+zl +z'> 
0 . 0 

=COS一 6-i,i,/.2 <一zl 十z')=sm - e击/2 (10.31) 

这些结杲跟第 6 章中我们利用纯几何论据求得的式子 (6.36) 等价． （所以如果你曾决定跳

过第 6 章的话，现在总算有了些主要结果．）

作为最后一个例子，我们再来考察一件多次说到过的事情．假定我们来考虑以下问题．

有个电子开始时自旋沿着某个给定的方向，接着加上沿 g 方向的磁场计 25 分钟，然后再撤

去磁场．那么最后的状态是什么？我们还是用线性组合来表示该状态呻＞一 1 坅01+ 12)(杠

然而，对这个问题，具有确定能扯的态也就是我们的基础态且＞及 12). 所以 01 与 02 只在相

位上变化．我们知道
。1(t) =01(0)e一心/n=01(0)e还Bt/九，

及 0.2(t) =0.2(0)e-iE过／九 =0.2(0)e刁µ,Bt/九·

起初我们说过电子自旋沿着给定方向．这意味着原先 01 与 0.2 是 (10. 30)式所给出的两个

数． 当我们等待了一段时间T之后，新的 01 与 Q就是原先两个数分别乘以 81µ,B江／九和

矿Iµ,迈／九，那是什么态？这不难回答这正是方位角申减少了 2µ,B.T几，而极角保持不变的态．

那恁味着在时间 T 的终了，态冲＞表示自旋所沿的方向与原来方向的不同只是绕 2 轴支妇座了
一个角度坤=2 叫边飞． 因为这个角正比于 T, 我们也可说自旋的方向以角速度 2µ,凡／九

绕 z 轴作些翌． 这个结果我们以前曾以不那么完全和严格的方法讨论过好几次．现在，我

们已对原子磁体的进动得别一个完全与精确的措子力学描述．

. 
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有趣的是，刚才对磁场中自旋电子所用过的数学概念可适用于任何双态系统．这就是
说，通过与自旋电子作个数学类比，有关双态系统的任何间题都可用纯几何的方法加以解

－－＿．．－．一_-_- - - -

决．做法是）首先，移动能量的零点使得（丑11+丑2J!)等于零，因而有丑11=-H迎． 于是任

何双态间题在覂苤上与处在磁场中的电子间题雷同．你必须做的一切就是把一µ,B. 当作

丑11, 把一µ,(B/JJ-e,·盼当作丑江．不管原先的物理内容如何一一－氨分子也好，或其他什么也

好——你都可以将它转换为相应的电子问题，所以，如果我们能够二边过座解决有关电子的问
题，我们就能解决墅空的双态间题．

而我们已经有了对电子间题的一般解答！假设电子起初处在自旋沿某方向“朝上”的状
态，而你们在另外某个方向上施加一个磁场B. 你只要将自旋

方向绕B轴以某个角速度苤垦 cu(+) 旋转， w(t) 等于一个常数
乘以矢量B(即cu=2µ,B/九），若B随时间变化，你要始终使转轨
平行于B, 并改变转动速率以使它总是与B的强度成正比． 参

见图 10-且， 如果你坚持这样做，最后就会得到自旋轴的最终

确定指向，而振幅 01 与 Q就恰由利用 (10.30) 式在你所用坐

标系内进行投影而求得．你看，这正是个几何学问题：记录在进／
怎

行了所有的旋转后自旋轴最终所取的位置．尽管弄清所涉及的
内容并不难但在一般情况下直接而明了地解出这个几何问题 图 10-11 在变化磁场 B(t) 中

（求出以变化的角速度矢量进行转动的最终结果）并不容易．但 电子的自旋方向以频率 w(t)绕一

是，无论如何，在恩恩上我们已知道了任何双态系统的一般解， 平行于 B 的轴进动．
1 下一章里，我们将进一步考察用来处理自旋了粒子这一重要悄况一－从而也用来一般地处

理双态系统—一的数字技术．

g 

I/ j 
i i 

、、 I f ,----\、、 I I ', ,---) 
'-j,,/ 

g 

., 



11 
再论双态系统

§11-1 泡利自旋矩阵

1 我们现在继续来讨论双态系统．上一章末了我们谈到处在磁场中的一个自旋为一的粒
九九 2 

子，我们用自旋角动量的 2 分量取+ -:}'"的振幅 01 和取-"7j 的振幅 02 描写粒子的自旋态．

在前几章中我们曾称这些基础态为 I+>及 I->, 现在我们再同过来用这种记法．虽然有时

会觉得交替使用 1 十＞或 11>, l ->或 12>较为方便．
1 

在上一章中我们看到，当磁矩为µ,、自旋为干的粒子处在磁场 B = (B,,, B11, B.) 中时，
~ 

振幅 O+C =01) 和 O_(=0:1) 由下列微分方程联系起来：

钻垒= -µ,[B.O++CBa:-iB11立］，

执苦= -µ,[(B,,+佴）O+-B,O_]. 
(U.1) 

换言之，哈密顿矩阵H14 是

H11=-叫斗， H卫== -µ,(B,. 气B11),

丑.21= -µ,(B.,+ 让B11), H.22=+µ,B,. 
(11.2) 

区而， (11.1)式就等同于

钻
d01 
dt 

- =~H1P1, , (11. 3) 

这里 i 与 j 取＋与一（或 1 与 2).

电子自旋这一双态系统十分重要，因而书写上使用更利落的方法是非常有用的． 我们

现在要离题讲一点数学，以便把人们通常怎么写双态系统方程的方式告诉你． 可以这样来

做首先，注意哈密顿址中的每项都正比于µ以及B 的某些分歙，于是我们可以－一嗖琶笆老

式地一一写出
- __ -_- -

HI/=-叭式凡+aY1B11十忒1B.], (11.4) 

这里毫无新的物理内容，上式只意味着，系数句，动， crf1 (它们共有 4X3=12 个）可以求

比，而使 (11.4) 式跟(11.2)式恒等．

让我们看看它们必须取什么值．从比开始，由千 B. 只出现在Hu 与丑江中，只要取 } 

ah=1, a伍 =0,

G妇 =0, a妇 =-1.

那就一切都解决了．我们常常将矩阵丑u 写成这样一个小表格：

j-

H11 H 
H.21 H过 I•
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1 
对一个处在磁场从中的自旋为古的粒子的哈密顿蜇来说，上式就是

j--+ 

耳;=礼'
-µ,B. 

同样，我们可以把系数咕写成矩阵

j• 

. 0 

0 -1,. 

+µ,B. 

看一下凡的系数，我们得到 er., 的各项必须是

c五=0, C仓 =1,

<T匀21 = 1, 句2=0;

或记为
, 

I o 1 \ 

最后，看凡，我们得到
. 

叫'.1=0, 句2= -ti,, 
. 

句1=,Z,, 0-!2=0; 

或

u,,=1 
f, 0 I , 
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(11.5) 

(il.6) 

(11.7) 

有了这三个6 矩阵， (11.2)式与(11.4)式就是恒等的．将 a,,'Y, z 作为 6 的上标，我们已指

明哪个c 与哪个B的分扯相对应，而下标 i 与 j 仍可变动． 但通常 <i,, j 略去不写一一因为
不难想象它们是在哪儿一一而把 w, y, z 写作下标．这样(11.4)式就写成

且＝－叫心必+<J'11B11+0"~比]. (11.8) 

因为 C矩阵非常重要（它们一直被专业人员使用着），我们、已在表 11-1 中将它们排在一起．

（任何打算从事蜇子物理学工作的人确实都得记住它们．）人们也以发明这些矩阵的物理学
家的名字而称它们为泡利自旋矩阵．

表 II一1 泡利自旋矩阵

<J,-(~-01) 

心（
0 1, 

I oJ 

<111=( 

叫

0 -i 
t O) 
1 0 
0 1) 

在这张表上我们还加了一个 2x2 矩阵，如果我们要处理一个含有带同样能量的两个自

旋态的系统，或者想选择一个不同零点能量的话J 就需要那样一个矩阵．在这些情况下我们

必须在(11.1)式的第一个方程中加上 E。O+, 而在第二个方程中加上丑。。-. 如果定义单位

矩阵 "1" 为加，



134 费曼物理学讲义（第三卷）

• 0 1 I I 

(U.9) 

而将(11.8)式改写为

H11=E丸-µ,心B/IJ+a11B11+a龙）， (11.10)

就能把以上两项包括在我们的新记法中．通常不用说明，任何象 B。那样的常数都自动地与

单位矩阵相乘，于是上式简写为

H =E0-µ,(a.J3.+丐B11+a北） . (11.11) 

自旋矩阵之所以有用，其中一个理由是，廷匹 2X2 矩阵最终都能用它们写出．任何你

能写出的这种矩阵中都有四个数，比方说

它们总可以写为四个矩阵的线性组合．例如：

M=a( 
有许多这种组合法，但有一种特殊方法是将M看作一定量的 u. 加一定量的 0'11, 等等，形如

Jf =a1+{3u寸仅11+ 加．，

这里”惜"a, /3,'Y 与 a 一般来说可以是复数．

既然任何 2x2 矩阵都可用单位矩阵与 6矩阵表示，我们就有了处理任何双态系统所需
- -_ --

要的一切了．不管双态系统是什么一—氨分子、品红染料或者其他任何东西，哈密顿方程都

可用 C矩阵写出．虽然在电子处于磁场中这一物理情况下c矩阵似乎有一种几何意义，但

仍可以将它们看作只是些适用于任何双态问题的有用矩阵而已．

例如，在某种看法下，可以把一个质子与一个中子看作为各处于两种状态之一的同一个

粒子，我们说核子（质子或中子）是个双态系统一一在这种情况下，两个态是就其所带电荷而---- - _-

言的，照这种观点，态 1吟可表示质子，而态！纷可表示中子． 人们便说核子有两个“同位旋,,

状态．

由于我们要使用 C矩阵作为双态系统量子力学的”运算器”，所以让我们很快地复习一

下矩阵代数的一些规定．所谓两个或几个矩阵的”和＂的含义在(11.4)式中很明显．一般说，

如果将两个矩阵A与 B"相加“，那么”和''0 就意味着其每一项 a,J 由下式给出：

017=AiJ+B计·

O 的每一项是A与 B 中同样位置的两项之和．

在 §5-6 中我们巳接触到矩阵“积＂的概念． 在处理 u矩阵时这个概念也是有用的．一

般而言，两个矩阵A 和 B(按此顺序）的“积“定义为一个新的矩阵 0, 它的元素是

Oii=~A,1r,B1r,1. (11.12) 

这是从A的第 i 行及B的第 j 列取出一对元素的乘积的和． 如果矩阵写成图 11-1 那样的

表格形式，就有一个得到积矩阵各项的良好”程式”． 假定你要计算 0.23, 就让你的左手食指

壁往移动，右手食指里登巠堕堕导烈匣忑移动，将移动时所得每一对相乘，再相
加．我们已试着在图中说明具体做法．

当然，对 2x2 矩阵来说特别简单． 例如，如果我们将 u. 乘 6雷，就得到
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A11 A1~ All A1, Eu B12 Bu Cu c均 011 01, 

铭”“，多及笃，,,,饥/,,,,,霎/,,,,,笠,/, 
B:n B22 B牡 0,1 . c~ 夕仑夕，。V/:,.. ,/, /4 名夕 Ou 

A,1 A劝 .A,, A,, 031 c沁 Css Ca4 

知 Au Au A., Bu B., B" Cu C.ia Cis 044 

图 11-1 将两个矩阵相乘

,1 

这正是单位矩阵 1. 或举另一个例子，我们来算出＂咋

0 1 0 -?,\ / i O . 

今\1 o)·(i o 
参照表 11-1, 可看出乘积正是 i 乘上矩阵 er,. (请记住一数与矩阵相乘，该数即与矩阵的每

一项相乘）因为求两个 0矩阵的积很重要，也相当有趣，所以我们已将这些积全部列在表
11-2 内．你可以像求出吐及 CTe0"11 那样求出它们来．

表 11-2 有贯矩阵的租

吐一1 <1afYv= 一句石一幻．

(fl/一1 av1,--u夕II一幻霾

6午•I 6夕露一一6夕．一幻II

关于这些 CJ' 矩阵，还有一个十分重要而有趣之点． 如果愿意，我们可以设想三个矩阵

叱 U11, 及 <T,. 类似于某个矢量的三个分量一一有时人们称这个矢量为"u 矢量”一一而记为

u. 它确实是个＂矩阵矢量”或“矢量矩阵＂．它是三个不同的矩阵，一个矩阵和一个 a;,'!I 或

z 轴相联系．由此，我们可把系统的哈密顿量以在任何坐标系内都成立的简洁形式写出：
H=-肛u•B. (11.13) 

虽然我们是在这样的表示中写下三个矩阵的，在该表示中，“朝上“与“朝下“是对 4 轴而

言的（因而＂特别简单）． 但我们也可以求得在其他某个表示中这些矩阵的形式． 尽管需

要作许多运算，你能够证明这些矩阵之间的变换就像一个矢量的分量的变换一样． （然而，

我们此刻不想去操心证明这点，如果你愿意，你可以验证这一点．）你们可以在不同的坐标

系下应用 u, 就仿佛它是个矢量一样．
你们记得在量子力学中丑与能量有关．事实上，在只有一个态的简单状况下，H正好等

于能量，即使对电子自旋的双态系统，当我们将哈密顿量写成式(11.13)那样时，它非常象一

个磁矩为µ的小磁体处在磁场B中的能量的笆竖公式．在经典情况下，我们将有

U =-p.-B, (11.14) 

这里尸是磁体的性质，B 是外磁场．如果用哈密顿量代替经典的能最用矩阵 µ,u 代替经典

的µ的话，我们可以料想(11.14)式能够转换为 (11.13)式．于是，根据这种纯粹形式的代换，

我们将结果解释为矩阵方程．有时人们说，对经典物理中的每个量，量子力学中都有一个矩

阵与之对应，实际上更确切的说法是哈密顿矩阵对应着能量，而任何可以通过能量来定义的

量都有着对应的矩阵．

. 



. 

136 费曼物理学讲义（第三卷）

例如，磁矩可以通过能量来定义，只要指出它在外场B中的能蜇是一µ,-B, 这就室义了磁

矩矢量 /L. 然后我们考察处在磁场中的真实（量子）客体的哈密顿公式，并试着去确认究竟哪

些矩阵与经典公式中的各种量相对应．这就是有时经典量得以找到它的量子力学对应量的
技巧．

如杲愿意的话，你们可以试试看去弄清一个经典矢景怎么会跟一个矩阵 µ,u 相等，或许

你们会发现一些东西一一但切勿为之太伤脑筋．那个想法不妥当－一－它们并r?f祖等一．让子
力学是另一种类型的表示世界的理论．正巧存在着一定的对应关系，但这至多是些可用来

帮助你记忆的工具．就是说，当你学习经典物理时，你会记得(11.14)式，因而如果你记衔对

应关系 µ,~µu, 你就有记忆(11.3)式的方法了．当然，自然界通晓量子力学，而经典力学只

是一种近似，因此，亳不奇怪在经典力学中会有蜇子力学定律的某种影子一一－这些撮子力学

定律正是潜戴在经典力学下面的东西． 用任何直接方式从影子重建原物是不可能的，但影
子确实会帮助你记住原物像什么样子． （且 .13)式是个真理，而(11.14)式是个影子． 因为

我们先学习经典力学，所以希望能由它得到量子力学公式，但这样做时根本不存在什么肯定
成功的方案．我们必须一再回到真实世界，以发现正确的量子力学方程．如得到的方程跟
经典物理中的某个东西相像，就是我们的幸运．

如杲上述有关经典物理与釐子物理之间关系的告诫显得冗长重复，并且在你们看来都

是毋庸待言的自明之理，那就请你们原谅以通常方式对学生讲授量子力学的教授的条件反
射吧，他的学生在进研究生院前并没听说过泡利自旋矩阵，所以他们总像是抱着某种希望，

使赞子力学能作为他们几年前已透彻学过的经典力学逻辑发展的结果．（或许他们想避免不

得不学习新东西这件事吧．）你们只是在几个月前学习了经典公式(11.14)式一一并且接着

又被提醒说它并不是妥当的公式一一所以你们大概不会很不愿意将量子力学公式(11.13)

来作为基本的真理吧．

§11-2 作为算符的自旋矩阵

当我们正讨论数学记号这一题目时，我们想再描写一下旦二登书写方法，这种写法很常

用，因为它非常简洁． 它直接由第 8 章所引进的记法得到．假定我们有个处在随时间而变

的 1 中（妗＞态的系统，我们可像在 (8.31)式中所做的那样把系统千时刻 U十出处在态 jri,)的振

幅写成 ＜＄博(t+ L1t) > =~<'b飞Ct, t+Jt) I少勺 l 中 (t)>.

矩阵元炽U(t, t+LI引介是在时间间隔 Llt 内基础态 1分转变为基础态 jri,) 的振幅． 千是我们
可以写出下式来定义 H,允

-_- ---

＜祖飞， t+Llt) If>一如一上玑(t) At, 
九

我们已经证明各振幅 O心）＝＜引 if, (妗＞之间由下列微分方程组相联系：

假如明确写出振幅 0,, 那么上式成为

dO; 
幼—=~且，o,dt ; (11.15) 

d 
钻瓦＜四 1的心泣心凇 (U.16) 

但矩阵元丑”也是振幅，可以将它写为＜心 1丑 lj>, 所以我们的微分方程就变为这祥a
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d 气产心心沁团j)<沁. (11.17) 

我们看到 (-,j,/九） <,j,/H/J) 就是在H所描写的物理条件下态 1分在时间心内将“产生“出态

心的振幅．（所有这些都已隐含在§8-4 的讨论之中．）

现在依照§8-2 的想法，丢掉 (11.17)式中的公共项<0 I 一一因为此式对任何态 1心都成

立一一而把该方程简写为

d 祜— I 妗=~丑 I介<j/ 心. (11.18) dt 

或再进一步，我们还可去掉 j 而写为

吁心=HI 妗. (11.19) 

在第 8 章里我们指出过，当表式写成这种形式时，在H/3)或H悼＞中的H称为笆笣．从现在

开始我们要给算符戴上一顶小帽子(/\)来提醒你这是个算符而不只是个数． 我们将写为

趴呤虽然两个方程(11.18) 及 (11.19)跟 (11.17) 或 (11.15)式的含义完全相同，我们却可
--------~----_一_-_-_-_-_.

以用不同的方式更笣它们．例如，我们可以这样来描写(11.18)式：＂桽竺慧 1 吟对时间的导

数等于将哈密顿算符丘作用于每个基础态后，乘上中处在某一态 j 的振幅勺 I 阶，然后再对
所有 j 求和所得的结果．”而 (11.19)式可以这样来描写并态棹＞对时间的导数（乘上祜）等

于用哈密顿算符力作用在态矢最冲＞上之后所得到的结果．“这只是对(11.17)式中所含内容
的一种简短说法而巳，但是，你们会看到，那是一种很大的便利．

如果我们高兴，还可以把“抽象”的想法再往前推进一步． 方程(11.19)对佳包坴 1心都
d 正确，而式左边的炕一也是个算符－—－它是“对 t 求导再乘上 d九＂的运算． 所以 (11.19)式
dt 

也可以认为是算符之间的一个方程，即算符方程

d A 

祜－＝
心

H. 

d 
哈密顿算符（除一个常数因子之外）作用到任何态上所得的结果与一的作用相同．请记住dt 

d 
这个方程——像(11.19)式一样一~并非声称丑算符恰与一有恒等的运算作用．这些方程~dt "--一＿一c·_-______二

是就量子体系而言的自然界的动力学定律，即运动定律．

为就这些概念作些练习，我们将换一种方法来求得(11.18) 式． 你们知道，我们可以用

一个态抻＞在某组基础态上的投影来表示这个态［参见 (8.8)式］，

凇=~/ii,><汁 1 位 (11.20)

态博＞怎样随时间变化只要求得它的导数就行：
d d 石圉= -~l0><il 心. (11.21) 

心 i

今基础态心不随时间变化（至少我们总是把它们取为确定不变的态），但振幅<i抻＞是个可

能变化的数，所以 (11.21)式变为

盖 I 贷>=~I号<ii 伈． (11.22) 
•· 

从(11.16)式可知道叔针心/dt,
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所以我们得到

d 石心＝－立~I心顶心1 中＞
九 'J

－－妗沁＜引趴j)<凇
i 

= --~Rlj><j呻＞．
九』

这完全是（丑.18)式的重复．

所以我们有多种看待哈密顿量的方法．可以把一组系数丑记看作为只是一群数，或把
哈密顿量看作“振幅"<i I丑 1众或看作“矩阵,, H,1, 或看作“算符"iI, 它们全都表示同一件事．
现在让我们回到双态系统上来．假如我们用 6矩阵（带有适当的数值系数，如比等等）

写出哈密顿量，显然我们也能把咕看作振幅<i\u"'lj>, 或者，为简单起见，看作算符名．如
果使用算符的溉念，我们可以把处在磁场中的态呻＞的运动方程写成

吁心= -µ,(B., 名+B岛+B.o-.) 凇
当我们想要“使用“这样一个方程时，通常必须用基矢益表示态 l 伈（这就像要求得具体数值
就得找到空间矢量的分量一样）．所以我们通常要把(11.23)式写成多少有点展开的形式：

忱＇ d 
宙-I的=--µ,~(Ba:名+B岛+B,u.) I 心＞＜汁伈．

现在你们会明白为什么算符概念是如此简洁了．为了利用 (11. 24)式，我们要知道 G 算

符作用在各个基础态上后会得到什么结果．让我们求出它们来．假定我们求令，I+>, 它将
是某个矢量 I?), 但是，是什么矢量呢？别急，让我们在幻＋＞上左乘<+ I, 那就有

<+I纠＋＞＝妇1=1

(11. 23) 

(11.24) 

（利用表 11-1),所以我们知道

<+1?)=1. 

现在，让我们在如＋＞七左乘<-1, 我们得到

<-I妇＋＞＝咋=0,
所以

(11.25) 

<-l?>=O. 

只有一个态矢攒同时满足士面两式，这就是 1 十＞．于是我们发现

纠＋＞＝匠>. (11. 打）
利用这样的论证，你们很容易证明 6矩阵的所有性质可以用表 11-3 所列的一组规则以算符
记法来描写．

(11.26) 

表 II一3

r;,1+>=1+>

r;,f->--1-> 

令算符的性质

u,.J+)=I-) 

o-.,1- 〉一 I+>

叩＋＞一计－＞

叮!-〉=-ii+〉

如果我们求 c 矩阵的乘积，它们就变为求算符的乘积．当两个算符作为乘积一起出现
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时，你们要先将最靠右的算符进行作用．例如，对名名曰－＞，我们必须理解为a-,.(名 I+>), 由

表11-3, 求得如 +)=ii->, 所以

名句I+>=名（引->). (11.28) 

而任何数－—－譬如 i——只要从算符中移出（算符只作用在态矢量上），所以 (11.28)式与下
式相同：

名0-11!+>=0炉－＞＝引＋＞．
如果对立纠－＞作同样运算，你们将会得到

名句I->= -ii,I->. 
查一下表 11-3, 你们会看出 6位1/ 作用在 I+>或 I->上正好得出名作用其上的结果再乘以
丑．所以我们可以说 a-,,今的作用与访．的作用相同，并把这个命题写为算符方程：

名,.a-, 一站. (11~29) 

注意这个方程与表 11-2 中所列的矩阵方程之一相同．，所以我们又一次见到了矩阵观点和

算符观点之间的对应性． 因而表 11-2 中的每个方程都可以看作是关于 C算符的方程． 你
们可以验证一下它们确实可由表 11-3 得到．在作这些验证时，最好不要去管像C 或H这样

-_- -

的量究竟是算符还是矩阵．不论对算符还是矩阵，所有的方程都相同，所以表 11-2 既是 c
算符的表，也是 C 矩阵的表，随你的便．

§11-3 双态方程的解

现在我们可用各种形式写出双态方程．例如可写为

钻dO,一=~ 凡凡，dt 
也可写为

“正立＝趴少 (11.30) 

它们表示同一回事．对处在磁场中的一个自旋；的粒子，哈密顿量 H 由 (U.8) 式或
（止 13)式给出．

如果磁场沿仁方向，那么一一正像到现在为止我们已屡次见到的那祥一一解就是态蚀＞
（不管它是什么）绕着 8 轴进动（这正像你取一个物体，使它整个地绕着亿轴旋转一样），它的
进动角速度等于场强乘以µ成的两倍．当然，当磁场沿其他方向时，情况同样如此，因为物
理规律与坐标系无关．假如有这样一种状况，磁场以复杂的方式随着时间变化，那么我们可

以用下述方式加以分析，假定开始时自旋沿着+z 方向，而磁场沿汇方向，自旋就开始转向．

接着如果叭方向磁场撤消，自旋就停止转向．如果这时加上一个仁方向磁场，自旋就绕着巳
轴进动，等等．所以根据磁场按时间变化的方式，你可以描绘出终态是什么一—它将指向什
么轴． 然后你就可用第 10 章（或第 6 章）的投影公式回过来用原先的关于 z 轴的 I+>态与

I->态表示这个态． 如果终态的自旋的指向沿着 Ce, 伞）方向，它就会有一个朝上的振幅

00S (名） e飞/.2 和一个朝下的振幅 sin 停） e诏生这就解决了任何问题．这是微分方程解法
的话言描述．
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刚才所拈写的求好方法相当酱遍，足以处理任何双态系统． 我们不妨取氨分子这个例
～二－了二- --- _-_-_ - • 今--

子这里包拍电场的效应．假如我们用态 II>及 III>描写系统的话，方程的形式如下：

气弓詈 =+AO产妇如，

缸岊= -AOu+µ, 必
你们会说，“不对，我记得这里还有个电场 E。“不错，但我们已把能量的原点移动过了，而使

凡为 0, (通过使两个振幅改变同样的因子 6j邸／凡，你总可做到这一点，而去掉任何常数能

量．）既然相应的方程总有相同的解，那我们实在不必再去解一次方程．假如我们看一下这些

方程，再看一下方程(11.1), 那我们就可进行下述判断．我们可称 II>为态 I+), III>为态

I->. 这并不意味着我们把氨分子在空间排成一线，也不是 I+>及 I->与z 轴有任何关系，
这纯粹是人为的．我们有一个人为的空间，可以称为＂氨分子表示空间”或什么名称一一一个
三维的＂构图”，其中的“朝上“对应千分子处在 II>态，而沿若假想的 z 轴“朝下＇，则表示分子

处在 III>态． 这样，对这些方程就可作如下的认识． 首先，你看到哈密顿量可用 6矩阵写
为

H = +.Au.+µ,su.,. (11.32) 

或者，换一种方式说， (11.1)式中的µ,从对应于(11.32)式中的一 .A, 而µ凡对应于一µ,s. 于

是在我们的“模型“空间中，有一个沿亿方向的恒定B场．如果我们有一个随时间而变的电场

8, 那我们就有一个沿汇方向按比例变化的B场．所以，处在一个 z 方向分量保持不变，而“
_-_ - - -- - --------------- --------_ -- - - --- - _- --_ -_ -- - - --

方向分最作振荡变化的磁场之中的电子的行为，c-_-_-____ _ 数学上类似于并且完全对应于一个处在振
恤------今-------- - - _-_-、, _-_-_-_-_-_._ ---一＿一＿一--.---__ -_-c一--- _-_-_-_-_一- - - - - - - - - -

动电场主的氨佥圭的往岂．遗憾的是，我们没有时间进一步讨论这种对应的详情，也没有时
间计算任何具体的细节．我们只想指出，墅登双态系统，我们都可以使它与一个在磁场中作

进动的自旋为一的粒子相类似．2 

(11.31) 

` 

§11-4 光子的偏振态

还有另外一些双态系统研究起来很有趣，我们首先要谈的一个新系统是光子系统． 为

了描写一个光子，我们必须首先给出它的动量矢量．对自由光子，频率由动量决定，所以我们

无须再说它的频率是多少．然而，除动蜇外我们还须考虑一个称为偏振的性质．设想有个光

子以确定的单色频率向你跑来，（这个频率在这一讨论中始终保持不变，所以没有各种不同

的动量态．）那就有两个偏振方向．在经典理论中，光可以描写为具有（譬如说）一个水平振
动的电场和一个垂直振动的电场，这两类光称为亿向偏振光及 '!J 向偏振光. 光也可能沿其

他某个方向偏振，这可以由沿”方向的场与沿 g方向的场的叠加而构成．或者，如果你使勾

分噩与 g 分量之间相位相差 90°, 就会得到一个旋转的电场一一这样的光是椭圆偏振光．

（这只不过是对我们在第一卷第 35 章所学过的偏振光经典理论的简单回顾．）

现在假设我们有一个巠二光子一一只是一个．这里不存在可以用同样方法讨论的电场，

我们所有的只是二企堂主． 但是光子必定有经典偏振现象的类似物，必定至少存在着两种
不妇的光子．起先你可能会以为应当有无限多种一一因为电矢最毕竟可以指向一切方向，

但我们可以把光子的偏振作为双态系统来描写．一个光子可以处在 1吟态或处在 1 盼态，位＞
态我们指的是一束在兰患上沿气方向偏振的光线里的每个光子所处的偏振态，而 1妢态指的
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是沿 g 方向偏振的光线中的每个光子所处的偏振态．因而我们可以把 1心与 I'll>作为具有给

定动量指方向一~我们将称该指向为 t 方向一一的光子的基础态．所以有 1心与 1妢两个基

础态，它们就是描写任何光子所需要的一切．

举例来说，如果我们有块偏振片，其取向能让＂向的偏振光通过，我们往这偏振片射去

一个我们知道是处在 1妢态的光子，它将被偏振片吸收． 假如射去一个我们知道是处在 1吩

态的光子，它将恰好以 1吩态穿出偏振片．如果我们取一块方斛石，它让一束偏振光分裂为

一个 Ix>束及一个 lY>束，这块方解石是把一束银原子分裂为 I+>及 I->两种状态的史特恩－
革拉赫装置的完全类比物．所以先前我们对粒子和史特恩－革拉赫装置所做的每一件事都

能重新用在光和方解石块上．那么，当光透过一块偏角为 0 的偏振片时，会出现什么情况呢？

是否变成另一种状态？是的，它的确垦另一种状态．我们称偏振片的轴为叱以便跟我们的
基础态的轴区分开来．参见图 11-2. 跑出的光子将处在位＇＞态．但任何态都可以用基础态
的线性组合来表示，这里，组合的公式是

厄')=cos 01 幻)+s.in Bly). (11.33) 

这就是说，如果光子通过一块（跟＂轴的）夹角为 0 的偏振片，它仍可以（比方说，用一块方解
石）分解为位＞束与 1妢束．或者，如果愿意，你可以只在想像中把它分析为＂分量与 g 分抵．
无论用哪种方法，你都将得到处在 1心态的振幅是 cos 0, 处在 1扮态的振幅是 sin 0. 

d· 

乙, 

引起偏镜轴
I 

/ 
/ !ii 

/ 
a; 

I 

~ 
/夕 z ,/ 

2 名
/ 

图 11一2 与光子的动量矢成直角的坐标 图 11-3 偏振平面间成 6 角的两个偏振片

现在我们问这一问题．假设一个光子通过偏角为 0 的偏振片而沿着＂＇方向偏振，而后

到达一块偏角为零的偏振片—一如图 11-3 所示，那会发生什么情况呢？它将以多大的几率

才得以通过？答案如下．当它通过第一块偏振片后，它一定处在 1畛今态，第二块偏振片将让处

在 1心态的光子通过（但将吸收处在 1妢态的光子）．所以我们要问，光子显示处在 1心态的几
率有多大？我们可从 1心态的光子也处在 1吟态的振幅＜叫的今的绝对值的平方得到此儿率．

知lw'>是什么？只要把 (11.33)式左乘以＜叫就得到

<z位')=oos 伬叫吩+sin 0<a; 尥＞．

而从物理含义得知，＜叫y)=O一一如果 1吟和 1 妢是昼础态的话就坐壅如此—一而＜＂位)-1.

所以得到

＜叫畛=COS 0, 
3 几率就是cos2 队举例来说，如果第一块偏振片角为 30°, 那么一的时间光子将得以穿过，而

1 4 

4 一的时间光子将因为被偏振片所吸收而使该片发热．

现在我们来看一下在同样情况下按经典观点会发生什么现象． 我们将有一束光，它的



142 费曼物理学讲义（第三卷）

电场以不定的方式变化着一—菩如说这束光是“非偏振＂的． 当它通过第一块偏振片后，电

Ill 场沿叫方向振动，而大小为 <ff, 我们可以在如图 11-4 那样的图上

8。~I 
0 I 

把电场画成峰值为岛的振动矢量． 当光到达第二块偏振片时，

只有电场的＂分最品 cos0 得以通过．光强与电场的平方成正比，

＄因此与 cgoos2 0 成正比． 所以跑出第二块偏振片时能量比进入

时减弱一个 cos2~ 因子．

卧1--4 电矢量 8 的经典距像 经典图像和量子图像给出了类似的结果．如果你往第二块偏
8 

振片射去 100 亿个光子，每个光子通过的平均几率，比方说是一，那你就可以指望有 75 亿
4 8 

个光子得以通过．类似地，它们所携带的能扯也只是你想通过的能掀的一．经典理论根本
4 

3 
不谈事件的统计含义一它只是说通过的能量正好是你送入的能量的一．当然，如果只有

一个光子的话，上述讲法是不可能的，不存在 3/4 个光子那样的事．它要么全在那里，要么

根本不在那里．量子力学则告诉我们，有翌i鲍胜匣它全在那里．两种理论的关系是清楚

的．

那么，对另一类偏振呢？比方说右旋圆偏振，如何？在经典理论中，右旋圆偏振有着大小

相等而位相差为 goo 的＂分量及 g 分量． 在抵子理论中，右旋圆偏振(RHO)光子处在偏

振态扮及 1扮具有相等的振幅，而堡慢间位相差为 goo. 称 R丑O 光子为 IR>态， L丑0 光

子为 1心态，我们可以写出（参见第一卷 §33-1)

JR)=一([吩＋引吟），,I 2 
(11.34) 

忆＞＝分 ([x)- 归＞）．

1 
因子一一是为了使态归一化而引进的．用这些态并利用量子理论的定律，你可以计算任何

..j 2 

你想得到的透光或干涉效应．如果愿意你也可以选择凇＞与 IL>为基础态，面用它们表示出

任何状态．只要先证明<RIL)=O--取上式中第一个方程的共辄式［参见(8.13)式］，然后

乘以第二个方程，就可证明这一点． 你可以将光分解为＂向偏振和 g 向偏振，或分解为＂

向偏振和 ,y' 向偏振，或分解为右旋偏振及左旋偏振等作为基础态．

作为一个例子，我们来试一下把公式转个身．能不能把态 1心表示为右旋态与左旋态的

线性组合呢？可以，这就是

lw>=~<I黔＋凇），
✓ 2 

IY>--上Cl玲-I坅）．
✓ 2 

(11.35) 

证明：将(:11.34) 中的两式相加与相减即可．从一种基变到另一种基是很容易的．

然而，必定会出现一个奇特的情况．如果光子是右旋圆偏振的，它不应跟见及 g 轴有任

何关系． 如果我们从一个绕光子飞行方向转过某一角度的坐标系来看同一个现象的话，光

屯当仍然是右旋圆偏振的，对左旋圆偏振光，情况也一样．右旋和左旋圆偏振光对任何转动

都不变，它们的定义与汇方向怎么选择无关（只是光子的方向业已给定）．定义左、右旋不需
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要定任何轴，这岂非好事，这要比取定＂和 g 强多了． 但另一方面，当你把右旋与左旋加在

一起时，可以求得＂方向，这不很奇怪吗？如果“右“旋和“左“旋丝亳不依赖丁 w, 那我们把它

们重新放到一起时又怎么能得到幻？在某种程度上我们可以这样来回答上述问题：在叱 J

坐标系中写出表示 RHO 偏振光子的态矢蜇 /R'), 在这个坐标系中，应当有

IR')=志Cl 吟＋砌＇＞）．
这样一个态在力， g 坐标系中又显得怎样呢？只要用 (11.33) 式代 I /l)今并用相应的表式代 1 扩＞

我们未曾将它写出来，但它就是(-sin 0) I幻)+ (cos 引妢）．于是就有

IB'>==-一-[008 01 心 +sin 0/y)-is.in 0I心＋心亟 0心］
可

亏了[(cos 0-isin 0) 位＞丑(oos0-心 sin 0) 心］

=-=Cl吟＋引妢） (cos 0-i sin 0). 
✓ 2 

第一项正是 IR>, 而第二项是6咂，我们的结果就是

IR'>=e-ie/ 黔. (11.36) 

态 IR今与 IR>除了一个相因子 6一句外完全相同．如果你对 [L')作同样的计算，即得到l)
/L')=e+iel 功. (11.37) 

现在你看到了所发生的情况．如果我们将凇＞与 IL>相加，就得到跟将 IR')与 IL')相加
不同的结果．譬如说，一个勾向偏振光子是 [(11.35) 式］咽＞和 1肪的和，但一个 g 向偏振的
光子则是把 IR)的位相后移 900, 把 IL>的位相前移 90° 后的两者之和．这正是在特殊的角

度 0=90" 的情况下对飞＇＞与 IL'>求和所得的结果． 这是正确的． 在带＂撇“参考系中的＂
向偏振跟原来参考系的 g 向偏振相同，所以，认为圆偏振光子在任何坐标系中看来都相同这

种说法不完全正确．它的位相（右旋与左旋圆偏振态的相位关系）始终追随着汇方向．
咖咖

§11-5 中性 K 介子l!)

我们现在要来描写奇异粒子领域中的一个双态系统一一一个量子力学对之作出了最令
人惊异的预言的系统要完全地描述这一系统，我们就得涉及到许多有关奇异粒子的知识，所

以，很遗憾，我们将不得不抄些近路．我们只能对某个发现的获得过程作出大致的描绘

把所包括的推理方式告诉你们．这是从盖尔－曼(Gell-Mann) 和西岛 (Nis坦jima) 发现奇异

性概念以及新的查登埜空惺定律开始的．正是当盖尔－曼和佩斯(Pais)分析这些新概念所
得的结果时，他们发现了我们正要进行描写的对一个最令人惊异的现象的预言．然而，首先
我们得谈一点“奇异性)) . 

我们必须从核粒子之间的所谓堡捚互住堕开始．这是一种导致强核力的作用，它跟（比
方说）相对较弱的电磁相互作用不同．作用“强”指的是，如果两个粒子靠得足够近，以致最

1) 这类似千我们（在第 6 章）对自旋为 1/2 的粒子所得到的结论．当我们把坐标轴绕 g 轴转动，就得到相因子 e打炉气

事实上，这正是我们在 §5--7 对自旋为 1 的粒子的 I+> 态与 I->态所写下的结果一一－这并非巧合． 光子是个
自旋为 1 的粒子，但它没有“零＇，态．

2) 我们现在感到这节的材料对眼下的课程来说是过千冗长和困难了．我们建议你们跳过这节继续阅读 §11-6 节．如

果你们有雄心而又有时间的话，以后也许要再回到这一节来．我们把这一节留在这里，因为这是取自高能物理新

近成果的一个美妙例子，说明用我们关千双态系统的量子力学公式能够做出些什么结果来．
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终发生相互作用的话，它们就作用的非常厉害，并且很容易产生别的粒子．核粒子之间也存

在着所谓的＂弱相互作用“，由此也会发生某些现象，诸如 B衰变，但是用核的时间尺度来衡

量，作用得总是非常缓慢一一弱作用的大小要比强作用弱许许多多数址级，甚至比电磁相互
作用也弱得多．

当人们用大型加速器对强相互作用进行研究时，惊奇地发现有些“应当“发生的事
预期会发生的事一—却没有发生．臂如，在某些作用中，一定类型的粒子没有象原先预料的
那样出现． 盖尔－曼和西岛注意到，如果创造一条新的守恒定律一一奇异性守恒一一的话，
这许多奇异现象就能马上得到解释． 他们指出，每个粒子都具有一种新的属性一一他们称
之为“奇异“数，而在强相互作用里，“奇异性”是守恒的．

举例来说，假定一个高能负 K 介子（譬如说带有几千兆电子伏特能量）与一个质子相碰
撞．相互作用之后会产生许多别的粒子：元介子， K介子， A 粒子心粒子，即列于第一卷表
2-2 中的任何介子或重子．人们观察到只出现二皂堕婴合，别的组合则从不出现．已经知道
某些守恒定律在这里是适用的．首先，能量和动撮总是守恒的，事件后的总能显和总动量必
定与事件前的相同．其次，有电荷守恒，这就是说，所产生的粒子的总电荷必定等于原有粒
子所带的总电荷．在我们这个K介子与质子相碰撞的例子中，笆匣发生的是以下的反应：

K飞p-分 p+K-+忙＋丁十冗0 (11.38) 
或

K-+p~2-+~ 飞

由于电荷守恒，我们不可能得到

或
K-+p p+K-+听卜

K飞p~AO+己 (U.39)

我们也知道，重子数是守恒的．里今堕重子数必定等于里斐剪重子数．在这条定律中，重子
的反粒子作为一个怹重子来计算．这意味着我们可以－一一座塾芸一一见到这样的反应

K-+p~A0+心

或 K-+p-分 p+K-+p+p飞

（这里 P 是反质子，它带一个负电荷）．但是我们丛这查见到
K-+p-K--曰Ii++ 沪

或 K-+p-p+K-+n.

（即使能量很大也是如此），因为上式中重子不守恒．

然而，这些定律不能解释这样一件奇特的事实，即下列反应：
K-+p-今 p+K-+K0

K-+p-p+吓一或
或

(11.40) 

（辽.41)

(U.42) 

K-+p~A0+K0 

从未观察到过，而这些反应初看起来跟(11.38)式或 (11.40)式的某些反应并无很大的差别．

对此的解释是奇异性守恒．每个粒子都带有个数，即其翌竺塾_s, 而在任何强相互作用中，

都存在着这样一条定律：区坠旦的总奇异数必定等于县座座的总奇异数．质子和反质子
(p,'.P), 中子和反中子 (n, 五），以及叩介子（矿，矿，矿）的奇异数全都为 0, K十与 KO 介子

. 奇异数为+1; 正与叉O(KO 的反粒子）， A 与2粒子(+, o, -)奇异数为一1, 还有个粒子

. 
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E 粒子("t'的大写）奇异数为 -2, 或许还有其他奇异数尚不知道的粒子．我们已把这些奇

异数列在表 11-4 中．

表 11-4 罢相互作用粒子的奇异数

s 
-2 一 1 。 +1 

习＋ p 

重 子 它0 驴，沪 n 
已＇－ L]-

吓＋ K+ 

介 子 KO 孕 KO 

K- 叨一

注：矿为冗十的反粒子（反之亦然）

让我们看看在已写下的某些反应中，奇异性守恒是怎么起作用的．如果开始时是一个K一和
一个质孔总的奇异数为（一1+0) =-1. 奇异性守恒指出在反应后的产物的奇异数的总和
也必须是一1, 你们看到对(11.38)式及(11.40) 式来说是如此，但在 (11.42) 式的反应中，右

边的奇异性对三种情况来说都是_Q. 这样的反应不保持奇异性守恒，因而不会发生．为什
么？没人知道，没人知道得比我们刚才就此告诉你的更多一些．自然界正是以这种方式运行
茄．

现在我们来看一下下列反应：一个矿撞击一个质子．你也许（比方说）得到一个 _AO 粒子
加一个中性K粒子—一两个中性粒子．但会得到怎样的中性 K?因为 A粒子有奇异数-1,
而口与 p十有奇异数为 o, 并且由于这是个快速产生的反应，奇异性必定不变.K 粒子必须
有奇异数+1, 所以它必须是 K°, 反应就是

而
矿+p=Ao+Ko,

S一o+o一（一1)+(+1) (守恒）．

如果在这里用 P代替 I{O, 右边的奇异数就会是 -2,而这是自然界所不允许的，因为左边的
奇异数为 o. 不过，伈可以在别的反应中产生，诸如

n+n-今 n+p+K0+K飞

S =0+0=0+0+ (+1) + (一 1)
或

K-+p—-忙+Ko,

S=-1+0=0+(一 1).

你们或许会想，”这完全是些废话，因为你怎么包逞它是 k。还是 Ko? 它们看起来完全相

同它们互为反粒子，它们有完全相等的质量，而电荷又都是 o. 我们怎么来区分它们?"回
答是通过迄但所产生的反应．例如，一个 K。可以跟物质作用而产生一个A粒子，如

[{O+p —分 A0+w+,

但 KO 却不行．当 KO 与通常物质（质子和中子）相互作用时，远法使它产生一个A粒子1).

所以 KO 和 Ko 之间的实验鉴别就是它们之中有一个能产生A粒子，另一个却不能．

"' 

1) 当然，除非它还产生两个 K+ 或其他总奇异数为+2 的粒子． 我们可以认为在上述反应中没有足够能摆来产生, 了一飞；一一1

这些更多的奇异粒子．
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这样，奇异性理论的预言之一就是，如果在一个包含高能吓介子的实验中，产生了一个

A 粒子与一个中性K介子，那么茎主中性K介子跑入另一些物质时决不会产生A 粒子． 实

验可以这样来进行，把一束冗一介子射入一个大的氢气泡室，矿的径迹消失了，但另外某个

地方出现了一对径迹（一个质子和一个吓一），这表明一个A粒子蜕变了1)(见图11书）． 这样

你就知道在某处有个你不能看到的 KO.

吹/ .. --··········· 
/ --------·· ••• 

冗，一

夕～、 A• ,,.,, 
元一

'.-• 
气九..• 

--L ✓ , .............. ~ ----
A• 衰变

-- 了一

K• 核相可作用 A" .. -·· 
•• ~------:::::-' -----.'..-二-····'.二:···

`、.'P--畸-·--

液氢
x• 哀变

液坟
元义、、

·• ... 

(a) (b) 

图 11-5 在氢气泡室观察到的高能事件 (a) 一个听-w 子与一个氢核（质子）相互作用产生一个应粒子

和一个KO 介子．两个粒子在气室中衰变. (b)一个 KO 介子和一个质子相互作用产生一个佥介子和一个

应粒子然后衰变．（中性粒子没有留下径迹，它们的猜测轨迹如图虚线所示．）

但你可以利用动量和能景守恒求出它究竟在往哪儿跑．［过后它会蜕变为两个带电粒子

而显现出来如图11-5位）所示．］当 KO向前飞行时可能跟一个氢核（质子）发生相互作用，也

许产生某些别的粒子． 而奇异性理论的预言是，它竺丕会在下述类型的简单反应中产生一
个 A 粒子．

KO+p~AO+武

尽管 k。能做到这点． 这就是说，在气泡室中，一个 K。可以产生如图 11-5(b)所描画的事
件一一其中的 AO 由千衰变而被看到，但 KO 却不能． 这就是我们故事的第一部分，这就是

奇异性守恒．

不过，奇异性守恒不是完美无缺的．奇异粒子可以发生极缓慢的蜕变一衰变时间长

到 .8)约 10 秒，这时奇异性丕理守恒，这些衰变称为＂弱＂衰变．例如， Ko 衰变为一对寿命为

10一19 秒的吓介子（＋及一）．事实上，这是首次发现K粒子的方法．注意衰变反应
KO~ 吓＋＋元一

并不保持奇异性不变，所以它不可能通过强相互作用而“很快”发生，只可能通过弱衰变过程

进行．

注意 k。也肚匣狂发～式蜕变为一个冗十及一个丁而且也有同样的寿命，
f{O— :;r;-+ 冗十

这也是一个弱衰变，因为它并不保持奇异性守恒．有这么一条原理：对任何反应，总对应地

存在一个用“反物质”代替“物质”的反应，旦之峦竺．由于 f{O 是 Ko 的反粒子，它应当衰变
为佥与矿的反粒子，但矿．的反粒子是矿． （或者，如果你乐煮，反过来说也可以．结果

表明对叮介子来说，你们称哪一个为“正粒子”都无所谓．）所以作为弱衰变的一个结果， K'

和伈可以变为同样的最终产物． 当我们通过衰变来“见到“它们时一一如同气泡室中那祥

1) 自由 4 粒子经过一弱相互作用而缓慢衰变（故奇异性不必守匡）．衰变产物是一个 p及一个矿，或一个 n 及·一
个吓＼寿命为 2. 2 x10-10 秒．

2) 强相互作用的共型时间差不多是 10竺秒．
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它们看来是相同的粒子．只有它们的强相互作用才不同．

我们终于可以来描述盖尔－曼和佩斯的工作了．他们首先注意到，既然 KO 及伈都能
转变成叮介子，必定存在某个振幅使 Ko 转变为伈，并且也有一定的振幅使 I(O 转变为 Ko.

像在学中那样写出反应方程式，有

KO竺:::;w-+忙竺臣 (11.43) 

这些反应意味着，每单位时间有一定的振幅（譬如说一i/li 乘以<K0)W)K°>)使 Ko 经由（导

致衰变成两个叮介子的）弱相互作用而转变为 Ko. 对于逆反应来说，有个相腔的振幅

(KO j w I f{O). 由于物质与反物质的行为完全相同，这两个振幅在数值上相等，我们都称它
们为 A,

(K0jWjK0>=<K01WIK0>= A. (11.44) 

盖尔－曼和佩斯说，这里有个有趣的情况．人们一向所说的世界的两个不同的状态一Ko 与

f{O——实际上应当被看作为是一个双态系统，因为存在着从一个态到另一个态的振幅． 当
- - - - -

然，做完全的处理时，得处理两个以上的态，因为也存在着一些纭态，等等，但是既然他们主
要对 KO 与 I(O 的关系感兴趣，就不必把事情搞得太复杂，而可以近似作为双态系统．其他
态的效应在某种程度上已经得到考虑，即已隐含在(11.44) 式的振幅中．

因而盖尔－曼和佩斯把这个中性粒子视为一个双态系统来进行分析．他们首先把 JKO>

和 IK吟态取为两个基础态．（这以后，事情非常象氨分子的情况．）这样，中性 K粒子的任何
态冲＞就可用它处在两个基础态的振幅来描写．我们将称这两个振幅为

a十叹KOi 心， a二(K0 I心 (11.45) 

下一步就是要写下这个双态系统的哈密顿方程．如果 KO 与 f{o 之间没有耦合，方程

就只是

钵苦心O+,
dO 

祜－－二＝
心

E。o_,

但由于有 KO 转变为 I(O 的振幅水叮WIKO>存在，所以应当还有一项

<K0IWIK吟O_=AO_

加在第一个方程的右边．类似地， AO十项应该加到 0一随时间变化的方程中去．

(11.46) 

但还不止这些． 当考虑到双＂介子效应时，还存在 KO 通过以下过程变为且旦的附加

振幅，
KO--+u,;-+矿一一► Ko. 

我们将用＠对WIK吟来表示的这个附加振幅，它正好等千振幅(K01 WIK0), 因为对于 KO

和 f{O 来说， 它们变为一对吓介子与由一对叩介子变回自身的振幅是完全相同的． 如果需
要，可以这样来具体论证．首先，我们写下 1)

<[{0 I w I K0) = <K0 I w 12水2叫WIK0)
和

<K0IWIK0) 一<K0IWJ2分<2冗 IWIK0).

由于物质和反物质的对称性

1) 这里我们作了点简化．加系统可以具有对应千不同的万介子动量的许多状态，所以我们应当将方程的右边对霄

介子的不同基态求和．完整的处理仍导致同样的结论．

. 
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<2叫 WIKO>=<妇W\K吩，

(J{0\Wl2分 =<K01Wl2分．

由此得到(KOJWIKo), 一 <K0 I w I K0>, 以及<KOIW/KO> 一 (K0/WIK吟，这就是我们前面

所说的．不管怎么说，两个都等千 A 的附加振幅 <K01WjK0>和<K0jW!K0), 应当包括在哈

密顿方程中，第一个加在必1+/dt 的方程的右边，第二个加在 dO_/dt 的方程的右边．通过这

样论证，盖尔－曼与佩斯推断说 KOKO 系统的哈密顿方程应当是

dO+ 祜--:;-:- =E。。++AO_+AO+,

i九芳心O_+AO++AO一·
(11.47) 

现在我们必须来纠正前几章中的一个说法： 象 <K0IWIK0)和<K0IWIK0) 这样两个互

逆的振幅总取复共辄．这只有在讨论中不发生衰变的粒子时才成立．而如果粒子可以衰

变—一因此，也就可能“丢失”——那么两个振幅不一定取复共扼．所以等式(11. 必）并不意

味着振幅是实数，事实上，它们是复数．所以，系数A是复数，这祥我们不能把它归到能量 E&
中去．

在经常跟电子自旋以及诸如此类的事情打交道后，我们的主人公看出哈密顿方程组

(11.47) 意味着存在县一对基态， 它们也可用来表示K粒子系统， 而且具有特别简单的性

质．他们说：“让我们将两个方程相加与相减，并且从趴起测量所有有关能最并使用使

九一1 的能量与时间的单位. ,, (这是近代理论物理学家常做的事，这不会改变物理内容，只是

使方程的形式取得简单些．）他们的结果是：

. d . d 
飞CO++0_) =2A(O++O_), ,,, 一CO+-O_) =0. (11.48) 

心

显然，振幅的组合(0++0_) 与（也-0_) 互相独立地起着作用． （当然，它们对应着我

们早就开始研究的定态．）所以，他们推断，应用K粒子的一种不同的表示会更为方便． 他

们定义两个态

心＝击CIR;o>+阳），心＝士(IK0)- IK")). (11.49) 

他们说，不考虑 KO 和 j(O 介子，而考虑两个“粒子”（即“态")K1 与 K2 也同样行．（当然，这

对应着我们通常称为 IT>与 III〉的态，我们不用老的记号是因为我们现在要用原作者的记
号－——你们将在物理讨论会上见到的记号）

但盖尔－曼和佩斯做所有这些并不只是为了给粒子起个不同的名称，这里还存在某种新

的奇特的物理内容．假设凸及 02 是某个态 1心表现为 K1 或 K皇介子的振幅：

由 (11.49)式，

于是 (11.48)式变为

其解为

01=<氐抻), 02=<K2 抻＞．

1 
。1== (0++0_), ":rI 

1 
。.2= -=CO++O_)_ 

✓~ 

'l, 
.d01 

" 
2.A.01, i妇＝

dt 
0, 

(11.50) 

(U.51) 
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。一心) = 亿 ( O ) e 一i:JAt, O:a ( t ) = 02 ( 0 ) , ( 1 1. 52 ) 

显然，这里 01(0) 和 0.2(0) 为 t=O 时的振幅．

这些式子表明如果一个中性 K 粒子在时刻 t=O 时处在态忭{1) [这样 01(0) =1 而

。2(0)=0], 那么，在时刻 t 的振幅是

01(t) =e玉At, 02(t) =0. 

注意到A是复数，不妨取 2..4.-=a一辂，（由于 2.A 的虚部结果是个负值，我们把它写成奂

铭），利用这种代换后， 01(-I) 可以写成
01(-t) =01(0)e-.Bt13刁吐 (11.53) 

在时刻 t 找到K1 粒子的几率是这个振幅的绝对值平方，即 e-2气而由(11.52)式，在任何时

刻找到瓦态的几率为零．这就是说，如果你让一个K粒子起先处在 IK少态，在同样的态找

到它的几率将随时间指数下降一一但你永远不会在态 IK分中找到它．那么它跑到哪里去了

1 
呢？它蜕变为平均寿命为 'Tf=-一的两个吓介子了，口的值实验测得为 10气0 秒．当我们说 A

2~ 

是复数时就是为此作了准备． ,, 

另一方面， (11.52)式说明，如果使一个K粒子完全处在氐态，它就将永远这样呆下去．

当然，这不完全正确．实验上观察到这个K粒子蜕变为三个m介子，不过其速度要比刚才描

写过的双吓介子衰变慢 600 倍． 可见，在我们的近似中扔掉了其他一些小项．但只要我们

考虑的只是双吓介子衰变， Kll 就将“永远“保持下去．

现在把盖尔－曼和佩斯的故事讲完．他们继续去考虑当一个K粒子与一个Ao粒子在强
•--------. - _- __ -_· 一-_- -~._一-一

相互作用下产生时会发生什么事．由于K粒子这时必须具有奇异数 +1, 所以它产生时必须

处在 Ko 态．这样，在 -t=O 时，它既不是氐也不是凡，而是一个显会坴．初始条件是

O+CO) =1, O_(O) =0. 

但是根据 (11.50)式，这意味着

。1(0) =1千， 02(0) =-r=:-, 

而由 (11.51)式有

01(t) =-e妞矿"', 0.2(t) = -一. (11. 区）._r:; ,.j~ 

注意氐和氐都是 KO 和 KO 的线性组合．在 (11.54) 式中，振幅己选择得使仁=0 时 f{O部

分由千干涉而相互抵消，只留下 KO 态．但 lK心态 时匣匣窍，而 IK心态则不随时间而变．
在古=0 后， 01 与 o, 的干涉将使 KO 与 k。都具有有限的振幅．

所有这些意味着什么？让我们回过去想一下如图 11-5 所示的一个实验．一个冗一介子

产生一个此粒子和一个贮介子，这个 Ko介子嘟嘟地飞过气泡室中的氢气．当它向前跑

的时候，它有某种较小的但均匀的机会碰上一个氢核．起先我们认为奇异性守恒将阻止 K

粒子在这样一个相互作用中产生一个 A 粒子． 然而，现在我们看到这是不对的． 因为虽

然K粒子互垫凹为 Ko一一它不可能产生一个 AO一一但它不会这样是工圭J 过一会儿，就有
一定的握蟹使它转变到 go 态．所以我们有时可以预期沿着K粒子的踪迹看到产生一个 AO.

这件事发生的机会由振幅 6一给定，而 0一可以与 01 和 O:a 联系起来［倒过来利用 (11.50)

式］．它们的关系是
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1 1 
0_=一 (01 -02) =- (e-me一位t-1).
五 z

当K粒子向前飞行时，它“像 k。那样行动”的几率等于 10_ 尸，其值为

10尸=¾(1+e竺-2e-Bt cos at). 

(11.55) 

(11.56) 

真是个复杂而奇特的纠果！

于是，盖尔－曼和佩斯就作了这样一个引人注目的预言：当一个 KO 产生后，它转变为

I(O (这可由能够产生一个 AO来说明）的儿率按 (11. 56) 式那样而随时间变化．得出这个预
言所利用的只是纯粹的逻辑推理和蜇子力学的基本原理，而根本不知道K粒子的内部机理．

由于浸有人知道任何有关内部机构的情况，这便是盖尔－曼和佩斯最多所能得到的结论了．

他们还未能给出 a: 与 B 的任何理论值．直到目前也没有能给出这两个值．他们由实验观察
到的衰变为两个吓介子的速率 (2 (3=101° 秒）能得出一个B值，但无法对 a: 说些什么．

-,I,i1_

,___

110 

90505 

0 

0 

.752 

-1. 
o000 

a-4 :-r/3 
2/3-l0'0s 

0.25 0.60 0.76 
1(10一'"s)

(a) 

/0_ 1· 
0.75 

0.50 

a= 冗B
2/3= 1010s 

0.25 

1.0 
-O 。

1 
2 3 4 

1(10 一'"s)

(b) 

图 11-6 (11.56) 式的函数图像： (a) 设a=4$f3, (b) 设心＝哗(2/3=1010秒）．

在图 11-6 中我们对于两个＂值画出了 (11. 56)式的函数图像．你们可以看到图形距"

与B 的比值有很大关系． 起先 P 的几率为 0, 然后它才产生． 如果＂大，几率将具有大

的振动．如果＂小，振动就小，或者根本没有振动 几率将只平滑地上升至一．
4 

一般， K 粒子以接近千光速的恒定速度飞行． 图 11-6 的曲线因而也表示沪脊一条踪

迹观察到 go 的儿率，其典型距离为几个匣米． 你们可以看出为什么这个预言这样令人惊
异地离奇．在产生一个单粒子后，它不马上蜕变，而去做别的事情．有时它蜕变，有时它又

转变为别类粒子．它产生效应的特征几率随着它的向前行进而以一种奇怪的方式变化着．
在自然界里没有别的东西与它很相象．而作出这个极为引人注目的预言所依据的只是关千

振幅干涉的论证．

如果说在什么地方我们有机会以最纯粹的方式检验盘子力学的主要原理一一比方说振

幅的叠加原理是否成立？那么，正是这里．尽管这个效应的预言至今已有几年了，还沔有非

常清楚的实验判决．有一些粗略的结果表明＂不是零，而且效应确实出现，这些结果指出“

在 2/3 和 4/3 之间．这就是实验上所得到的一切．如能精确地测出曲线看一看在奇异粒子这
样的神秘世界中，叠加原理是否确实仍然成立，这将是件非常美妙的事情，因为，对奇异粒子

来说，我们不知它们为什么衰变，不知它们为什么有奇异性．

我们刚才所描述的分析方法正是目前量子力学在探索奇异粒子的研究中所用的十分典
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芒的方法．所有你们可能听到的复杂理论无非都是这类利用叠加原理和同一水平的其他量

千力学原理来玩的简单把戊而已． 有些人声称他们已拥有能够计算＂和 fJ, 或者至少在给

定 B 时能算出＂的理论，但这些理论全都是完全无用的．比方说，有个在给出 B后能预言”

值的理论告诉我们＂位应是无穷大． 他们原先开始所用的方程组包括两个吓介子，而后又

从两个兀介子回到了一个 K", 等等．在计算全都完成后，确实产生了一对象我们这里所写

的方程，但是由于两个叮介子依着它们的动扯不同而有无穷多个状态，对所有这些可能性求

积分后得出＂值是元穷大．但是，自然界的”并王垄无穷大．所以这个动力学理论是错的．

在奇异粒子领域中包全能被预言的现象竟从你们现在所学水平的扯子力学原理得出，这实

在是非常令人惊奇的．

§11-3 对 N 态系统的推广

我们已完成了对所有想谈到的双态系统的讨论．在下面儿章里我们将继续研究具有更

多态的系统． 把我们就双态所保到的思想推广到 N 态系统去是相当直截了当的事，可以这

样来做．

如果一个系统有N个不同的态，我们可把任何态冲(t)>表示成任何一组基础态 1 妗
(i=l, 2; …， N) 的线性组合，

ltfiCt)>=~I 心O;(t).
I (11.57) 

系数 O,(t)是振幅<0冲(t)>. 振幅随时间的变化方式由下列方程组决定

证孚心里心 (11.58) 

这里能量矩阵 H;; 描写了问题的物理状况． 这看上去跟双态系统相同，只是现在心和 j 都

必须遍及所有N个基础态，而能量矩阵 Hi;--或者，你愿意称之为哈密顿最也可，是带有

沪个数的NxN矩阵．像以前一祥， H汇」儿一一只要粒子数守恒一－而对角元丑ii 是实

数．

当能量矩阵为常数（不依赖于 t) 时，我们已经求得双态系统的系数 O 的一般解． 当 H

与时间无关时，也不难解出N态系统的方程组(11. 58). 我们仍先来寻找当振幅全都有相同
「＿＿－－．

时间相关性时的可能解，试设
01=a1e-<,fll,)Et, (11.59) 

在把这些 a, 代入(11.58)式后，导数 dOi/dt 就是 (-ii九）EO,, 消掉所有各项的公共指数因

子，得到

Ea;=~H1; 伤， (11.60) 

这是有N个未知数叱知，..., an 的 N元线性代数方程组，只有在碰巧时，即所有＂的系数

行列式为零时，才存在一个解．但是并不一定要用这种复杂的方法求解，你们可以随便用什

么高兴用的方法来着手解方程组，你们会发现只有对一定的E值才能斛出它们．（注意E是

我们方程组中唯一可调节的量．）
但如果你们想做得正规些，可以把 (11.60)式写为

~(丑.;-lj,iE)a;=O. (11.61) 

接下来你们可以利用这条规则（如果你们知道的话），即只有对那些满足下式的E值方程组
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才会有一个解， . 
Det(H11-3;1E) =0. (11.62) 

行列式的每一项正好是 HH, 只是对每个对角元要减去 E. 这就是说， (11.62)式即

H11-E R五 丑五...

H釭丑五-E H2a .. . 

H杠 丑正丑如-E .. . 
: =0, Det (11.63) 

... .. ; ••• 

当然，这只是书写E的代数方程的一种特殊方法，这个方程是行列式所有各项按一定方式取

积之和．这些乘积将给出 E 的所有幕次，直到 E叉

所以我们就有个等于 0 的N次多项式，一般说有N个根．（但要记住其中有些可以是重

根，就是说两个或更多的根彼此相等．）不妨称 N个根为

趴， Eu, E111, •··, 此，…，岛， (11.64)

（我们将利用九表示第＂个罗马数字，这样九取值为I, II, •••, N.) 其中有些能量可能相
等，比方说耻=Eur, 但我们仍用不同的名字称呼它们．

方程组(11.60) 或 (11.61)对每个E值有一个解． 假如将任何一个E值（譬如 En)代入

(11.60)式并求解 a;, 就得到一组属于能址龙｀的解．我们将称这组解为如：九）．
在(11.59)式中代入这些 a,(九）值，我们就有了确定能态处在基础态 l心的振幅 O,(n).

设 1 九＞表示 t=O 时确定能态的态矢瓜，我们可写出

。｀（九）＝＜引九)lif九）气

这里

＜引吟 =a,(n).

千是完全确定的能态博认t))可以写成
I 扎 (fi))=王 Ii池(n)e一(I八）Ent, 

(11.65) 

或
I扎Ct)>= ln>e<九）E,.t• (11.66) 

态矢量 In>描述了确定能态跟空间的关系，而把时间相依性提出在外． 这样它们就是常矢
量，如果愿意的话，它们可以用来作一组新的基．

每个态 1 份都有个容易证明的性质，当它们为哈密顿算符且作用后，就正好得到玑』乘
以同一个态：

庄n>=凡 I九＞（且.67)

这样，能量 JjJ九就是作为哈密顿算符力特征的一个数．我们已经见到，一般说，一个哈
密顿量有儿个特征能批．在数心家的术语中，这些数称为矩阵且Ii 的“特征值”．物理学家
常称它们为力的“本征值,, . (" E屯en"是德文，意即“特征”或“本征,,.)对B 的每个本征值

换句话说对每个能量一一－都存在着确定能量的状态，我们巳称它们为“定态＇＇．物理学

家通常称 1伈为“立的本征态”．每个态对应着一个特定的本征值 E,..
一般来说，态 l 份（有N个）也可用来作为一组基．要做到这点，所有的态必须相互正交，

意即对其中任何两个态，譬如 1份和 Im>, 有
<nlm>=O. (11.68) 

如果所有能量都互不相同，那么上式将会自动满足．我们也可以将所有的 ai(n)乘以一个适

. 
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当的因子，而使所有的态归一化，这就是说，对所有的九，有

<n In> =1. (11. 69) 

当 (11.63)式有两个（或更多）的具有相同能量的根时，问题就稍有点复杂．首先，对两

个相同的能量，仍然存在两组不同的~,但是它们所给出的态可能丕正交．假设你们通过归

一化找到了两个具有同样能量的定态（不妨称它们为 1心及 Iv>态），那么不凑巧的话，它们
不一定正交，就是说

＜叫吟丰 0,

但我们总可以造出两个新的态（我们称为 Iµ,'>和 Iv'>), 它们具有相同的能量，而且也正交，
即

知'I 坅 =0. (11. 70) 

只要使厄＇＞和 1心是 1心和 Iv>的适当的线性组合，而将系数选得使 (11. 70)式成立就行．做
到这点总是不难的． 我们一般将假定这点已经做到，因而总认为我们的本征能态 1份全都
相互正交．

作为一种乐趣，我们打算来证明当两个定态有不同的能量时它们的确正交． 对具有能
量凡的态 I份，我们有

趴n>=如心 (11.71) 

这个算符方程实际上意味着在数字之间有个方程，补上没写出的部分，它的含意与下式相

同．

~<i卫 1分勺 I 九＞＝兑＜五＞．
如果取这式的复共辄，就得

~<ilH/j>飞 1吓＝耽<i I 吓．

注意振幅的复共扼是逆振幅，所以 (11. 73)式可以重新写为

2如j)勺 Jftl 心＝耽＜吓＞．

因为这个方程对包包 i 成立，它的＂简式”是

<n/H=E~<旷，
这称为 (11. 71)式的住堕苤

现在很容易证明趴，是个实数．将(11. 71)式乘以<nl 就得到

句 /Hln>=E,.,
因为<nl 九>=1. 然后我们将(11. 75)式右乘以 1 份，得

＠卫 1 伈＝耽．
比较 (11. 76)和 (11.77) 两式显然可见

En=E~, 
这意味着 En 是个实数．我们可以擦掉(11.75)式中 E 上的星号．

(11.72) 

(11. 73) 

(11. 74) 

(11. 75) 

(11. 76) 

(11.77) 

(11. 78) 

最后我们可以来证明不同的能量状态是正交的了． 设 l 九＞和 Im>是任意的两个确定能

量的基础态． 对 Im>态应用 (11. 75) 式，并乘以 1 九＞，我们得到

<ml趴伈＝肛<min>.
但如果用＜叫乘 (11. 71)式，得到

. 
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<ml趴伈=En<ml 九＞．
因为这两个停式左边相等，右边也相等，

Em<mJn)=En<mJn>. (且 .79)

如果趴＂＝此，上式没告诉我们什么． 但如果两个态 Im> 和 1 九＞的能址丕旦(E,,. =, 口九），

(11.79)式就说明<m[伈必须为零，这正是我们要证明的． 只要En 和 Em 在数值上不同，

两个怂必然正交．



12 
氢的超精细分裂

1 §12-1 由两个自旋为一的粒子组成的系统的基础态2 

在这一章中，我们来着手处理氢的“超精细分裂”问题，因为这是一个我们已经能够用量
子力学处理的、物理上引起兴趣的例子．这是一个具有两个以上的态的例子，它将用来说明
把撮子力学应用到稍为复杂一些问题上去的方法．这个问题足够复杂，以致一旦领会了处 . 

理它的方法，我们就能立即推广到所有这类问题上去．

如你们所知，氢原子包含有一个位于质子邻近的电子，它可以处于许多分立的能量状态
中的任何一个状态，在每一个能量状态中，电子的运动图样都不相同．例如，第一激发态位
于基态之上 3/4 里德伯常数处，或者大约 10 电子伏特处． 但是由于电子和质子都具有自
旋，即使是氢的所谓基态，其实也不是真正单一的、具有确定能量的态．正是这些自旋造成
了能级的“超精细结构＂，将所有的能级都分裂成几个相近的能级．

电子可以具有不是“朝上”就是“朝下”的自旋，质子的自旋也是如此，不是“朝上“就是
"朝下“．因此，对于原子的每个动力学悄形，存在着四个可能的自旋态．这就是说，当人们谈
到“氢原子的基态”时，实际上是指这“四个基态", 而不只是指能措最低的态．这四个自旋态
并不都具有完全相同的能摄，与无自旋时的能撇稍有差异．但是与基态到第一激发态之间 10
电子伏特的能量差相比这种能量的移动是非常非常小的． 因此，每个动力学状态对应的能

级都分裂成一组彼此非常接近的能级，这就是所谓的星堕塑发斐．
这四个自旋态之间的能量差就是我们在本章中想要计算的．超精细分裂是由电子和质

子磁矩之间的相互作用引起的，对千各个自旋态这种相互作用给出稍微不同的磁能．这些能
最大约只有一千万分之一的电子伏特一一与 10 电子伏特相比实在是太小了． 正因为两个
能级之间存在这么大的间隙，所以我们把氢原子的基态看作是一个具有“四个态“的系统，而
不必为在更高能量处实际上有更多状态这一事实操心．这里我们将只限千研究氢原子基态

的超精细结构．
就我们的目的而言，我们对电子和质子空间位咒的细节丝毫不感兴趣，因为这个问题可

以说已全被原子解决了一—－原子进入基态就自己解决了．我们需要知道的只是电子和质子
以某种确定的空间关系彼此相邻．此外，它们的自旋可以具有各种不同的相对取向，我们想
要研究的只是这些自旋的效应．

我们不得不回答的第一个问题是这系统的基础态是什么？但这个问题表达得不正确．
所谓的“这“基础态是没有的，因为你们可选取的这组基础态并不是唯一的． 将老的组加以
线性组合可以构成新的组．对于基础态总是有多种选择，这些选择都同样的合理． 所以问
题并不是这组基础态是什么，而是基础态组可能是什么．为方便起见，我们可以选取我们想
要的任何一组基础态．通常最好以一组旦旦旦眨仁最清楚的基础态作为开始．它可能不是任

.. 

. 
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何问题的解，也可能不具有任何直接的价值，但它一般将使以后的问题易于理解 . 
. 一·_ - • 

我们选择下列四个基础态：
奎电于相质子的自旋都“朝上“， 坴l= 电子自旋“朝上气质子自旋“朝下,,, 

坴：电子自旋“朝下”，质子自旋“朝上“， 至生电子和质子的自旋都“朝下".

对于这四个态，需要有一种方便的记法，为此，我们将用这种方式来表示它们：

垄!++>, 电子朝上，质子朝匕 桽主 I+->, 电子朝上，质子朝下，

至 I-+>, 电子朝下，质子朝上， 奎杏 /-->, 电子朝下，质子朝下．
(12.1) 

你一定得记住，第一个＋或一号表示电子，而堕三企则表示质子． 为便于参考，已把这些=-------

记法总结摘录在图 12-1 中．有时也把这些态方便地记为 11>, 12>'I 3) 和 14).

你或许会说：”但是这些粒子彼此相互作用，这些态可能不是正确的基础态． 听起来好

像你把这两个粒子看作是相互独立的＂．确实如此相互作用提出了这一间题：系统的座巠

璧是什么？但如何归这个系统并不涉及到相互作用．我们选取什么作为基础态与以
后发生什么情况无关． 一个原子即使它一开始处于这些基础态中的一个态，它也不可能永

远停留在这个态．这是另外一个问题． 这个问题是：在一个特殊（固定）
的基础态中，振幅如何随时间变化？选取基础态只是为我们的描述选取

“单位矢量”而已．

趁我们讨论这个课题时，让我们来看一下当不只存在一个粒子时，如

何寻求一组基础态这样一个普遍性的问题．你已知道关于单个粒子的基

础态．例如，对真实情况一一不是像我们这种简化的情况，面是真实的情

况－一－中的一个电子的完整描述是给出它在下列各个态中的振幅：

！动量为P、自旋“朝上”的电子＞

或 1 动拱为 P、自旋“朝下”的电子＞．
实际上存在两组无限多的态，每个 p值一个态．这就是说，如果你们知

道了所有的振幅

<+,p博＞及＜一， p忳＞，
图 12-1 氢原子基 则一个电子的状态 11"> 就被完全描述了．式中＋和一表示角动量沿某个
态的一组基础态 轴一一通常指亿轴一一的分量， P 为动量矢晕．因此，对每个可能的动

量，必定存在两个振幅（一组多重无限基础态）．对单个粒子的描述就是这些．

当存在一个以上粒子时，其基础态可用类似的方法写出．例如，若有一个电子和一个质

子处在比我们考虑的更为复杂的情况下，其基础态可能是如下的类型：

1一个自旋“朝上＇又以动量 Pi 运动的电子和一个自旋“朝下叉以动量 'P.11 运动的质子＞．

其他自旋组合以此类推．如果存在两个以上的粒子，则可用相同的概念来处理．所

以，你们看，要写出匣能些基础态实际上是很容易的．唯一的问题是：哈密顿算符是什

么？

就研究氢原子基态而言，我们不需要用到不同动量的全部基础态．当我们说“基态”时，

我们对质子和电子指定了特定的动量态．位形－－－关于所有动量基础态的振幅一—的细节
是可以计算的，但这是另一个问题．现在所关心的只是自旋效应，因此可只取式(12.1)的四

个基础态．接下来的问题是：对于这组基础态的哈密顿算符是什么？

奸
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§12-2 氢基态的哈密顿算符

我们马上就来回答这个问题． 但首先应提醒你们一件事：任何态总能够写成基础态的
-_-_- __ 

线性组合．对于任意态冲＞我们可以写成

ltf,)=1++><++1 中>+I+-><+- lit,>+ I-+><-+ ltfJ>+ I--><- - I 中＞．
(12 .2) 

请记住，完整的括号正好是复数，所以我们也可以把它们写成常用的形式 a,, 这是 ri,=1, 2, 

3 或 4, 因而将式 (12.2)写成

1 中>= I ++>01+ I +->0.2+ 1-+>os+ 1- ->o4. c12.a) 

给出了四个振幅 o., 我们就完整地描述了自旋态冲＞．如果这四个振幅随时间而变化，事实上

也是如此，则它们的时间变化率由算符 f1 给出．因而间题在于找出 fl.
关于如何写出一个原子体系的哈密顿算符，并没有一个普遍的规则可循，而找到一个正

确的公式比起找到一组基础态来更需要技巧． 我们可以告诉你们一个普遍规则，来写出任

何关千一个电子和一个质子问题的一组基础态，但是在目前的水平上要去描述这种组合的
一般的哈密顿算符却是太难了． 因此，我们将通过某种启发式的论证告诉你们一个哈密顿

算符而你们将不得不把它看成是正确的哈密顿算符来接受，因为用它所得出的结果与实验
观察一致．

你们应记得，在上一革中我们可以用 6 矩阵一－—或与之完全等价的 C 算符来描述自旋

为半数的单个粒子的哈密顿算符． 这些算符的性质概括在表 12-1 中． 这些算符一一它们

只是记录＜＋阮I+> 这种类型的矩阵元的、一种简略而方便的方法一一适用于描述自旋为
1 
可的单个粒子的行为．问题是：我们是否能找到一种类似的办法来描述具有两个自旋粒子

的体系？答案是肯定的，而且非常简单，具体如下．我们发明一个称之为“西格马电子”的东

西，用矢量算符 u• 来表示，它具有气g 和 z的分量~, CT伈T:. 现在我们作出一个垫座，当

这些算符中任何一个作用到氢原子的四个基础态之一时，它只作用于叟主的自旋，而且其作

用就像电子单独存在时一样．例如， uil-+> 是什么？由千 <T11 作用于电子“朝下“得出一心

乘以具有电子“朝上＂的相应的态，即

叩－＋＞＝－引＋＋＞．

（当 4 作用于组合态时，它颠倒电子的自旋，而对质子不起作用，再对结果乘以一心）式作
用于其他的态给出

叩＋十＞＝叭一十＞，

叩 +->=ii - ->, 
. u~I-->=-叭＋－＞，

要记住算符矿只作用于第一个自旋符号一一－即作用于电子的自旋．
-__-___--- 

其次我们对质子的自旋定义相应的“西格马质子“算符．它的三个分横吐、叶、吐的作

用方式与 u' 相同，只作用在质子自旋上．例如，如果我们把弁作用于四个基础态，我们得__ 

到-始终利用表 12-1-—你可以看到，这种运算并不很困难．

吐l++>=I+->, 如 +->=I++>,
吐－＋＞一 1-->, 吐1--> 一 I-+>. 

.. 
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a,i+)=+I +>

a.,j 一〉一十 I+ 〉

. 
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太 12-1

叫 ->=-1->

叫＋〉一十ii->

, 

"•I+>一十 1->
"111->=-il +>

在最一般的情况下，事情可能更复杂一些．例如，我们可能有像式af 这种两个算符的

乘积．当我们碰到这种乘积的运算时，我们先作右边算符的运算，然后再作另一个算符的运

算例如，我们应有

C切f\+-)=u沁（吐＋－＞）＝式(-!+->)=-心+->=-!~->.
注意这些算符对纯数没有任何作用－我们在写出 cr!(-1) = (-1)cr扛时就利用了这一事

实．我们说这些算符与纯数”对易”，或者说一个数“可以移过“算符，作为练习，你可以证明
一下乘积吐召对四个基础态给出下列结果：

名叫++>=+!-+>,

6如¥1+->=-1-->,

(J';CJ'f I - +>=+I++>, 
u~CJ'f I - - > = - I + - >. 

如果我们取所有可能的算符，每一种算符仅用一次，则有十六种可能性．是的，十六种
—一倘若我们把“单位算符"1 也包括进去．首先是这样三个： u! 歹t, ~. 然后是叶、式和吽
三个，这样就有了六个．此外，还有九个吐寸这种形式的乘积，使总数达到 15 个．另外，还
有一个使任何态不变的“单位算符＂．总共 16 个．

现在注意，对一个四个态的系统来讲，其哈密顿算符矩阵必定是一个 4x4的系数矩阵

它将有十六项． 不难证明，任何一个 4x4 的矩阵一一特别是这里所说的哈密顿矩阵

都可以写成与我们刚才组成的一组算符相对应的十六个双自旋矩阵的线性组合． 因

此，对于一个电子与一个质子之间仅仅涉及自旋的相互作用来说，我们能预期其哈密顿算符
可以写成同样的十六个算符的线性组合．问题仅在于如何写．

首先，我们知道相互作用并不依赖于我们对坐标轴的选取． 如果没有外界扰动一一像

外磁场一一来确定空间的独特方向，哈密顿函数就不可能与我们选取的 a,,y 和 z 轴的方向

有关． 这意味着从哈密顿算符不能具有像己这种单独的项． 否则从不同的坐标系将得出

不同的结果，这显然是荒谬的．

唯一的可能性是含单位矩阵的项（例如某常数 a 乘上 1), 以及不取决于坐标的西格马
算符的某种组合一—某种“不变的“组合． 两个矢量的唯一笣覂丕变组合是标积，对我们的
C 来说就是

er8• er'= CT扣丘句句＋忒吐. (12.4) 

这个算符对坐标系的任何转动都是不变的．所以具有适当的空间对称性的哈密顿算符，只
可能是一常数乘以单位矩阵加上一个常数乘以上述标积，即

fr =Eo+Aer••er'. (12.5) 

这就是我们所要寻求的哈密顿算符． 只一要不存在咎堑，由于具有空间对称性，它就是唯一可
能的形式．常数项没有多大意义，它仅取决于我们所选取的由之量度能量的能级． 我们完

全可以取丛=0. 第二项才告诉我们欲求氢原子能级分裂所需知道的一切．

1) 对于这些特殊的算符，你会注意到这些算符的次序对运算结果并无影响．
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要是你愿意的话，你可以不同的方式来考虑这一哈密顿算符．如果有两个磁矩为儿和

凸上且彼此靠得很近的磁体，相互作用能将取决于µ. JLp一~除了别的以外．而且你记住，我

们曾发现经典的儿在怔子力学中以µ歹e 的形式出现．同样，经典理论中的 µp 在量子力学

中通常为归 Up (这里 fJ,p 是质子的磁矩，它约比 J.1,e 小 1000 倍，且符号相反）．所以式 (12.

5) 表明相互作用能和两个磁体之间的相互作用能相像一一－不过不是完全相同，因为两磁体

之间的相互作用能取决于它们之间的径向距离．但是式(12.5)可能是一一并且事实上也是

某种平均相互作用能． 电子在原子内部到处运动，我们的哈密顿算符只给出平均相互

作用能．总之，按照经典的讲法对于在空间按规定排列的电子和质子，有一个正比于这两个

磁矩之间夹角余弦的能量．这种经典的定性芘像也许会帮助你们理解它的来源，但是重要
的是，式(12.5)是正确的量子力学公式． . 

两磁体间经典相互作用能的数量级应是两磁矩的乘积除以它们之间距离的立方．氢原

子内电子与质子间的距离大致为原子半径的一半，即 0.5x10一8 厘米． 因此我们可以作一
组粗略估计：式中的常数 A 大致应等千两个磁矩µ,. 和 µ,p 的乘积除以 0.5x10-s 厘米的立

方．这种估计所给出的数值还是可以的．一旦当我们了解了氢原子全部蜇子理论一一至令我

们还办不到一一我们就可以准确地算出 A. 事实上，已算出的结果其准确度达到百万分之三

十．所以，与氨分子的翻转常数 A 不同，它不能由理论很好地计算出来，而氢的常数 A 可以
-_-_- - -

由较详细的理论算得． 不过没关系，为了目前的目的，我们将把 A 看作是一个能由实验决

定的数，然后分析这种情况的物理意义．

取式(12.5) 的哈密顿算符，我们可以用它加上方程

叙仁~H必 (12.6) 

求出自旋相互作用对能级的影响． 为此，我们需要找出与式(12 .1)所示四个基础态中每一

对相应的十六个矩阵元丑＂＝＜心lfllj>.
我们先对四个基础态中的每个态求出 fl心．例如，

趴++)=A吐纠 ++)=A{吐咕十U囥＋叩针 I++> c12.7) 

利用刚才讲过的方法一一如果已记住表 12-1 的话，这个方法就很容易一一我们求出每对 C

对 I++> 作用的结果答案为，

所以式(12.7)变为

叩~[++)=+!-->,

式叶++>=-!-->,

u: 吐++>=+!++>.

趴 ++>=A{I- ->-!-->+ I ++>}=Al++>. 
因为我们的四个基础态都是正交的，我们立即可得

<++! 趴＋＋＞＝水++ I ++>=A, 
<+-! 趴 ++>=A妇 -l++>=O,
<-+I趴＋＋＞＝星-+l++>=O,
<--1且 I++>=织- - I ++)=O. 

由于 (j!ft 心＝＜心 \ft吩，我们已经能够写出振幅乙满足的微分方程：
心的1=H11C1+H1.20.2+H1aOa+丑140,

(12.8) 

(12.9) 

(12.10) 

. 
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或 幼01=H01. (12.11) 

就这些，我们仅得到一项．

为了获得哈密顿方程中的其余项，我们必须用相同的步骤把力作用到其他态上去．首
先，作为练习，请你核对一下我们在表 12-2 中写出的所有西格马的乘积，然后我们可以利用

它们得出

趴 +-)=A{21 -+>-1 +-)}, 

Hl-+>=A位 I -+-—>— l- 吟｝，
趴 --)=Ai--).

吁咚［十十>=+I 一一〉

心6引 +->=+I-+ 〉

吁式!-+>=+!+->

心咚1-->=+i++ 〉

表 12-2 氢原子的甘旋算符

6护ti++ 〉 =-1-- 〉

a护:!+->=+/-+〉
6护~!-+>=-:-)+->

勾芍1-- 〉 =-I++ 〉

6扣引 ++>=+I++〉

G步引+->=-)+-〉

句吁1-->=-I-+〉

G扣~1-->=+I- -> 

(12.12) 

伽

然后依次对每一项在左边乘上所有其他的态矢量，我们就得到如下的哈密顿矩阵丑”

ii~) 「 A O O 0 

0 -.A 2.A 0 
H11 0 2A -A 0 (12.13) 

0 0 0 A 

当然，这意思是说，四个振幅 O; 的微分方程为：

幼仇=A01,

鄙为= -.A02+2AO句

. 鄙九0s=2.A0:3-A03, (12.14) 
幼04=AO.i.

在解这些方程之前，我们不能不告诉你们一个由狄拉克得出的巧妙规则一一它将使你
们感到自己真正获得了很大的进步一一虽然我们现在的工作并不需要它．由方程(12.9)及

(12.12), 我们得到
矿•uPj ++)=I++), 
丁·妇 +->=21-+>-I+->,

u••u引— +>=21 +->-I+>, 

矿·妇-->=!-->.
“请看“，狄拉克说：“我也可以把第一和最后的方程写成“

吐妇 ++>=21 ++>-I++>, 
吐妇- - > = 21 - - > - I - - >; 

(12.15) 

于是这四个方程就十分相似了．现在我发明一个新的算符，我们将称亡为 P 旺妇，并且座

义它有如下性质 1):
_-_- 

P 自旋交换 l++>=I++〉，
P 自旋交换 /+->=I 一十＞，

1) 这算符现在称为“泡利自旋交换算符".

,. 
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P 自旋交换 1-+>=I+->, 

P 扭交换 1-->= I+->. 

161 . 

该算行的作用是交换两个粒子的自旋．这样，我就可把式(12.15) 中的全套方程写成一个简
单的算符方程：

<Te• 矿=2P.a旋交换 -1. (12.16) 

这就是狄拉克公式．他的“自旋交换算符“提供了一个演算矿•<Tp 的简便规则． （你们

看现在你们可以做一切事情了，门打开了．）

§12-3 能级

现在我们准备通过解哈密顿方程(12.14)来算出氢原子基态的能级．我们希望求出定态

的能僵．这就是说我们希望找到那些特殊态悼＞，对它们来说，每一个属于 1 中＞这组态中的
振幅 O,=<引心均有相同的时间依赖关系——即矿已 于是该态将具有能横 E=九w. 所

以对我们所要的组来说其

0尸姊曰／亢）Et, (12.17) 

式中四个系数＂与时间无关．．为了看出能否获得这种振幅，我们把式(12.17)代入方程

(12.14), 看看有何结果．方程(12.14) 中的每个 6九 dO/dt 变为 EO, 而且一一消去共同的指

数因子后—一每个 O 变成了＂，我们得到：

Ea1=Aa1, 

E幻=-Aa2+2A砾，

Ea3=2A妇一A伪，

Ea4=.Aa4, 

我们必须用这些方程解伤、知、伪和 a4, 正好第一个方程与其他方程无关

们立即可以看出一个解．若我们取 E 宁 A, 则

免=1, 知 =aa=a4=0,

(12.18) 

这意味着我

是一个解．（当然，若取所有＂的值均为零也是一个解，但这表示根本没有态存在．）让我们
把这第一个解称为态 II> 1): • 

JI>= 11>= I++>, 

它的能量为

E1=A. 

有了这一线索，你们立即可从式(12.18) 中最后一个方程看出另一个解：

我们称该解为态 I II): 

a1=a2=as=O, a4=l, 

E=A. 

III>= 14>= !-->,
Eu=A. 

(12.19) 

(12.20). 

现在要稍微困难些了，式(12.18) 中余下的两个方程是混合的．但是以前我们也碰到同

样的情况．将此两式相加；我们得
E(a叶伤） =.A(a吐心， (12.21) 

1) 此态实际上为 II〉e--C吓）置丐但我们通常用常数矢量来表示，该矢量与 t一0 时的完整的矢量相等．
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将两式相减，得

E(aa-aa) = -3.A(aa一心．

通过观察一一并回忆氨的情况－我们看到存在两组解：

(12.22) 

及
妇＝知， E=A,

(12.23) 
a.2=- 知， E=-3A.

它们是 12> 和 1 纷的混合．把这两个态称为 !III) 和 IIV>, 并乘上一个因子 1/.J2, 使这两
个态适当地归一化，我们得

jIII>=-=-( 心+I沁） 1 
.J2 =- .J2 (!+->+!-+>), 

及
Em=A, (12.24) 

IIV>=志12>-I沁）＝击Cl+->-1-+>),

Eiv= —3.A, . (12.25) 

我们得出了四个定态及其能量，顺便提一下，请注意我们这四个态是相互正交的，所以如果
我们愿意，也可以把它们作为基础态．我们的间题完全解决了． . 

上述四个态中三个态的能量为 .A, 面第四个态的能量为 -3.A. 其平均能量为 0

岛+A
I, II, III 

Eo ----

AE=加

这意味着如果我们在式(12.5) 中取 E。 =0, 我们决定相对

于平均能量来量度所有能量． 我们可以把氢原子基态能
级图画成为图 12-2 所示．

态 IIV) 与其他任何一个态之间的能量差为 4.A. 一
个偶然处于态 II> 的原子，很可能从该态落至态 IIV) 并发

射出光．但不是可见光，因为能量太小了一—它将发射出

氐3A IV I t 一个微波量子，或者，若用微波照射氢气，当处在态 !IV)的
图 12-2 原子氢的基态能级图 原子获得能量，并跳至上能态时，我们将发现存在能昼吸

收一但只是在频率 w=4.A几处．这个频率已经由实验测得，最近所得到的最好结果1)
为：．

f=w/2九= (1, 420, 405~751, 800士 0.028)周每秒. (12.26) 

其误差仅为一千亿分之二！大概没有一个基本物理量测得比它还精确的了一它是物理学
中最卓越的精确测量之一． 理论家对于他们能把能拉计算到 3/105 的准确度感到非常高

兴，但在此同时它被测釐至 2/1俨—一比理论准确 100 万倍．所以实验家大大领先于理论

家．在氢原子基态理论方面，你已不比别人差． 你也完全可以从实验中求得自己的 A 值，
这也是每个人最后必须做的工作．

你以前大概已听说过氢的"21 厘米线”这件事吧，这就是氢的两个超精细态之间 1420

兆赫这根谱线的波长．星系中的原子氢发射或吸收的就是这种波长的辐射．所以用调至 21
厘米波（或约 1420 兆赫）的射电望远镜，我们就能观察到聚集着的原子氢气的速度和位

置．从强度的测量，我们可以估计氢的量；从测量由多普勒效应引起的频移，我们可以求出

银河系中气体的运动情况．这是射电天文学的巨大计划之一．所以我们现在谈论的是非常
1) Crampton, 应eppner, and Ramsey; Physical Review Letters, Vol. 11; page 338(1963). 

, 

. 

. 
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真实的事情一一它并不是一个人为的问题．

§12-4 塞曼分裂

虽然我们已经完成了求氢原子基态能级的问题，但是我们仍希望进一步研究这一有趣

的系统．为了对此系统有更多的了解一一－例如J 为了计算氢原子吸收和发射 21 厘米的辐射

波的速率－一－我们必须知道当原子受到扰动时所发生的情况．我们必须照我们在讨论氨分

子时做的那样去做一一在求出能级后进一步研究氨分子在电场中的情形．干是我们就能够

计算出无线电波的电场所产生的效应． 对氢原子来说，电场除了使所有的能级均移动一与

巾场的平方成正比的常量外，别无作用一由于它并不改变能量差，故不值得注意．现在重

要的是壁堑． 所以接下来就是要写出原子处在外磁场中这种更为复杂的情况的哈密顿算

符．

那么哈密顿算符是什么呢？这里我们将只告诉你们答案，因为除了说原子的行动就是这

样外，不能给了你们任何“证明".

哈密顿算符为

介卫(u••沪） -µ, 兄B-µ,puP•B. (12.27) 

它现在由三部分组成．第一项 Au••沪表示电子和质子间的磁相互作用一一－如果没有磁场

这项也是这样．这是我们已经有的项；磁场对常数 A 的影响可忽略不计．外磁场的影响反映

在最后两项中．第二项 -µ,.u• ·B, 是如杲电子单独处于外磁场中所应具有的能量 1>, 同样

地，最后一项-µ,p迁B 是质子单独存在于磁场中时应具有的能量． 在经典理论中两个粒

千在一起时的能量应是它们两个的能量之和，在量子力学中也是这样．在磁场中，由于磁场

所产生的相互作用能，正好就是电子同外磁场的相互作用能与质子同外磁场的相互作用能

之和一一两者都用西格马算符来表示．在量子力学中，这些项并不真正是能蜇，但是按经典

的能量公式去想像它们是记住写出哈密顿算符规则的一种方法．不管怎样，式(12.27)是正

确的哈密顿算符．

现在我们必须回到开始之处，从头来解这一间题． 但是有许多工作已经完成了一一我

们只需把新的项产生的效应加进去．让我们令恒定磁场 B 在 2 方向上，于是我们必须在我

们的哈密顿算符中加进两个新的部分一一我们可以称之为且':

利用表 12-1, 我们立即得到

介= -(µ, 邑+µ,记）B. 

趴+ +) = - (µ,e-r /J,p)B / + -), 
趴＋－＞＝－也－心B/ +-), 

趴-+>= -(-µ, 寸/J,p)B I - + >, (12. 28) 

趴－－＞一(µ,计 /J,p) B I - - >. 
多么方便I 丘＇作用于每个态正好给出一个数乘以这个态．因此，矩阵＜心lf1'li> 只有对角元
素一一我们可以直接把式(12.28)中的系数加到式(12.13)中相应的对角项上去，于是哈密

顿方程(12.14)变为：

钻胆1/dt= 扭－（如+µ,p)B}01,

1) 请记住，在经典理论中 U--µ•B,所以当磁矩沿着磁场方向时其能量最低，对于带正电荷的粒子，磁矩平行千

自旋，对于带负电荷的粒子，则相反．所以在式 (12.27) 中 µp 是一正数，而山是一负数. 

. 
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i九 dO矿心= -{A+ (µe-µp)B}02+2.AOa, 

沐 d03/dt = 2.A.02- {A- 严-µv)B}03, (12.29) 

沭 d04/dt={A+(µ汁µ,p)B}04.

方程的形式并没有什么不同一一只是系数不同． 只要 B 不随时间变化，我们就可以继

续照以前那样去做．以

Ea:i_ = A{ - (µ, 寸卧）B}a1, 

Ea!l= -{A+(µ,.- 卧）B}a, 计2.A.知，

E知 =2.A.知一 {.A-(胚一µ,p)B压， (12.30) 

Ea4 一 {A+(µ,计µ,p)B}a4.

很巧，上式中第一和第四个方程仍旧与其他方程无关，所以我们仍可用同样的技巧求解．
态心是一个解，对于这个解 ai=1, a,!l=aa=a4=0, 或

而

另一个解是

而

I I>= 11> = I + + >, 

趴=A-(µe+/Lv)B. (12.31) 

III>= 14>= I - ->, 

Eu=.A.+(µ.,e+/J.,p)B. (12.32) 

在剩下的两个方程中，因为系数伤和伪不再相等，所以稍微复杂些．但是它们和氨分

子的一对方程很像．回顾一下式(9.20), 我们就能作出如下类推（记住那里的指标 1 和 2 相
当千这里的 2 和 3):

且11- -.A-(沁－心B,

H过一 2.A,

H江一 2.A,

H组~·➔ -A+侐－心B.

于是能量由式 (9. 25) 给出，其为

E= H11:H22 土✓ (H11~ 胚）2 +H12H21, 

将式(12-33) 代入上式，能量表示式就成为

E=-A士 ..Jcµ,广邑）2•B2+4A气

(12.33) 

,(12.34) 

虽然我们在第 9 章习惯于把这两个能量称为趴和 En, 而在目前的问题中我们把它称为
Em 和 Erv

Em=.A{一 1+2.../ 1+ 伲-µ,言B2/4护｝，

E1v=-A{丑2✓ 1+ (µ,.-心如/4A2}.
(12.35) 

所以我们就找到了氢原子处在恒定磁场中的四个定态的能量． 让我们令B趋向千零，

以核对上述结果是否与上节所得的能量相同．当 B=O 时，能煜趴， En 和 Em 趋于 .A, 而

巫v 趋于一3A, 甚至态的标号也和以前的一致，可是当加上磁场时，所有能量都以不同的

方式改变．让我们来看看它们如何变化．

首先，我们必须记住，电子的 /J,e 是负值，质子的约为正值，而且压约比归大 1000 倍．

所以凸+µ,p 和心一西都是负数，且儿乎相等．让我们把它们称为一µ,和一µ,';
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µ,=一 (µ,e+ 归），µ,'= - (µ, 广JJ,p), (12 .36) 

（这里µ,和µ,'两者都是正数，差不多等于压的大小一一约为一个玻尔磁子．）这样我们的

四个能量分别为

址=A+µ,B,

Eu=.A-µ,B, 

Em=.A{-1+2✓-1--t-µ,'2沪/4平｝，

E1v= -.A{1+2✓ 1+µ,'吁灼'4_All}.

能量趴从 A 开始，随 B 作线性增加一斜率为µ,. 能量 Eu也是从 A 开始，但是它随 B

的增加而线性地减少一其斜率为-µ,, 这两个能级随 B 的变化情况如图 12-3 所示．我

们还在此图中画出了能量 Em 和 E1v. 但它们与 B 的关系不同． 当 B 很小时，它们与 B

的平方有关，所以开始时其斜率是水平的，然后开始弯曲，当 B 很大时，它们趋近于斜率为

士µ,'的直线，该斜率与趴和 En 的斜率几乎相等．

(12.37) 

＇
一
一

E-A482 
丑＇

1 

。

\ 
\ 

\ 
\ 叉

＼

这
、
令

\ 
\ 

\ 
\ 

/\ 
/\ 

夕
『

., 1 _ 

一2

一3

一4

-5 

µ,B/A 

I 

11/1[I 

I
』

;,. 

III'1-II 
B 

. 
图 12-3 氢在磁场 B 中的基态能级图 图 12--4 氢在某特定磁场 B 中的基态能级之间的跃迁

由于磁场而引起的原子能级的移动称为覂竺竺座．我们说，图 12-3 中的曲线表示氢

甄子基态的燮覂生覂． 当不存在磁场时，我们仅得到氢超精细结构的一条谱线． 态 IIV>
与其他任何一个态之间的跃迁将吸收或发射出一个光子，其频率 1420 兆赫为 1 /h 乘以能

量差 4.A. 但是，当原子处在磁场 3 中时，则将有更多的谱线． 四个态中任何两个态之间

的跃迁都是可能的．所以如果在所有四个态上都有原子，则在图 12--4 中六个竖直的箭头所

示的任何一个跃迁中，都能吸收或发射出能量．这其中的许多跃迁都可以用我们在第二卷

§35-3 所叙述的喇比分子束技术观察到．

引起这种跃迁的原因是什么呢？如果我们在稳定的强磁场 B 中再加上一个随着时间变

化的小的扰动磁场，就会发生这种跃迁，就像我们把扰动电场加到氨分子上所看到的那样．只

是这里是磁场与磁矩相耦合，获得成功．但是有关的理论与我们计算氨时所用的相同．如
果我们选取在叨平面内转动的微扰磁场则理论将最简单一虽然任何水平的振动磁场都

行，当你把这个微扰磁场作为附加项加到哈密顿算符中去时，就得到振幅随时间变化的解

就如我们在讨论氨分子时所求得的那样．所以你可以很容易地精确计算出从一个态到
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另一个态的跃迁几率，你会发现它们与实验完全一致！

§12-5 在磁场中的态

现在我们希望讨论图 12-3 中曲线的形状．首先，对千强磁场情况下的能量是易于理解

的，而且相当有趣．当磁场 B 足够强时（即 µ,B/.A»1), 我们可以忽略式(12.37) 中的 1. 四

个能量变为

趴=A+µ,B, Eu=A-µ,B, 

Em= -A+µ,'B, Erv= -.A-µ,'B. 
(12.38) 

这就是图 12-3 中四条宜线的方程式． 我们可以用下述方法去理解这些能量的物理意义．

磁场为雯时定态的性质完全由两个磁矩的相互作用确定．在定态 !III) 和 JIV) 中，基础态

I+-> 和 I-+>的混合就是由于这种相互作用．但是在强的外磁场中，质子和电子几乎根

本不受对方的场影响，它们每个都像单独处在外场中一样． 于是－－－正如我们多次看到的

那样一一电子的自旋不是平行于外磁场就是与外磁场相反．

假定电子的自旋“朝上“一一也就是沿着磁场方向，如果质子的自旋也是“朝上“，它的能

抵为一µ出．两者之和为一 (µ,.+µ,p)B=µ,B. 这正是我们所得出的趴一一好极了！因为

我们在描述态 l++>=II>. 当电子和质子两者的自旋平行时，仍存在一个表示电子和质子

相互作用能的小附加项A(现在 µ,B»A). (原先我们取 A, 因为我们所谈到的理论表明它

应该是正的，而实验表明它也确是这样．）另一方面，质子的自旋可以朝下，于是它在外磁场

中的能量为一阳B, 因此它与电子能量之和为一 (µ,.-µ,p)B=µ,'B. 而它们的相互作用能

变为 -A. 两者之和恰好就是式(12.38) 中的能量 Em. 所以对于强磁场态 !III> 必定变成

态 I+->.
假定现在电子自旋“朝下”，它在外磁场中的能最为 µ,.B, 如果质子自旋也“朝下“，两者

合在一起具有能量(µ,计µ,p) B=µ,B, 捚上它们的相互作用能 A一一因为它们的自旋平行．

这正好就是(12.38) 中的能益 E11, 且相应千态 J-->= III). 最后，若电子自旋“朝下”而质

子自旋“朝上＂，我们得到能横(µ,.-µ,p)B-A(相互作用能取为奂A 是因为两个自旋相反）， . 

它刚好就是趴V, 而相应的态为 I-+>.
”但是，等一下！“你或许会说，＂态 IHI〉和 jIV) 并非是态 I+-> 和 I-+>, 它们是后两

者的湿合．“有道理，但不全面． 当 B=O 时它们的确是两态的混合，但是我们还没有计算
出它们在强磁场 B 时的情况．当我们在第 9 章的公式中采用了式(12.郘）的类推来获得定

态能量时，我们也可以得到与能量一起的振幅，由式(9.23)得

生－＝互．
aa Hu 

当然，比值知压3 就是 02/0a. 代入式 (12.33) 给出的类似的量，得

或

。2 E+A-(µ,.-f-Lp)B 
= 

08 2A 
。2 E+A+µ,'B 
一=08 2A' 

式中对 E, 我们采用近似能量一一－不是 Em 就是趴v, 例如，对态 !III) 来说，我们有

(12.39) 

卢）二竺Oa III A· 
(12.40) 
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所以对于强磁场 B, 态 /III) 有 02»0a, 这时该态儿乎完全变成了态 /2>= I+->. 同样，如

果在(12.39) 中代入 Erv, 则得(02/0a)m«l, 对强磁场，态 jIV> 正好变成态 [3>= !-+>. 

你们看构成定态的四个基础态的线性组合汇数与 B 有关．我们称为 /III) 的态在极弱磁场

的情况下是 I+-> 和 I-+> 的 50-50 (一半对一半）的混合态，但是在强磁场中就完全转移

到 I+->. 同样，态 jIV) 在弱磁场中也是 I+-> 和 I-+> 的 50-50 的混合态（具有相反的

符号），但当自旋的耦合被强的外磁场解脱时，态 [IV> 就变成态/-+>.

我们还特别希望你们能注意在整塑塾搂下所发生的情况． 有一个能量一在一3.A

处—一在加上弱磁场时并不发生变化．而另一个能釐一一在 +A 处一在加上弱磁场时

分裂成三个不同的能级．对于弱场，能璧随 B 的变化情况如图 12-5 所示． 假定我们用某

种方法选取一束氢原子，它们全都具有 -3A 的能从．如果我们 E 

让它们通过斯特恩－革拉赫实验一所用的场不太强－我们

将发现它们沿直线通过实验装置． （因为它们的能最与 B 无

关，根据虚功原理一一它们在磁场梯度中不受力的作用．）另一 +A 

方面，假定我们选取具有能量 +A的一原子束，并使它们通过

斯特恩－革拉赫装置一—称之为 S 装置． （同样装置中的磁场

也不应太强，以致破坏原子的内部．也就是说磁场应足够小，

使能景随 B作线性变化。）我们将会发现出来的原子分成三束．
-_-_-_-_ 

态心和 III> 受到相反的作用力－~它们的能最随 B 以斜率
士µ作线性变化，所以该力就与作用于磁矩为µ,.=干µ的磁偶 一3A
极子的力一样．但是态 jIII> 沿直线通过．所以我们正好回到 图 12-5 氢原子在弱场中的态

了第 5 章．二企熊豐复丈A堕茎愿主是一个自旋为 1巠拷岂=· 这个能量状态就是一个 j=
1 的＂粒子”，它可以用第 5 章中使用的三个基础态 I +S>, !OS), I -S>来描写一一对千空间

的某一组轴．另一个方面，当氢原子具有能量一3.A 时，它是一个自旋为零的粒子．（记住，

上面所说的情况仅对元限小的磁场才严格成立． ）所以我们可以把零磁场下氢原子的各态

以下列方法归类：

. 
j m 

I 1 +l _ 
,I II 1 o 
II.. 1 -l _ 

。 -' 

IV O 0 

II>= I++> 
上＇

. l r I +S> 

心 ~I~~,✓~- I I 

III>=I--> 丿 -1-S) 

IIV)= l+->-1-+> 
／一 自旋为 o. (12.42) 

我们在第二卷 35 章中萱说过，任何一个粒子沿任何轴的角动量分量只可能具有相差九

的某些值．角动量的 2 分蜇 J. 可以是 jn,, (j-1) 九， (j-2)九 ...'(-j)九，这里 j 为粒子

的自旋（可取整数或半整数）．虽然我们在这里不这么说，但人们通常写成
J0=1n九， (12.43)

式中叨代表j, j-1, j-2, …, -j 等数中的一个．所以，你们将看到在一般书中，人们用
所谓星工竺 j 和1 彻 [j 常称为“总角动植屉子数”，叨常称为“磁量子数"]来标记氢原子的

四个基础态． 于是他们把一个状态写成 lj, 彻＞． 而不是写成我们的态的符号 II入 IIJ> 等

等． 所以对于磁场为零时用式(12 .41) 和 (12.42) 表示的态，他们把它写成表 12-3 所示的

表格．这并不是什么新的物理，它只是记法的问题．

(12.41) 
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表 12-3 在零磁场时氢原子的念

态 lj, m > j m 原来的记号

且， +l〉 l +l II)=l+S>

11, 0) 1 。 !III> 一 10s〉

凡，一1) 1 一 1 III>=I-S>

[O, 0> 。 。 !IV>

§12七 自旋为 1 的投影矩阵 1)

我们现在希望用我们对氢原子的知识去解决一些特殊问题．在第 5 章中我们曾讨论过

自旋为 1 的粒子对千一特定取向的斯特恩－革拉赫装置一—譬如说一个 S 装置一系处千

某一基础态(+,o 或一），则该粒子对于空间取向不同的 T 装置具有一定的振幅处于其三

个态中的各个态．这样的振幅勺如6的有九个，它们组成投影矩阵． 在 §5-7 中我们未加

证明地给出了 T 相对 S 具有不同取向时投影矩阵中的各项． 现在我们将告诉你们一种能

够导出这些项的方法．

在氢原子中我们曾经发现一个自旋为 1 的系统，它是由两个自旋为 1/2 的粒子组成的．

我们在第 6 章中就已经解决了如何变换自旋为 1/2 的振幅．我们可以利用这种知识去计算

自旋为 1 的变换．方法是这样的：我们有一个系统一一一个能盘为 +A 的氢原子一一－其自

旋为 1, 假定我们让它通过一斯特恩－革拉赫过滤器 S, 因此我们知道它处于 S 的一个基础

态， 譬如 l+T) 态的振幅将是什么呢？如果，我们把 S 装置的坐标系称为 a,, y, z 系统，

I+的态就是我们曾称之为 I++> 的态． 但是，假定另一个人把他的 z 轴取在 T 的轴上，

那么他将以我们称为矿， y', z' 的参考系来表示他的态．对于电子和质子J 他的“朝上“和“朝

下”的态将与我们的不同． 他的“正－正“态－－－我们可以写成 I+'+'>, 相对于带撇参考系

是自旋为 1 的粒子的 l+T> 态．我们想要的是 <+Tl +S>, 这只是振幅 <+'+'I++>

的另一种写法．

我们可用下述方法去求振幅 <+'+'I++>. 在我们的参考系中，处在 I++> 态的电子
具有“朝上”的自旋．这意味着在他的参考系中具有某个处千“朝上＂的振幅＜＋＇巨沁，以及

某个处于“朝下”的振幅 <-'I+>. 同样，处在 I++> 态的质子在我们的参考系中自旋“朝

上", 而在带撇的参考系中，具有自旋“朝上”或“朝下”的振幅 <+'I+>, 和 <-'I+ 〉p. 既然

我们现在谈论的是两个不同的粒子，因此这匣主粒子在他的参考系中将一起“朝上＂的振幅

为上述两个振幅的乘积，即

<+'+'I ++>=<+'I+沁<+'I+ 沁. (12 .44) 
为清楚起见，我们对振幅 <+'I+> 加上下标 e 和 p, 但是这个振幅都只是自旋为 1/2 粒子

的变换振幅，所以实际上它们是完全相同的数．事实上，它们就是第 6 章里称为<+Tl +S> 
的振幅，也就是该章末尾表中所列的．

但是，现在我们在记号方面即将遇到麻烦了． 我们必须能把对自旋为 1/2 的粒子的振
- - -_ - - - - - - _-_-_ - - - _c 

幅 <+Tl +S> 和对自旋为!_~ 的粒子、我们也称之为＜＋如＋的的振幅区分开来一一然面

1) 凡是没有读过第 6 章的人也应略过本节．

` 
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这两种振幅是完全不同的！我们希望它不至于过分混淆，但是至生在且堕，对自旋为 1/2 的
振幅我们将不得不使用某种不同的符号．为简捷起见，我们将新的记号概括于表 12-4 中．

对自旋为 1 的粒子的态，我们将继续使用记号 I +S>, !OS) 和 1-S>.

表 12一 自旋为 1/2 的粒子的视幅

本音

a=<十'I 十〉

b一 <-'I+>
C一＜十'I->

d一<-'I->

用我们现在的新记号，式(12.丛）就变成

<+'+'!++>=矶

第 6 章

<+Tl+岛
<-Tl+岛

<+Tj-S>

<-Tl —S) 

而这正好就是自旋为 1 的振幅 <+Tl +S>. 现在让我们假定，例如另一个人的坐标系
即 T 或带＂撇＂的装置一一相对于些但些 z 轴旋转了角中，那么从表 6-2 得：

a=<+'I +>=e11>1气
所以由式(12.44), 我们得到自旋为 1 的粒子的振幅为

<+Tl+S>=奸'+'1++>=(6沁／宁 =el¢. (12.45) 
你们可以看出它是怎样得出的．

现在我们将求出对所有态的普遍情况． 如果质子和电子在我们的参考系一S 系

中两者都“朝上＂，则在另一个人的参考系-T系一中，它将处于四个可能的态中
任一个态的振幅为：

<+'+'! ++>=<+'!->忒+'I+沁＝护，
<+'-I++>=妇'I+沁<-'I+沁＝心，

<-'+'I++>=<-'! +沁<+'I+沁＝她
<-'-'I++>=<-'!+沁<-'I+沁 =b2. . 

于是我们可以把态 I++> 写成如下的线性组合：

(12.46) 

I ++)=all! +'+')+ab{!+'-')+!-'+今｝＋妇－＇今. (12.47) 

我们注意到： I+'+今是态 I + T>, { I + I -'> + I -'+'为就是J了巠畟态 /OT)一参
看式(12.41)一而!-'-')= 1-T). 换句话说，式(12 .47)可以改写成

l+S>=矿 l+T)+歹矶OT)+b2/ -T). (12.48) 
用类似的方法你们可以很容易地证明：

L-S)=c:21 +T)+歹cd[OT)+d2j-T). (12.49) 
对千 10岛，要稍为复杂些，因为

1 IOS>=-=-{I +->+ I-+济．.J2 
但是，我们可以用带＂撇＂的态把态 I+-> 和 l-+> 表示出来，然后取其和．这就是

及
I +-)=acl +'+')+ad匠＇今＋加I-'+今+be,I -'-'> (12.50)

I-+>=叫＋＇坅+bcl +'-')+叫-'+')+矶-'-'). (12.51) 
以 11-vr.x乘以这两者之和，得
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2 ad+bc 2 IOS)=-aci+'+')+-—-{I+'-'>+ 1-'+'>}+~bd\-'-'>. 
忑喜 .j~ 

由之得：

10沁＝乒acj +T)+(ad+bc) /OT)+.J歹韧 -T>. (12.52) 

现在我们已经得到了我们所要的全部振幅．式(12.48), (12.49), 及 (12.52) 中的系

数就是矩阵元勺T[i吟．让我们把它们都放在一起：
, 

如尸旷 《江o 泸
ab+bc 喜cd 1. 

沪 .J2bd 护

我们已经用自旋为 1/2 的振幅 a, b, o 和 d 表示了自旋为 1 的振幅变换．

例如，如杲 T 参考系相对于 S 系绕 g 轴旋转＂角一一如图 5-6 所示
各个振幅正好就是表 6-2 中 R11 (a:) 的矩阵元．

a=oos a:/2, b = -sin a:/2, 

(12.53) 

表 12-4 中的

o=sina:/2, d=cosa:/2. (12.54) 

把这些代入式(12 .53), 我们就得到 (5.38) 的公式，我们在那里未加证明地给出了该式．

态 !IV) 究竟怎样呢？！它是一个自旋为零的系统，可以只有一个态－－－它在座度坐拯巠
更都是相同的!· 我们可以通过取式(12.50) 和 (12.51) 的差来核对每一个结果，我们得

l+->-1-+>=C或-be){I +'-'>- I-'+')礼

但是， (ad-bo)是自旋 1/2 矩阵的行列式，所以它等于 1. 对于两个具有任意相对取向的坐

标系来说，我们得到

jIV') = j IV). 
--

. 
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13 
在晶体点阵中的传播

§13-1 电子在一维点阵中的状态

乍看起来，你可能以为低能电子很难穿过固态品体．品体中的原子挤在一起，中心相距

只有几埃(1 埃 =10-s 厘米），而且原子对电子散射的有效直径大致也达一埃(1 埃 =10-8

厘米）左右．这就是说，比起他们之间的间距来，原子是很大的．因此你将预期两次碰撞之

间的平均自由程是几埃(10一8 厘米）的数景级一一实际上是微不足道的，你将预期电子几乎

立即撞在这个或那个原子上．然而，自然界中普遍存在着的现象却是：假如点阵是完美的，
电子能轻而易举地通过晶体一几乎和在真空中的情形一样．正是这个奇妙的事实使得金

属导电如此容易，也使得许多实用器件的发展成为可能．例如，它使晶体管模拟无线电电子

管成为可能．在无线电电子管中电子自由地穿过真空，而在晶体管中电子自由地穿过晶体

点阵．在晶体管作用后面的机理将在这一章中叙述，这些原理在各种不同的实用器件中的

应用则放到下一章去讲解．

电子在晶体中的传导只是一种非常普遍的现象的一个例子．不仅屯子可以穿过晶体，

其他的“东西“像原子的激发也能够以同样的形式运动．所以我们要讨论的现象以多种方式

出现在固态物理学的研究中．

你们还记得我们曾经讨论过两态体系的许多例子．现在让我们想像一个电子可以处在

两个位置中的任一位置上，在每个位置上它都是处在相同的环境中．我们还假定电子具有

一定的振幅从一个位置跑到另一个位置，当然，它也具有同样的振幅跑回来，就像我们在

10-1 节中对氢分子离子的讨论那样．量子力学定律给出下面的结果，对电子来说有两个具

有确定能量的可能状态．每一个状态可以用电子在这两个基础位置的振幅来描写．对于能

量确定的状态，这两个振幅的大小都不随时间变化，而两者的位相以同一频率随时间变化．

另一方面，如果开始时电子在一个位置，以后它会运动到另一个位置，再过后它又会回到第

一个位置．其振幅和两个耦合摆的运动相似．

现在来考虑完美的晶体点阵，我们想像电子在其中可以处于某一原子的某种“陷坑“中

并具有某个特定的能晕． 假定电子具有一定振幅运动到附近另一个原子陷坑中，这有点像

两态系统一一但是更复杂些．当电子到达邻近的原子后，可以继续运动到下一个新的位置，

也可以回到原来的位置． 现在的情形不是类似于覂主耦合摆，而是类似于无限个耦合在一

起的单摆．这有点像你们在第一学年物理课上看到过的那种用来演示波的传播的机械

在扭转金属线上装有一长串杆棒．
假如你有一个简谐振子，它被耦合到另一个简谐振子上，而后者再耦合到下一个简谐振

子上，等等…，假如你在某一个位置上扰动一下，这个扰动会像波一样沿着线传播．假如你
把一个电子放在一长串原子中的一个原子上也会出现同样的情况．

通常，分析这种力学问题最简单的方法不是去考虑在一个确定地点发出一个脉冲后会

发生什么，而是去考虑定态波的解．存在着某种位移的图样，它好像是单一的固定频率的波
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在晶体中传播． 基于同一理由，对电子也会发生同样的事情—一因为在量子力学中描述两

者的方程式是类似的．

然而，你必须意识到一件事：电子在一个地点的振幅仅是担壁而不是几率．如果电子只

是简单地从一处渗漏到另一处，就像水流过小孔一样，它的行为就会完全不同．譬如说，假

如有两个水槽，我们用管子将其连通，使水能够从一个水梢流到另一个水槽中去，那么两个

水槽中的水平面将会按指义规律相互趋近． 但是对于电子，所发生的是振幅的流动而不是

单纯的儿率流动．这是虚数项—~量子力学微分方程中的 t一一的特点，它使指数解变成振

荡解．千是所发生的过程就完全不同千两个连通的水槽之间的渗漏．

现在我们来定题地分析这一量子力学情况．设想由一长串原子组成的一维体系如图

。 。 产 《原子 1生l(a,)所示．（当然，晶体是三维的，但它
•.. 外一3 九一2 九一1 n n~l n名总3.• ?. (a) 们的物理原理完全相同，你一旦理解了

电子 一维的情形，就能理解三维中所发生的

。 。 。恣。 。 。 。 。 (b) 过程）我们来看一下如果把一个电子放
1九一1〉

。。。。岱。。。。
到这一串原子上将会发生些什么情况．

(c} 
当然，在真实的晶体中已经有亿万个电In>

0 0 0 0 0~0 0 0 (句 子了．但是它们中的大多数（对于绝缘
l九十1〉 的晶体则几乎是所有的）都以某种方式

图 13-1 一堆晶体中电子的举汔、 围绕着它自己的原子运动一一一切都十

分稳定．然而，我们现在要考虑的是放进一个匣处的电子后会发生些什么． 我们不考虑其

他的电子正在做什么，因为我们假定改变它们的运动状态需要很高的激发能量． 加上一个

电子就好像制造出一个受到微弱束缚的负离子． 在注意这一个额外的电子行为的时候，我

们取这样的近似，即忽略原子内部的结构．

当然电子可以运动到另一个原子上，从而使负离子转移到另一个地点． 就像电子可以

在两个质子之间跳跃一样，我们假设电子具有一定的振幅． 从一个原子跳跃到在它任何一

边的相邻原子上．

我们现在怎样描写这样的体系呢？合理的基础态是什么？假如你还记得当我们只有两个

可能的位置时我们曾经是怎样做的，你就能猜出我们将会怎么办． 假设这一串原子的间距

都相等，我们把原子依次编号如图 13-l(a)所示．一个基础态是电子在第六号原子上，另一

基础态是电子在第七号原子上或在第八号原子上，依此类推． 我们可以用说明电子位子第

九个原子的方式来描述第九基础态．让我们称它为基础态 In>. 图 13-1 表示．

1九一 1>, I 心，以及 [n+l).

这三个基础态指的是什么．我们可以用这些基础态来描述我们的一维晶体的任何状态炒＞．
只要给出 1心＞在每一基础态的振幅＜叫cp)-即电子位于某一特定原子的振幅．于是我们

可以将状态炒＞写成所有基础态的叠加：

!<!>>=~In><叫中>. (13.1) . 

下面我们将假设当电子位于某一原子时具有一定的振幅渗漏到任何一边的原子中．我

们将取最简单的情况，电子只能渗漏到最邻近的原子中一—要到达次邻近的原子它必须走

两步．我们令电子从一个原子跳跃到下一个原子的振幅为 •..4./1 (每单位时间）．
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我们暂时把屯子位于第 n 个原子的振幅 <n 炒＞写成 a... 于是式(13.1) 就要写成：

炒>=~I吟0,. (13.2) 

假如我们已经在给定时刻的各个振幅 0,., 取它们的绝对值的平方就能得到在该时刻观察第

n 个原子时发现电子的几率．

在以后的某个时刻情况将会怎样呢？与我们已经研究过的两态系统相类似，我们将建议
这种系统的哈密顿方程应当由像下面这样的方程式构成：

忧
dO,.(t) 

=E。O心） -.AOn+:1(t)-A0,._1(t). (13.3) 

右边的第一个系数朊的物理意义是电子如果不能离开一个原子所具有的能量．（我们
把什么叫做趴是无所谓的，正像我们已经见到过多次，它只不过表示我们对零点能的选
择）第二项表示电子在单位时间从第（九十1)个陷阱漏到第 n 个陷阱的振幅，最后一项是从
(n-1)个陷阱漏入的振幅．像往常那样，我们假设 A 是常数（不依赖于 t).

为了完全描写任意状态 I 心的行为，对每一个振幅 0,. 都要有像式(13.3)那样的一个方
程 因为我们要考虑具有大量原子的晶体，我们假设有无限多数目的状态—一原子在两

个方向上都延伸到无限．（对千有限的情况，我们必须特别注意在端点所发生的过程．）如果

基础态的数目 N 是无限大，那么全部哈密顿方程的数目也是无限大！我们只写下典型的部

分： ... . .. 

休垄＝玩0"_1-A心-AO"
dO 

伉-2!.=趴On-AOn一1-AOn+l
d古

钻些立。。n+1-AOn-AO九十2

(18.4) 

... . .. 

§13-2 一定能量的状态

我们能够研究许多有关点阵中电子的问题，但我们首先来试试求解一定能蜇的状态．正

像我们在早先儿章中所看到的，这意味着我们必须找到一种情况，如果振幅要随时间改变的
话全都要以同样的频率改变．我们期望解的形式为：

。"一心玉Et/亢, (13.5) 

复数＂．是发现电子在第 n 个原子的振幅的不随时间改变部分． 假如我们把这个试解代入
方程式(13.4) 中去试一下，所得结果为

Ea,.=卫。a,. - Aa.+1 - A也-1. (13.6) 

对于无限个未知数 a,. 我们有无限个这样的方程式－这是相当可怕的．

所有我们必须做的是取其行列式．．．可是且慢！当有 2、 3 或 4 个方程的时侯采用行列式

是个好方法．但如果有大鼠－—－或无限多一—的方程式，行列式就不很方便了． 我们最好

试试看直接解这些方程式．首先让我们按照其座罣来标记多个原子，我们说原子＂在吐处，
原子九十1 在＂叶1 处． 假如原子的间距等千 b一一如图 13-1 中那样－—－我们就有匀傩十1=

w,.+b. 把原点选在第零号原子上，我们有 a;,.=心．我们可以把式(13.5) 写成：
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On=a(心6-iEt/ 九,

方程式 (13.6) 就变成

Ea(如） =E。a(生1)-.Aa(幻n+1) -A.a(如-1).

或者，利用也+1 =wn+b 这个事实，我们也可写下

、
丿
、
丿

78 
.. 
33 11 (( 

、

Ea(如） =E。a,(心 -Aa(x.+b)-Aa(如一 b). (13.9) 

这个方程与微分方程有点类似．它告诉我们在某一点（吐）处的量 a,(a;) 和某些相邻的点（如

士 b)处的同一物理埽有关．（微分方程把一点上函妏的值和无限靠近的点上的值联系了起

来．）或许我们经常用来解微分方程的方法在这里也有效，让我们来试试看．

常系数线性微分方程总能以指改函数来求娇． 这里我们可以试试同样的解法，我们取

试解

a(如）＝护,.•. 

于是方程式 (13.9)变成
Eel1ca;n=E。e'切. -Ae1,,ca,,+bl -A ei~<a;,,-b). 

我们现在可以消去公因子 e归＂，得到

E=趴- A.eikb - A.e-ikb. 

最后两项正好等于(2A.coskb), 所以

(:13.10) 

(13 .11) 

(13. l2) 

R=E0-2Acos的 (13.13) 

我们发现恁空选择一个常数份都可以得到一个解，其能院由上式决定． 有许多可能的取决

于 k 的能量，并且每一个矿对应千一个不同的解．一共有无穷数目的解-这不足为奇，因

为我们是从无穷数目的基础态着手的．

我们来看一看这些解意味着什么．对于每一个 le , a 由式(13.10) 给出． 于是振幅 O"

则为
0,.=f3'k«ne一(I/月）Et , 

这里你们应当记住按照式(13.13) 能量 E 也依赖了 k.

我们从一个原子走到下一个原子时振幅随之拟荡．

我们说振幅在空间中以复数振荡的形式传插

(13.14) 

振幅与空间有关的部分是泸气当
-- . 

在每一个原子处，振幅的大小都是相

同的，但是在某一给定的时刻从一个原

子到下一个原子位相则超前一个量

-..... (ikb). 像我们在图 13-2 中所做的那样，

用竖线来表示每一个原子处振幅的实

部，这样我们就可以形象地描绘发生的

过程当然，这些竖线的包络线（如虚线
图 13-2 On 对““实部的变化 所示）是余弦曲线．化的虚部也是振荡

函数，但位相移动了 90°, 所以绝对值的平方（就是实数部分和虚数部分的平方和）对所有的

O 都是相等的．

这样，如果我们选定一个 k, 我们就得到一个具有特定能械 E 的定态．而对千任一个这

样的状态，电子在每一个原子处都可能同样地被发现一—对于哪个原子都不偏爱． 对于不

同的原子只有位相的不同．随着时间的流逝位相也改变．由式(13 .14), 实数部分和虚数部

分以波的方式沿着晶体传播一—即

-_-___ _ 

Re(O) 

-~-
乞＂

/./ 

、-1-
，夕
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6 
i[沁,,.-<El九） tJ 

的实数和虚数部分．此波可向正力或负＂传播，取决于我们所选择的为的符号．

要注意，我们曾经假定在试斛式(13.10) 中的数字 k 是一个实数． 现在我们可以看出，

为什么对于无限长的一串原子必须如此． 假定 E 是虚数，譬如说妳＇． 那么振幅凸就会成

为护＇＂＂，这怠味着当我们向正工方向－一－或者负”方向，如果 k' 为负数一一前进时振幅会

变得越来越大．假如我们处理的是一串有终点的原子，这种斛就很好）但对千无限的原子

链，它就不可能是物理上能接受的解． 它将给出无限大的振幅一一因此给出无限大的几率
它不可能描述实际的情况．以后我们将会肴到虚数 K 有意义的例子．

式 (13.13)所给出的能景 E 和波数为之间的关系画在图 1生3 上．从图上可以看出，能
量可从 k=O 处的 (E0-2A) 变化到 k= 土吓/b 处 E 

. 的(E。 +2A). 这个图是对正的 A 画的，如扩 A

是负数，曲线只是颠倒过来，但范围仍相同．值得

注意的是，只允许具有在一定能最范围或能“带”

内的任何能量值，而不可能具有其他能措值． 按

照我们的假设，如果电子在晶体内处于定态，除了

这个带内的数值外不可能具有其他的能抵值．

按照式(13 .10), 最小的伯对应于低能状态

妇(E。-2A). 当 k 的数值（向正值或负值 一动 0 "/b k 

方向）增加，能量先是增加，然后在 k= 土兀b 处达 图 13-3 作为参兰 k 的函数的定态能显

到最大值，如图 13-3 所示． 当 k 大于叮/b 时，能量又开始减小． 但我们并不真！正需要
考虑 t 的这种数值，因为它们并不给出新的状态一它们只是重复我们在较小的九值已经

得出的那些状态．用下面的方法我们可以看出这一点．考虑 k=O 的最低能量状态，系数知

对所有的 a,,. 都是相同的．现在对 k=2冗/b 我们将得到同样的能量．由方程式(13.10) 我们
有

(13.15) 

E。+2.A

} 
E矿

i Eo-2.A 

I 
I 

I 

＂（如） =e心动）“．

然而，令 0o 位于原点，我们可使％＝动，千是 a(a;,.) 变成

a,(如） =e12"'"=1. 

用这些 a,也）描写的状态在物理上和 k=O 状态完全相同．它并不代表一个不同的解．

作为另一个例子，假定 E 为句4b. a(a;,.) 的实部将如图 13-4 中曲线 1 所表示的那样变
化．如果 B 增大为七倍(k=7w/4b),

叭心的实部就像图中曲线 2 那样变

化．（当然，整个余弦曲线并无任何意

工 义，有意义的是它们在叫感的数值．

曲线只是帮助你了解事情是怎样进行

图 13-4 描写同一物理情况，的 K 的两个数值，曲线 1 是 K 的．）你看到了 k 的两个值在所有的

=z/4b, 曲线 2 是 k=7a,;/4b w,. 处都给出同样的振幅．

总之，我们只要取某个有限范围内的 K 就得到间题的所有可能的解． 我们取一冗/b 到

十吓/b 之间这一范围一—图 13-3 所示的范围．在这个范围内定态能量随为的大小的增加

而增加．

E必（环）
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你们会注意到一个附带间题． 假如电子不是只能以振幅 lb.A凡跳到最靠近的原子，并

且还可能以另外某个振幅 iB/九直接跳到塾堂笠的原子． 你们会发现也可以把解写成 a,.=

e心＂的形式一一这种形式的解是普适的．你们还会发现具有波数和彴定态，其能量为(Ea一

2 .Acos kb 一 2 Bcos 2 kb). 这表明 E 对 E 的曲线的形状不是普遍的，而取决于问题的具体

假设．它并不一定是余弦曲线一甚至不一定对某一水平线对称．然而，曲线在一元/b 到

句b 的区间外总是重复它在这一区间内的形状，所以你不必为其他的仿值操心．

让我们比较仔细地考察一下九值很小的情形一一即当振幅从一个％到下一个的变化

十分缓慢的情形． 假定我们通过规定岛=2.A 来选择能量的零点，那么图 13-3 中曲线的

最小值就在能量为零处．对千足够小的 le, 我们可以把 oos 肋写成

coskb~1-沪胪/2,

式 (13.13) 的能篮就变成

E=.A胪胪． (13.16) 

我们得到状态的能量正比于波数的平方，这波数描写振幅 On 的空间变化．

§13-3 与时间有关的状态

在这一节中我们想较为详细地讨论一下一维点阵中的状态的行为． 假如电子在叽处

的振幅是 O俸，找到它在那儿的几率是 10,.尸．对于式 (13.12)描写的足坴，这个几率对所有的

＂伟都相同并且不随时间变化．我们怎样来表示这样的电子的状态呢？电子的这种状态是我

们通过指出这个具有确定能址的电子处在某一定的区域来粗略地描写的，这个电子在某个

地方比在另外的地方更容易被找到．我们可以用好几个像式(13.12)那样但占值略微不同

因而能量略微不同－一－的解的叠加来表示．那么由于各项之间的干涉至少在 t=O 时

振幅 o.. 将随位置而变．就像不同波长的波混合时产生拍（我们在第一卷第 48 章已讨论过

这一情形）．所以我们可以用中心波数如，以及知附近的其他波数构成一个“波包,, . 1) 

在我们的定态叠加中，不同和的振幅代表能量稍微不同的状态，也就是频率稍有不同的

状态，因此总的化的干涉图样将随时间而变一一将会出现“拍＂的图样． 我们在第一卷第 4

8 章中已经看到，拍的峰[ I O(a,,.) 尸大的地方］将随时间沿着＂运动，它们以我们称之为“群
速度”的速率运动．我们发现这个群速度与趴确频率的变化的关系为：

dw 
Vg=-

d,k' 
(13.17) 

这一关系在此同样有效．成为一“团”的电子态—一即 On 在空间的变化像图 13-5 中的波包

那样－~将沿着我们的一维＂晶格”以等千 dw/碌的速率＂运动，其中 w=E/'lt. 对能量 E

应用式(13.16),我们得到

v= 2.Ab咕
九．

(13.18) 

换句话说，电子以正比于中心仿值的速率运动．式(13.16)表明这种电子的能噩正比于它的

速度的平方-一它表现得像个经典粒子．只要我们在足够大的尺度上进行考察而看不到精

细结构，我们的量子力学图像就开始给出经典物理那样的结果．事实上，假如我们由方程式

(13.13)解出力并把它代入(13 .16), 我们可将能量 E 写成：

1)倘若我们不想使波包太窄．
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E=土叨有效泸，
2 

(13.19) 

其中叨有效是一个常数． 巳像经典粒子那样波包中电子的额外“运动能量＇；取决于速度． 常

数叨有数＿＿一称做“有效质量”一一由 ReC(右） 1

胪
叨有敖一立bll

给出．并且注意，我们可以写出

叨有放V=柲．

(13.20) 
_" 

(13.21) 

如果我们把叨有效v 叫做“动量”，它和波数仿的关系

就和我们以前讲过的自由粒子一样．

不要忘记吩心和电子的实际质量并没有多大关

系，它们可以很不相同一一虽然在实际晶体中，它们往往同数量级，有效质量大约是自由空
间电子质量的 2 到 20 倍．

我们现在已经说明了一个奇怪的不可思议的事物．一一晶体中的电子（如同放进错里
的一个额外电子）怎么能一直穿过晶格运动的，即使它与所有的原子碰撞也能完全自由地流
动，它是这样做的，电子的振幅癖册择一辟地从一个原子跳到下一个原子终于穿过晶体，这就
是固体能导电的缘故．

图 13-5 对于能量相近的几个状态的叠加

的 O(a;心的实部作为 z 的函数．（在图中 z

的标度上间隔 b 非常小．）

§13-4 三维点阵中的电千

让我们花一点时间来考察一下怎样能把同样的概念应用到三维晶格中的电子运动上．
我们发现其结果与一维情况十分类似．假设我们有一长方形的原子点阵，在三个方向上的点
阵间隔分别为 a少、c. (如果你要一个立方点阵就取三个间隔相等． ）假设在亚方向跳到相
邻原子上的振幅是(9, 生/n,), 在 g 方向跳跃是 (i Aul九），在 2 方向跳跃是 (q, Az/九），现在我们
应如何描写基础态？就像一维情况那样，一个基础态代表电子在幻， 'Y, z 处的原子上，这里

(w,'II, z)是点阵的一个阵点．把原点选在一个原子上，所有这些点都位于

炉叮心， y=九11b, 以及 e=出 c.

其中也为，九』是任意三个整数． 现在我们将用 a:, y 和口而不用下标来表示这种点，它们

只取点阵上的数值．于是，基础态由符号 1 电子在气 'JI, 分来表示，在某一状态 1 中＞的电子
处在此基础态中的振幅是 O(z, y, z) =<电子在 a:, Y, zl 心．

像以前一样，振幅 O(a:, y, i) 可以随时间改变．按照我们的假设，哈密顿方程应为：

矿W(a::;'Y, z) 卫。 O(a:, y, z)-A .. 叩+a, y, z) -A., O(a:-a,, y, z) 

-A uO(z, y+b, 名） -Au O(a:, y-b, z) -A. 0(叱 Y, 叶o)

-A,, 0(幻， 'JI, 乡一 o). (13.22) 

它看起来相当长，但你能理解其中各项是怎样来的．
我们可以再来试求这样的定态，其中所有的 0 都以同样方式随时间变化．解仍是指数

式的：
0(幻， Y, z~=e刁Elt/九e'心叶朽叶巨） (13.23) 

如果把这个式子代入式 (13.22), 你就会看出它是合适的解，假如能量 E 以下面的方式和
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虹幻和比相联系的话：

E=E0-2A., cos k.,a-2.Ag cos 动 -2.A, cos k.o. (13 .24) 

能量现在取决于三个波数 K幻 k11, k亿．顺便提一下，它是三维矢最 k 的分扯．事实上，我们. 

可以用矢量记法来表示式 (13.23):

0(幻， Y, 亿） =e~iEt/l!elk•r1 (13 .25) 

振幅的变化像在k 的方向上运动的三维复平面波，并其有波数 k=(比＋的＋胪）1/气

与这些定态相联系的能量按式(13.24) 给出的复杂的方式依赖于 k 的三个分量. E 随

k 变化的性质取决千 A,,,~, 和 A. 的相对符号和大小．如果这三个数都是正的，并且我们

只对小的 H 值感兴趣，它们的关系就比较简单．

像以前得出式(13.16) 时所做的那样我们把余弦展开，就能得到

E=Ewin+生 a彗扫A11b的:--A. 志. (:!3.26) 

对于晶格间距为 a 的简单立方品格，我们期望 A.,,~ 和 A. 都相等—一譬如说正好都

是 A一一我们就会有

E=Em;n+Aa气启＋启＋妗）

或

E=Emin+A咕沪， (13 切）

这恰巧和式(13.16)相同．按照这里所采用的论据，我们将断定：三壅的电子波包（由近乎相

等的能量的状态叠加而成）也具有某一有效质量，像经典粒子一样运动．

在对称性较立方形为低的晶体中（或者即使在立方晶体中但每个原子上的电子状态不

对称）A,,,~ 和 A. 三个系数是不同的．于是，电子的局限在一个小范围内的“有效质最“依
.·.· 

塾翌．例如，它在囡方向运动和在g 方向运动就可能有不同的惯性．（这种情
形的细节有时用一个所谓“有效质量张量”来描写．）

§13-5 点阵中的其他状态

按照式(13.24), 我们所讨论的电子状态只能具有某一能“带“中的能量，其能量范围为

从最小能量

趴—2(A.,+~+A日）

到最大能量

E。+2(A.,+A11+A名）．

其他能量也是可能的，但它们属千另一类电子状态．对于我们已经描述过的状态，我们设想

的基础态是电子位于晶体中的一个原子上，处在某种特定状态，例如最低的能量状态．

假定在虚空空间中有一个原子，加上一个电子就构成一个离子，这个离子可以按多种方

式兜成．电子的加入可以构成最低能釐的状态，也可以构成离子的其他各种可能“激发态,,, 

每一个激发态的能景都高千最低能釐．同样的忙形在晶体中也会发生．让我们假定上面选

定的能箭砒相当于离子处于最低的可能能量的基础态能撬．我们也可以设想一组新的基础

态，其中电子以一种不同的方式位于第 n 个原子附近一即离子的一个激发态一一所以现

在能匮岛较前为高． 就像以前一样，电子有某一振幅 A(与前面的不同）从一个原子的激

发态跳到相邻原子的同一激发态． 整个分析过程市以前一样，我们找到中心在较高能量处

的可能的能带．一般地说，可以有许多这样的能带，每一能带相当于一个不同的激发能级．
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也有另外一些可能性．电子也可能具有一些振幅从一个原子的激发态跳到相邻原子的

非激发态．（这称为能带间的相互作用，）当你计入越来越多的能带，加进越来越多的可能的

状态之间的漏泄系数，其数学理论就变得越来越复杂．然而，这里并没有涉及新的概念，方

程式的建立和我们在简单的例子中所做的一样．

我们还应当指出，关于出现在上述理论中的各个系数，诸如振幅 A 等，没有更多的可说

了．一般说来，这些系数是很难计算的，所以在实际估况中理论上关于这些参数所知极微，

对于任何特定的实际悄况，我们只能采用头验上所确定的数值．

还有另一些情况，其中的物理和数学与我们对晶体中运动的电子所得出的几乎完全一

样，但其中运动的“客体”却十分不同．例如，假定我们原先的晶体一—或者更确切地说线型
点阵一一是一列中性原子，每一个原子有一个束缚得很松的外层电子． 设想我们去掉一个

电子，哪一个原子失去了它的电子呢？用 0,. 表示电子从位于如的原子上生坴的振幅．一般
说来，相邻原子一一譬如说第（九— 1)个原子一一上的电子具有振幅釭t/九跳到第 n 个原子

上而留下一个失去电子的第 (n一 1)个原子． 这等于说“失去的电子“具有振幅 A 从第 n 个

原子跳到第(n一 1)个原子． 你们可以看到方程式将会完全相同一—当然， A 的数值不必要
和我们前面的相同． 关于能级，关于以式(13.18) 表示的群速度通过晶体运动的几率“波}), 

关于有效质量等等我们又会得到同样的公式． 只不过现在的波描写告坴堕皇I一~就是
所谓的“空穴,,_的行为．所以“空穴”就像具有确定质最叨有效的粒子那样行动．你们可以

看出这种粒子表现为带有正电荷．关于这种空穴，在下一章我们还进一步讨论．

作为另一个例子，我们可以想像在一列相同的更但原子中有一个原子已经处在激发态
即，它具有比正常的葫态更高的能釐．令 ON 是第 n 个原子激发的振幅．它能和邻近的

原子作用，把过多的能韶移交给相邻近的原子而回到基态． 把这种过程的振幅叫做 ri,A/丸

你可以看出有关的数学和以前的完全相同．现在运动的客体被称为芭主．它的行为就像一

个中性”粒子”带着激发能量穿过品体运动．这类运动可以发生在某些生物学的过程中，像

视觉或光合作用．我们猜想在视网膜中吸收了一个光子产生一个“激子”，它穿过某种周期

性构造（诸如我们在第一卷第 36 章中描写的视杆细胞中的层状结构参看图 36-5) 运动）并

且被积聚到某个特殊位置，能量在此地被用来引起化学反应．

§13-6 在有缺陷的点阵上的散射

我们现在考虑在不完整的品体中的单个电子． 我们以前的分析表明，完美晶体具有完

美的传导性一一电子可以无摩擦地滑过晶体，就像在真空中一样． 能使一直在运动着的电

子停下来的最重要的因素是晶体中的不完整性或不规则性． 作为一个例子，假设晶体中某

一个地方少掉一个原子，或者假设某一个人在某个原子的位置上摆错了一个原子，从而比之

于其他的原子位置来这里的情况就不同了．譬如说能量 E。或振幅 A 就会不同．那么我们

怎样来描写所发生的事呢？

为明确起见，我们回到一维的情况，并且假设第“零”号原子是一个“杂质“原子，它具有

和其他原子不同的 E。值，我们令这个能最是（朊+F), 会发生些什么呢？当电子到达“零”号

原子处时，有向后散射的几率．假如波包向前运动，当它来到一个情况稍有不同的地方，波

包的一部分继续前进，而一部分则被反弹回去．这一情形很难用波包来分析，因为每样东西

都随时间变化．用定态解来处坦就方便多了，所以我们将用定态来处理，我们将发现由包含

. 
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透射和反射两部分的连续波可构成定态．在三维空间中，我们把反射部分称为散射波，因为
它可向各个方向散开．

我们从和式(13.6)完全相同的一组方程式开始，只是其中九一0 的方程式和所有其余的

都不同．对于九= -2, -1, 0, +1, 和 +2的五个方程式是这样的：

: ... 
Ea_2=E。a_2 - .Aa_1 - .Aa_a, 

瓦巨=E。a_1-.A知 -.Aa_a,

Ea。一 (E。+F)ao - .Aa1 - .Aa_1, 

E叱=E必-.Aaa-.A知，

E知=E心-.A知一 .Aa1,

(13.28) 

: ... 
当然，所有其他方程式的 lnl 大于 2. 它们看起来都与式(13.16)相同．

对于一般的情况，我们对电子跳向和跳离“零”号原子的振幅实际上应该用不同的 A, 但
从所有的 A 都相等的简化例子中能够看到所发生的过程的主要面貌．

式(13.10)仍可作为所有的方程式的解，只是“零”号原子的方程式除外一—它对这个方

程式不适用．我们需要一个不同的解，我们能用下面的方法把它造出来．式(13.10)表示沿
正＂方向进行的波．沿负”方向进行的波将会是同样好的解，它可以写成：

a(a,,.) =e-k气

式(13.6) 的最普遍的解将是向前和向后的波的组合，即

＂＂＝＂产吁f3 e一气 (13.29) 

这个解表示一振幅为＂沿＋”方向运动的复波和一振幅为 B沿-a,:方向运动的波．
现在看一看我们新的间题的一组方程式一一在式(13.28)中的以及所有其他原子的那

些方程包含 '11,~1 的＂释的方程式都能被式(13.29)满足，只要忙和丑以及和点阵间隔 b
的关系由下述条件给出：

、

. 

E==趴-2.Acos kb, (13.30) 

其物理意义是，振幅为＂的“入射“波从左边趋近“零”号原子("散射原子"), 振幅为 B 的＂散
射”或“反射“波向左边退回去．假如我们令入射波的振幅＂等于 1 并不会失去任何普遍性．
而一般说来 B是一个复数．

关于九>1 的怂的解我们也可同样处理．但系数可能是不同的，所以我们有

an="/ 6归“十a e-'气对千 n>1. (13.31) 

其中 t是向右传播的波的振幅， 8 是从右边来的波．我们希望考虑这种笣理情况，波原来只
从左边发出，并且从散射原子一—或者说杂质原子一—后面出射的只有＂透射“波． 我们试

求 a=O 的解．我们肯定能用下面的试解来使除了

(13.28)式中间的三个式子以外的所有公的方程

式都满足．

B 竺空~ I 透射波
入射波 ' －－－勺
i- I 

f1一一: ~3 -·2 .!1 * ! ; : : 
图 13-6 在 n=O 处有一个“杂质“原子的 an(对千 n>O) =7 e1比

一维点阵中的波 我们所谈论的情形画在图 13-6 中．

将式(13.32) 中的公式用于 a;一1 和 tli+1, 我们可以从式{13.28)中间的三个方程解出知和

an(对于九<0)=6归“十~8玉气

(13.32) 

. 
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两个系数B 和 'Y. 我们就得到了完整的解．设％＝心，我们需要解三个方程式：
(E-朊） {e忱（一b)+/3矿ilc(-b)} = -A. 凇+e沈（一2b>+(3 /3玉（心）}, • 

(E-沁-F)a。 =-A{,y 产+e忱（一b)+ /3 6一6胚（一b)}, (13 .33) 

(E-瓜）7 产=-A{'Ye由(2b)+a。}.

记住 E 是通过式(13 .30)用 k 来表示的．如果你把 E 的这个值代入方程式，并且记住

1 
O釭＝－（泸+e一i分，你从第一个方程式得到

2 

以及从第三个方程式得到

要上面两个式子一致，必须：

a。 =1+/3,

<lio=r, 

(13.34) 

(13.35) 

'Y 一 1+(3 (13.36) 

这个式子表明，透射波（份正好等千原来的入射波 (1), 加上一个等于反射波的波(/3). 这并

不总是正确的，只是对一个原子的散射碰巧如此．如果有一群杂质原子，加到向前传播的波

上的数噩就不一定和反射波相同．

我们可以从式(13.33) 中间的方程式得到反射波的振幅队我们求得；

/3= —F 
r,, ""』_,_ 7_ 7_• 

(13.37) 

我们得到了具有一个异常原子的点阵的完全解．

你可能会感到奇怪，透射波怎么会比入射波“更多＇）． 如式(13.34)所示，但是记住 fJ

和 t是复数，并且波中的粒子数目（更确切地说是找到粒子的几率）正比于振幅绝对值的平

方．事实上，仅当

l/312+ I-Yl2=1 (13.38) 

时才会有“电子守恒＂．你可以证明我们的解满足这一关系．

§13-7 被点阵的不完整性陷获

假如 F 是负数就会出现另一个有趣的悄况．如果电子的能量在杂质原子（在 n=O) 中

比在其他任何地方都低，那么电子可能被这个原子捕获．这就是说，如果(E。+F)低于能带
底 (E。 -2A), 那么电子可能被“陷获“在 E<队-2.A 的状态中．按照我们到现在为止所讨

论过的内容是得不出这样的解的．然而，如果我们在所取的试解式(13.15) 中允许 K 可为虚

数，我们就能求得这一解． 设 k=iu. 同样，对于 n<O 和 n>O 仍可有不同的解． 对九<0

的一个可能解是

a,.(对于 n<O) =c e+xa;.. (13.39) 

我们应当在指数上取正号，否则 n 为大的负值时，振幅将会变为无限大．同样，对于 n>O 的
一个可能解将是

a .. (对千 n>O) =c'e飞气 (13.40) 

如果我们把这些试解代入式(13.28), 假如

E=E。 -'A(e兄气－矿,b). (13 .41) 

刑除了中间的三个式子其余的式子都可满足． 因为两个指数项的和总是大于 2, 这个能量
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在正常能带的下面，而这正是我们所要求的．如杲 c=<J', 并按下式来选定％

A(e"0-e-"0) = -F (13.42) 

式(13.28) 中余下的三个方程式皆可满足． 把这个方程式和式(13.41)结合起来，我们就能

得到俘获电子的能量，我们得到

俘获电子有单值的能量

E=趴-✓立a+F气

在稍低于导带的地方．

(13.43) 

几率

.. 
'\ c2a·-~ 心

< 
杂质原子

I ~. . . . . . . . 
彝- -4 -3 -2 -1 0 l. 2 -a 4 

注意，式(13.39)和式 (13.的汪所给出的振

幅并丕表示俘获电子正好位于杂质原子上．在

附近原子中找到电子的几率正比于这些振幅的

平方． 对于特别选择的一组参数，它可箭像图

1生7 中的短棍图解那样变化． 在杂质原子上

找到电子的几率最大． 对千附近的原子，几率

随着离开杂质原子的距离的增加指数式地下

降． 这是＂势垒穿透＂的又一个例子． 从经典图 13-7 在陷获杂质原子附近的原子上找到

俘获电子的相对几率
物理学的观点来看，电子并没有足够的能釐笆

从陷获原子处的能量“空穴“中跑出来．但是按照量子力学它都可以泄涌出来一小段距离．

. 
§13-S 散射振幅和束缚态

最后，我们的例子可以用来说明当前在高能粒子物理学中一个很有用的观点． 这牵涉

到散射振幅和束缚态之间关系问题．假定我们已经发现一一通过实验和理论分析一叮介

子被质子散射的方式． 于是一个新的粒子被发现了，并且有人怀疑这是否只是叮介子和质

子结合在一起形成的某种束缚态（和电子束缚在质子周围组成氢原子的方式相似）．所册束

缚态我们指的是一种组合，具有比两个自由粒子更低的能批．

有一个普遍的理论，它告诉我们对这样的能量将存在束缚态：如果用代数方法外推（数

学名称叫“解析地延续")到所允许能带的能量范围以外时散射振幅变为无穷大．

这一理论的物理道理如下：束缚态是这样一种状态，它只有束缚在一定位置上的波而

没有传播来的波，它只是自身存在着．所谓“散射”或产生的波和被“送入“的波的相对比例

是无限大．我们可以在我们这个例子中检验这个观念．让我们直接用被散射粒子的能量丑

（而不用 k)来写出表示散射振幅的式 (13 .37). 因为式 (13.30) 可以写成：

2.A sin 肋＝、14 A2- (E—队）气

散射振幅为

fJ= -F 
F-i,✓ 4.All-(E-趴） JI, 

(13.44) 

从我们的推导，这个方程式只应用于真实状态一—那些能量处在能带 E=E。土 2 .A 之中的

状态．但是假定我们忘记了这个事实并且把公式扩展到 IE-E。 1>2 .A 的“非物理的“能量

区域．对于这些非物理的区域我们可以写出 1):

.../ 4.A.2-(E-趴） !l =囚CE-趴) .11_ 4..4.2. 

于是“散射振幅）（不管它意味着什么）就是：

1)这里根号前的符号的选择是与式 (13.油）和式 (13.40) 中允许的％的符号有关的技术问题．我们在这里不作讨论．
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/3= 户 l
-F . 

,l(JiJ-趴） ~-4 .f19. 

现在我们要问：有没有使得B变成无限大的能篮（即在这个能蜇对 B 的表达式有一个“极

点")?有的，只要 F 是负数，当

(13.45) 

时，或者
(E-E0)2-4炉 =F:i

E=Eo士 ../4A2+F气

式 (13 .45) 的分母就是零．

由上式的负号所给出的能量正是我们在式 (:1_3.43) 中得出的陷获能量．

正号表示什么呢？由它给出的能批色工允许的能带．的确，那里有另一个束缚态，而我

们在求解式 (13.28) 时没有得出来．我们把求这个束缚态的能量和振幅 a,n 作为一个难题留
给你仇

对于当前新的奇异粒子的实验观察的探讨，散射和束缚态之间的关系提供了一个最有

用的线索．

夕一·

. 



14 . 

半 导体

§14-1 半导体中的电子和空穴，

近年来一个引人注目的发展是把固体科学应用于晶体管等电子器件的技术．对半导体

的研究发现了它们的有用性质以及大景的实际应用．这个领域的变化如此之快以致于我们

今天告诉你们的东西到了明年就可能不再正确了．它肯定是不完善的． 非常清楚，由千对

这些材料的不断研究，随着时间的推移将会出现许多新的和更惊人的事物． 为了学习这一

卷中以后各章的内容，你们不一定非要理解这一章不可．但是，看到所学的内容中至少有一
部分与实际有关时你们会感到有兴趣的. . 

巳知的半导体为数很多，但我们将着重于现在有最大技术应用价值的半导体． 这些也

是了解得最清楚的，了解了它们，对其他许多半导体也将会获得一定的了解．今天最常用的

半导体物质是硅和褚．这些元素结晶形成金刚石点阵，这是一种立方结构，其中一个原子和

最靠近的四个原子形成四面体键． 虽然在室温下它们多少有点导电，但在很低的温度时

近于绝对零度一它们是绝缘体，它们不是金腐，它们被称做半导体．
--------------~ 

假如我们以某种方法在处于低温的硅或绪晶体中放入一个额外的电子，我们所得到的

就是上一章中所描写的那个悄况． 这个电子可以在晶体中游荡，从一个原子跳到下一个原

子上．实际上我们只讨论过长方点阵中的电子，而对于真正的硅或错的点阵，力程式多少有

点不同．不过，所有的基本特征都可用长方点阵的结果来说明．

正如我们在 13 章中曾经看到的，这些电子只能具有某一能带一—叫做巠豐一一－中的能
量．在这个带中，能景和儿率振幅 O 的波数 k 的关系（见式 13.24) 足

E =Eo-2.A.m cos km a-2.A.11 cos k',/ b-2.A.. cos k. o (14 .1) 

式中的 A 是在饥 y 和 z 方向上跳跃的振幅， a, b 和 0 是这些方向上的点阵间隔．

对于能带底附近的能果，式(14.1) 近似地为：

E=E皿n+/4. 吠 k;+.Ay b2 的+A.o飞 (14.2)

（参见 §13-4).

如果我们考虑电子在某个特殊方向上运动，使得 k 的三个分狱总有相同的比例，能骨是
Et 波数的二次函数一一和电子的动晕的关系一样．我们可以写

成：

E=Emiu+a 炉， (14.3)

其中＂是某一常数． 我们可以画出 E 对付的图形． 如图

______-,-~ 一一一一一 --- 14--1 所示． 我们把这种图形称为“能摄图”． 一个处千特定

Em,,. 能釐和动量状态的电子可以用图上的一点（如 S 点）来表示．
正像我们在 13 章中也曾讲过的，假如我们从中性绝缘体

图 14-1 兄子在绝缘品体
k 上取走一个电子，我们可以得到类似的情况．于是，一个电子

-_- - -

中的能酰图 可以从附近的原子上跳过来填充这个“空穴”而在原来的原子
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处留下了另一个“空穴＂． 我们可以通过写出在任一特定原子处找到窄穴的振幅，以及说明
＿一- -

空穴可以从一个原子跳到下一个原子来描写这个行为．（显然，空穴从原子 G 跳到原子 b 的- -_ 

振幅 A 正好和原子 b 上的一个电子跳进原子 a 的空穴的振幅相同．）对于空穴和对千额外
-__ - -

的电子，它们的数学式子完全相同．我们再次得出空穴的能量和它的波数的关系由和式

(14.1)或式 (14.2) 相同的方程式表示出来．当然振幅斗， Av 和 Az 的数值是不同的．空穴

的能榄和它的几率振幅的波数有关．它的能措处在有限能带中． 在能带底附近，它的能量

随波数一一－或动量一一－的平方变化，正像图 14-1 所示．按照 13--43 节的论证，我们将发现空
-_-

穴的行为也像经典粒子一样，具有一定的有效质量一一除了在非立方晶体中质恺依赖千运

动的方向之外．所以空穴就像一个带星座堕壁主，在晶休中运动．空穴粒子的电荷是正的．
因为它位于失去电子的地点，当它在一个方向上运动时，实际上是电子在相反的方向上运
动．

假如我们在中性晶体中放进儿个电子，它们将像低压气体中的原子那样来阿运动． 假
如电子不很多，它们之间的相互作用将不十分重要．如果我们在晶体上加上电场，电子将开
始运动，于是有电流流过．最终电子都向晶体的一边移动，如呆那里有一个金属电极，电子
都将被电极收集，而晶体又变成中性．

同样我们可以把很多空穴放进晶体．在没有外加电场时，它们将随机地来回运动． 在

电场作用下它们要向负端流动并被“收集,,_实际上发生的是它们被金属电极来的电子中
和．

晶体中也可以同时存在空穴和电子．如果它们的数目不多，它们将各自独立地运动．加

上电场，它们都对电流作出贡献．由于明显的理由，电子被称为皇覂塾丢，空穴被称作呈塾
流子．
-- 一一

到现在为止，我们考虑的是把电子从外面放进品休，或把电子取走造成空穴．我们也可

以这样来“创造“一个电子－空穴偶，从一个中性原子上取走一个电子并把它放到同一品体中

一定距离外的地方． 于是我们就有一个自由电子和一个自由空穴，二者都能像我们已经描
写过的那样运动．

把一个电子放婴状态 S一一我们说“创造“状态 S一所需的能量就是图 14--2 所示的

E El 

、

-
k k 

图 14-2 "创造“一个自由电子需要能量 E一 图 14-3 "创造“一个在 S' 态的空穴需要能量 E+

能量质． 它是高于 E如的某个能量． “创造“处于某一状态 S' 的一个空穴所需的能赞是

图 14-3 中的能量 E+, 它是比 E玉大的某个能量，假如现在我们创造在状态 S 和 S' 的电子

空穴偶，所需的能堂就等于 E-+E+.

电子空穴偶的创造是一个普通的过程（我们以后将会看到），所以很多人喜欢把图 14-2
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和图 14-3 放在同一张图上 把空空能噩迥工画，虽然它实际上是要能量．我们用这种方
式把两个图合起来画在图 14-4 中． 这种图的好处是创造处

千 S 中的电子和处于 S' 中的空穴这一电子－空穴偶所需的能

措 E佩=E-+E十正好等于 S 和 S' 间的垂直距离，如图 14-4

所示．创造一个电子－空穴偶所需的最小能噩称为＂隙“能，它

等于 E;;;;n+E乌．

矿（电子）

\ 电子

Emla 

有时你会看到一种比较简单的图，称做能级图． 当人们

E" 
对变量为不感兴趣时就画这种图．这样的图—一如图 14-5

所示一一只表示电子和空穴的可能的能烧. 1) 

E• mta 

~~ 

丘!/1.

怎样创造出电子－空穴对呢？有几种方法．例如，光（或 X

射线）的光子被吸收，假如光子能蜇高于隙的能量就会产生电

子－空穴对． 产生偶的速率正比于光的强度． 如果在晶片两

边锁上两片电极并加上“偏置“电压，电子和空穴就会被拉向

矿（空穴） l 电极．电路中的电流将正比于光的强度．这就是产生光电导
（向下为正能屈）

图 14-4 甩子和空穴画在 现象和光电导管的作用的机理．
一起的能级图 电子空穴偶也可用高能粒子来产生．当快速运动的带电

粒子－~例如能量为几十或儿百 MeV 的质子或吓介子一一穿过晶体时，它的电场会把电

子从它的束缚态打出来产生电子－空穴偶．在径迹的每一亳米上会发生儿十万次这样的事

件．粒子通过以后，载流子能够被收集起来，这样就得到一个电脉冲．这就是近来在核物理

实验中使用的半导体计数器的作用机理．这类计数器并不一定需

要半导体，也可以用品态绝缘体制造．事实上，第一个这种计数器

是用金刚石晶体制造的，在室温下金刚石晶体是绝缘体． 如果要
使电子和空穴能够自由地运动到电极上而不被陷获，就需要非常

纯的晶体．采用半导体硅和储是因为能将它们制造成高纯度的适

当大小（厘米的线度）的晶体．

迄今为止我们只涉及温度接近绝对零度的半导体晶体．在任

何有限的温度下，还有另一种产生电子－空穴偶的机理．产生电子
一空穴偶的能晕可由晶体的热能提供，品体热振动可以把它们的能

拱转移给电子－空穴偶一引起“自发“产生．

单位时间内，像隙能 E隙那样大的能量聚集在一个原子的位置

E麓陬

.1iJ玉

E: .. 
态 S'

上的儿率正比于 6-E陬/1'T, 其中 T 是温度、 k 是玻尔兹曼常数（参见 图 1牛5 电子和空穴的能级图

第一卷，第 40 章）．在绝对零度附近没有可以觉察的儿率，但随着温度的增加，产生这种偶
的几率就增加．在任何有限的温度下，偶的产生以恒定的速率一直继续下去，负的和正的载
流子越来越多．当然，这是不会发生的，因为过了一会儿，电子和空穴会偶然地相遇－~电

子落进空穴并把多余的能量交给点阵．我们说电子和空穴＂湮灭”了．在单位时间内有一定
的儿率空穴和电子相遇，于是它们互相湮灭．

1) 在很多书上对这种能量图有不同的解释．能量标度只是对电子的．他们考虑的是填充空穴的电子所应具有的能
量而不是空穴的能量．这个能量比自由电子的能抵惩一五荼上，所低的数值正好是你在图 14-5 中所看到的．
按照这种对能盘标度的解释，隙能是使电子从束缚态跃迁到导带所必须给予电子的最低能量. 

. 
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假定单位体积的电子数目为 Nn (n 表示负载流子），正载流子的密度是 Nr. 单位时间

内一个电子和一个空穴相遇并湮灭的机会正比于乘积 NnNp. 在平衡时，这个速率必定等

于对的产生速率．所以，在平衡时凡和 N, 的乘积应等于某一常奻乘上玻耳兹曼因子：
NnN,=常数 e气陬/JGT (14.4) 

当我们说常数时，我们指的是近似千常数． 更完整的理论一一包含有关空穴和电子彼此如

何”相遇＂的细节一一表明“常数“稍稍依赖于温度，但对温度的主要依赖是在指数上．

作为一个例子，我们来考虑原来是中性的纯净材料．在有限的温度下，你将预期正的和
负的载流子的数目相同， Nn=N,. 它们各自都按矿殁/a,1'T 随温度变化．超导体的性质的许

多变化一一例如传导率一一主要决定于指数因子，因为所有其他因子随温度的变化要慢得
多．绪的隙能大约是 0.72 eV, 硅是 1.leV.

在室温下 kT 大约是一个电子伏特的 1/40. 在这样的温度下有足够的空穴和电子给出

可观的传导率，而在譬如说 30K-室温的十分之一一一传导率是难以觉察的．金刚石的
隙能是 6 或 7eV, 在室温下金刚石是好的绝缘体．

§14-2 掺杂的半导体

到现在为止我们已经谈论过将额外电子放至理想完整的晶体点阵中的两种方法．一种

方法是从外部的源注入电子，另一种方法从一个中性原子上敲出一个束缚电子同时创造一

个电子和一个空穴．还可以用别的方法把电子放到晶体的导带里面．假定我们想像错晶体中
一个绪原子被一个珅原子所代替．褚原子是四价，晶体的结构由四个价电子控制．另一方面，
碑是五价．我们发现一个碑原子能占据错点阵中的一个位置（因为它的大小大致合适）但这

样一来它必须表现得和四价原子一样一一用它的四个价电子形成晶体键，但还有一个电子

剩了下来． 这个多余的电子只堕很松地束缚着－—－结合能小于 1几O 伏特． 在室温下电子

很容易从晶格的热能中获得这许多能量，并且独自离开－~像自由电子那样在点阵中运动．

像珅那祥的杂质原子被称作塾圭坐，因为它能放出一个负载流子到晶体中． 假如褚晶体是

从加进非常少量的珅的熔融金属中生长出来的，珅施主位将分布在整个晶体中，于是在晶体

中将建立起一定的负载流子密度．

你们也许认为只要对晶体加上任意小的电场，就会将这些载流子扫出去．然而，事实并

非如此，因为晶体内的每个珅原子都带有正电荷．假如晶体保持中性，负载流子电子的平均

密度必须等于施主位的密度．如果你在晶体的两边加上电极，并把它们联结到电池上，就会

有电流流动．但当载流电子从一端被扫出，新的传导电子必定从另一端的电极被引入，结果

传导电子的平均密度保持和施主位的密度差不多相等．

因为施主位带正电荷，当导电电子在晶体中来回扩散时有被它们俘获的趋势．所以，施

主位相当千我们在上一节中讨论过的陷阱．但如果陷获能量足够小一一就像珅那样一一在

任一时刻被陷获的载流子数目只是总数的一小部分． 要完全理解半导体的行为，人们必须

把这种陷获作用考虑进去．然而，在我们讨论的其余部分中，我们将假定陷获能撤足够低，

并且温度足够高，从而所有的施主位都已失去了它们的电子．当然这只是一种近似．

也可以在错的晶体中掺入一些三价的杂质原子，例如铝．铝原子试图窃取一个额外的

电子并表现得像四价原子那样． 它能够从某个邻近的储原子窃得一个电子，结果成为一个

有效价数为四的带负电的原子．当然，当它从储原子窃得一个电子的时候，就留下一个空穴
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在那里，这个空穴能作为正载流子在晶体中游菩． 熊用这种方法产生空穴的杂质原子称为

覂圭，因为它“接受“一个电子．假如褚或硅晶体是从加进少釐杂质铝的熔融材料中生长的，

晶体就会具有一定的内建的空穴密度，空穴就相当于正载流子．

当施主或受主杂质加进半导体中后，我们说材料被“掺杂＂．

当具有内建的施主杂质的储品体处于室温时，由热振动感生的电子-空穴偶以及施主位

都贡献出一些传导电子．自然，从这两个源产生的电子是等价的，在达到平货的统计过程中

起作用是总数 Nn. 如果温度不太低，施主杂质原子提供的负载流子的数目大致等于晶体中

的杂质原子的数目．平衡时式 (14 .4) 必定仍旧有效，温度给定时，乘积凡 Np就被确定了．

这意味着，假如乳们加入一些使 N" 增加的施主杂质，正载流子的数目上rv, 将减少一定数噩

以使凡Np 不变．如果杂质浓度足够高，负载流子数目 N" 由施主位的数目决定并且几乎不

依赖于温度－－－所有指数因子上的变化由 N, 提供，虽然它比 N" 小得多．在纯净的晶体中

加入少量施主杂质后，其中大多数载流子将是负载流子，这种材料叫做“九型“半导体．

假如在晶体点阵中加入受主型杂质，一些新的空穴将来回漂移并与一些由热起伏产生

的自由电子发生湮没．这一过程将一直继续到式(14.4) 被满足． 在平衡条件下，正载流数

将增加而负载流子数将减少以保持它们的乘积为常数．正载流子过剩的材料称为"p 型“半
导体．

假如我们把两个电极放在一块半导体晶体上并把它们联结到电势差源上去．晶体中将

建立起电场．电场会使正的和负的载流子运动J 于是有电流流动． 我们首先来考虑在九型
材料中会发生什么过程，这种材料中有大抵的负载流子．对于这类材料，我们可以不理会其

中的空穴，因为它们是如此之少，它们对电流几乎没有贡献．在理想的晶体中载流子将不受

阻碍地运动．然而，在实际晶体中，在有限的温度下一一－特别是在有一些杂质的侃体中一一

电子的运动并不是完全自由的，它们不断地发生碰撞，被撞离原来的轨道，即改变它们的动

措． 这些碰撞就是我们在上一章中谈到的散射，在晶体点阵中任何具有不规则性的地方都

会发生这种散射．在 n 型材料中，散射主要是由产生载流子的施主位引起的，因为传导电子

在施主位上只有略微不同的能量，几率波将从这些点上散射．然而，即使在完全纯净的晶体
中八在有限的温度下）热振动也要在点阵中引起不规则性．按照经典的观点，我们可以说原

子并不是准确地排列在规则的点阵上，而是在任何瞬间都会由于热振动而稍稍离开原位。在

第 13 章所介绍的理论中，和每一阵点相联系的能量 E。随位置略有变化，所以几率振幅的波

并不是完全透射而是以不规则的方式被散射．在非常高的温度下，或对非常纯净的材料，这
种散射可能变得很重要． 但对实际的器件所用的大多数掺杂材料来说，在杂质原子上的散

射起主要作甩我们现在要对这种材料的电导率作一个估算．

当外电场加到＂型半导体上，每一个负载流子将在场中被加速，速度增加直到它从一个

施主位上被散射时为止． 这意味着通常具有热能、以随机方式运动着的载流子将沿着电场

力线的方向获得一平均票移速度，产生流过品体的电流．与典型的热运动速度相比，源移速
度一般是很小的，所以我们可以通过假定载流子在两次散射之间的平均时间是常数来估算

电流．我们设负载流子具有有效电荷 qn. 在电场 C 中，作用千载流子的力是 qn S, 在第一

卷 43-3 节中，我们曾计算了在这种情形下的平均漂移速度并得到漂移速度由 F-r:/叨给出，

其中 F是作用于电荷上的力，了是两次碰撞间的平均自由时间，彻是质蜇．我们应当用上一

章所计算的有效质量，但因为我们只要作粗略的估算，我们假定有效质量在各个方向上都是
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相等的．这里我们把它称作叽．在这个近似下，平均漂移速度是：

v瀛移=~还 . 
彻九

知道了淙移速度我们就能求出电流． 电流密度 j 就等于单位体积内载流子的数目 N,. 乘以

平均漂移速度，再乘以每个载流子的电荷．因此电流密度是

j=N,. 心炉＝丛生!!S

我们看到电流密度正比于电场，这样的半导体材料遵从欧姆定律.j 和 C 的比例系数，即电

导率 c 是

(14.5) 

(14.6) 

u=~ N矿'lfn
叨几

对于叮围半导体，电导率相对地不依赖千、温度．首先，多数载流子的数目 N" 主要决定千晶

体中施主的密度（只要温度不是那么低使得太多的载流子被陷获）． 其次，碰撞之间的平均

时间 'l!n 主要曰杂质原子的密度控制，当然它不依赖于温度．

我们可以把完全相同的论证应用于p 型材料，只要改变一下式(14.7) 中出现的参惜的

数值． 假如同一时候存在的负载流子和正载流子两者的数目可以相比，我们必须把各种载

流子的贡献加起来．总电导率由下式给出，

O"=立丞立＋酰．
吭儿 mp 

对于非常纯净的材料， N, 和 N" 近于相等，它们比掺杂材料中的要小，所以电导率要小

一些．同时它们随温度变化得很快（正像我们已经看到的按照矿钳/kT), 所以电导率可以随

温度而极其快地变化．

(14.7) 

(14.8) 

§14-3 霍耳效应

在材料中只有电子是相对自由的客体这当然是特殊的情形，应当有行为像正粒子的空
穴运载的电流．因此，我们要描写一个实验，这实验以十分清楚的方式表明电流的载流子完

全肯定是正的．假设我们有一块半导体材料一也可以是金属一一我们在上面加上电场，

从而在某个方向引起电流，例如水平方向，如图 14-6 所示，现

在假设我们在这块材料上加上磁场，其指向和电流方向成直

角，譬如说指向图的里面．运动着的载流子会感受到磁力----- -_- - -

g_(v X B)的作用．由于平均镖移速度不是向右就是向左

取决千载流子上电荷的符号－~作用于载流子上的平均磁力

不是向上就是向下．不，这是不对的！对千我们所假定的电流

和磁场方向，作用于运动电荷上的磁力总是向上的，正电荷在-_-_-_, 

i 的方向上运动（向右）会受到向上的力．如果电流由负电荷运载，它们向左运动（对于同样

符号的传导电流），于是它们也会受到向上的力．然而J 在稳定情况下，载流子并没有向上的

运动，因为电流只能从左边流到右边．所发生的过程是，开始时有一些电荷向上流动，在半

导体的上表面形成面电荷密度-在晶体的下表面上留下相等但相反的面电荷密度．电荷

聚集在上表面和下表面上，直到它们作用千运动若的电荷上的电力正好和（平均的）磁力完

全相抵消，因此稳恒电流水平地流动． 上表面和下表面上的电荷将产生一个垂直跨过品体

1 l 

+ 

竺
B0 

. 
J 

fi;4 

一（＋）

图 14--6 霍耳效应来自作

用千载流子的磁力
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的电势差，可以用高阳伏特计来测量这巳势差，如伲 14-'l 所示． 伏特计记录的电势差的符

勹 号取决于形成电流的载流子的电荷的符号．
电子伏特长10

, 在第一次做此实验时，正像对负的传导电子所预期的那样，

. .,,,,,.,.,.,,, ·- 人们预期电势差的符号将是负的．因此，当人们发现对于某些
LI ~•-•·1·-~ I I 材料电势差的符号与预期的相反就感到十分奇怪．这表明载流

子是带正电荷的粒子．从我们关于掺杂半导体的讨论中可以理
图 14-7 测般霍耳效应

解，口轧半导体应当产生与负的载流子相适应的电势差符号，而

'P 型半导体应当给出相反的电势差，因为电流是由带正电的空穴负载的．

霍耳效应中电势差的反常符号最初是在金属中而不是在半导体中发现的．曾经假定金
属总是由电子导电的，然而，对于彼却发现其电势差的符号恰好相反． 现在了解了，在金属
中和在半导体中一样，这也是可能的，在一定的条件下，起传导作用的“客体”是空穴．虽然，
归根结蒂运动的是晶体中的电子，然而动量和能量的关系以及对外场的反应却正是我们对
电流由正粒子负载时所预期的．

我们来看一看是否能对预期的霍耳效应中电势差的大小作一个定量的估计． 假如图
14--7 的伏特计中的电流可以忽略，那么半导体内的电荷一定从左向右运动，并且垂直的磁
力一定准确地被垂直的电场抵消，我们把这垂直的电场记作 <fftr ("trr"表“横向"). 假如此电
场抵消啵力，必须：

孔=-V瀛;tX B, (14.9) 

应用式(14.6)给出的漂移速度和电流密度的关系，我们得到

乌＝－－— jB
qN 

品体上面和下面的电势差当然等于电场强度乘以晶体的高度．晶体中的电场强度，订正比

于电流密度和磁场强度．比例常数 1/qN 称为霍耳系数，通常用符号 RH 表示． 霍耳系数

·只取决于载流子的密度一一倘若某一符号的载流子是绝大多数，因此，霍耳效应的测量是一
种确定半导体中载流子密度的方便的实验方法． ' 

§14-4 半导体结

我们现在来讨论如果取两块具有不同内部特性一一例如掺有不同种类或不同数娥的杂

质一一的储或硅，并把它们放在一起做成一个“结”，这时将发生什么情形．让我们从所谓的

p喷结开始，在结上边界的一边是 p 型销，边界的另一边是九型褚一一如图 1牛8 所示．实

际上，把分开的两块晶体放在一起并使它们在原子的尺度上均匀按 Y//////1,,, 、''琶

触是不实际的．与此相反，结是在一块单晶上做出来的，将单晶的两

个分隔的区域丸n以修改．一个方法是当晶体生长到一半的时候在 图 1今8 p汛结

＂熔体”中掺入一些适当的杂质． 另一种方法是在表面上涂一点杂质元素，然后加热晶体使

一些杂质原子扩散到晶体的体内． 用这些方法制成的结没有明显的边界，但是边界可以做
到 10-4 厘米左右那样薄．对于下面的讨论，我们将考虑理想的情况，晶体这两个具有不同

性质的区域在明显的边界处相接触．

在p喟结的＂型一边有可以运动的自由电子，还有抵消总电荷的固定的施主位． 在P

型的一边有自由空穴运动着，并有等量的受主位使电荷抵消掉． 实际上这描写了我们把两

. 
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种材料接触在一起之前的状况．一旦它们联结在一起，靠近交界处的情况就改变了．当 9~

型材料中的电子到达边界时，它们并不像在自由表面上那样被反射回去，而是可以一直进入

p 型材料． 因此，九型材料中的一些电子会扩散到屯子比较少的 p 型材料中． 这过程不会

一直进行下去，因为当九型的一边失去电子后净的正电荷就要增加，直到最后建立起一个电

压，以阻止电子扩散到压型一边去．同祥， p 型材料中的正载流子能扩散通过结到九型材料

中去．当它们这样做时，在后面留下了过量的负电荷．在平衡条件下，净扩散电流必定等于

零．这是由电场造成的，因为所建立的电场要把正载流子拉回p 型材料．

我们这里描写的两种扩散过程系同时进行的． 你们要注意，这两个过程都使九型材料

带正电，使 p型材料带负电． 由于半导体材料的有限的

电导率，从p 的一边到九的一边电势的变化只在靠近边

界比较窄的区域内发生，在每块材料的主体部分中，电势

仍然是均匀的．我们设力轴在垂直于边界表面的方向
上．那么电势将随门而变化，如图 14-9(b)所示． 我们

还在图上(o)部分画出了所期望的九载流子密度 N,. 和

p 载流子密度比的变化． 在离结远的地方，载流子密 1 

度 N, 和 N,. 应当正好等于我们期望的同样温度下两块

材料各自的平衡密度．（图中所画的结其p型材料比九

型材料掺杂更重．）由于结处的电势梯度，正载流子必须
爬过一电势坡才能到达九型外的一边．这意味着在平衡

条件下在九型材料中比在 'P 型材料中有较少的正载流
子． 回忆一下统计力学的定律，我们预期两边的p型载
流子的比数由下面的方程给出＊＊：

! 

(a) 
必

v 4 i 

} 
:i: (I>); 
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[ 

A 
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入Np 

[. i,
'',IJI't 

. n 
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', 

(c) 

"' 
图 14-9 在未加偏压的半导体结

上的屯势和载流子密度

斗（忙迎-=
Np(p-边）

e飞，V/迈＇

指数的分子中乘积 qpV 就是使电荷 qp 通过电势差 V 所需的能量．
对九型载流子密度我们有完全相同的方程式：

!!_,. 征边）＝一切／江
Nn(P-边） （其.11)

假如我们已知在两种材料内各自的平衡密度，我们可以启用上面两个方程式的任何一个来
决定结两边的电势差．

注意，假如方程(14.10) 和 (14.11) 给出同样的电势差V的数值，乘积 N,,凡无论在p 的
一边还是在九一边必定相同．（记住孔=-qp)然而，我们前面已经看到，这一乘积只依赖千
温度和晶体的隙能． 假定晶体的两边都在处于同样的温度，这两个方程式中的电势差具有
同一数值

因为从结的一边到另一边有一个电势差，它看上去有些像一个电池． 假如我们从 n 型
的一边到夕型一边联结一根导线或许会获得电流． 那真是十分美妙，因为如果真是这样的
话电流就会一直流下去而不会消耗掉任何材料，于是我们就有一个违背热力学第二定律的

(14.10) 

骨原文为 p型，有误．－一译者注

” 原文为_N,(p-边）
Np(n-边）

=e-切／气有误．一译者注

. 
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无穷无尽的能源！然而，如果你真的从p 的一边接一根导线到 n 的一边，实际上不会有电流．

其埋由很容易看出来的．假定我们先设想一根由未掺杂的材料制成的导线．当我们把这根
导线联结到 n型的一端时，我们就有了一个结．在结的两边就会产生电势差．我们假定这

正好等于从p 型材料到 n 型材料的电势差的一半．当我们把未掺杂的导线联结到结的 p 型

一边，在这个结上也有电势差一一也等于?切结上电势降落的一半．在所有结上，电势差会

自动词整到使得电路中没有净的屯流． 不论你用哪一种导线联结芷p 结的两边，你都造出

两个新的结，只要所有的结都在同样的温度下，在结上的电势跃变都互相补偿，从而电路中

没有电流，不过一假如你仔细研究一下－~ 结果

就会有电流流动． 其中有一些结会被电流加热而另一些将被冷却，于是热能就转化为电

能．测量温度的热电偶以及温差发电机就是利用这一效应工作的．同一效应也用于制造小
型制冷机．

如果我们不能测量一个九一p 结两边的电势差，我们怎样才能肯定图 1牛9 所示的电势梯

度确实存在呢？一个方法是用光来照射结． 当光子被吸收后会产生电子空穴偶．在结处存
在的强电场（等于图 J4-9 的电势曲线的斜率）中，空穴会被驱赶到 p 型区域，而电子会被驱

赶到 1屯型区域．现在如果把结的两边联结到外电路中，这些额外的电荷会产生电流． 在结

上，光能会转换为电能． 产生电功率用来使某些人造卫星工作的太阳能电池就是在这个原
迎某础上工作的．

在关于半导体结的作用的讨论中我们曾假定空穴和电子的行为或多或少是相互独立的

-—除了它们以某种方式进入固有的统计平衡． 当我们描写光照在结上产生的电流时，我

们假定在结区产生的电子或空穴在被相反极性的载流子湮灭之前就进入了晶体的主体部

分．在紧靠结的区域内，两种符号的载流子的密度近似地相等，电子－空穴湮灭效应（也常称

之为“复合＇）是亚耍的效应，在对半导体结的详尽分析中必须考虑这个效应．我们还假定在

结区内产生的电子或空穴在复合之前有很多的机会进入晶体体内．对于典型的半导体材

料电子或空穴找到其异号的伴侣并湮灭的典型时间在 10动到 10一7 秒范围之内．顺便说

说，这个时间远远长于和我们分析电导率时所采用的与晶体中的散射中心的两次碰撞之间

的平均自由时间． 在典型的 n-p 结中，在结区中形成的电子或空穴被扫至晶体内部所需的
时间一般大大短于复合时间．因此，大多数电子空穴偶都将对外电流作出贡献．

§14-5 半导体结的整流

下面我们要说明 p-n, 结如何可以用作整流器． 如果我们在结上加上电压，当极性为某

一方向时会有很大的电流流过，但在相反的方向上加上同祥的电压时，却只有很小的电流．

假如在结上加的是交流电压，净电流只沿一个方向流动一一电流被“整流”． 让我们再来
看一下在图 1生9 所描写的平衡条件下发生了些什么．在p 型材料中有很大的正载流子浓

度 Nll, 这些载流子来回扩散并且每秒内有一定数抵到达结处．到达结的这个正载流子电流

正比于 N,. 然而，其中的大多数被结处高高的电势坡挡了回去，只有一部分 e飞V/lc'J! 能通

过． 从另一边也有正载流子电流来到结处． 这个电流也正比于 n型区域的正载流子密度，

但这里的载流子密度大大低千p 型一边的密度． 当正的载流子从＂型一边来到结处时，它
们遇到的是具有负的坡度的电势坡并立即滑下斜坡到结的 p 型一边．我们把这电流称为

Io. 在平衡时从两个方向来的电流相等．我们预期下面的关系式成立：
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Io~Np(n一边） =Nv勺－边）矿qi"/气 (14.12) 

你们会注意到这个方程实际上和式(14-10)完全一样．我们只是用了不同的方法导出丁它．

不过，假定我们使结的 n 一边的电压降低一个数蜇 LIV-我们可以通过在结上加上

外来电势差来做到这一点． 现在电势坡两面的电势差不再是 V 而是 V -LIV. 从p-边到
九一边的正载流子电流的表式中这个电势差在指数因子中出现．令这个电流为 I1, 我们有

I1~Np(rp-边） e-q<V一 ,SI")几气

这个电流比 I。正好大了一个因子 e妞／己所以 11 和 I。之间有如下的关系：

I1=Ioe+a.11vf1'x. (14.13) 

来自？一边的电流随着外加电压 LIV 指数式地增加． 然而，只要 LIV 不太大从九一边来的正
载流子的电流保持不变． 当它们来到势垒，这些载流子还是会发现向下的电势坡并且全部
降落到p一边．（如果 LIV 大于自然电势差 V, 情形就不同了，但是我们不去考虑在这样高的
电压下会发生些什么．）穿过结的正载流子的净电流 I 就是两边来的电流之差：

I=I从6+q.:1V/l<T - 1). (14 .14) 

空穴的净电流 I 流进九型区域．在那里空穴扩散到九型区域的休内，最终被多数九型载

流子－电子湮灭．在这湮灭过程中损失的电子将由从九型材料外端来的电子电流补
俀．

当 .dV 为零，式(14.14) 中的净电流为零．对千正的 .dV, 电流随外加电压很快增加．对

千负的 .1V, 电流改变符号，但是指数项很快变为可忽略，并且负的电流永远不会超过 I。
按照我们的假设这 Io 是相当小的．这个反向电流受结的 n-边少数载流子很小的密度

的限制．

如果你对流过结的负载流子的电流作完全相同的分析，

首先对没有电势差的情形，然后对小的外加电势差 JV, 你会

再次得到完全和(14.14)式一样的净电子电流的方程式．因
为全电流是两种载流子贡献的电流之和，倘若我们认为 Io是
加上反向电压时可能流过的最大电流，那么式(14.14)仍旧可
用于全电流．

式(14.14)的电压电流特性曲线如图 14-10 所示．它表 · 

示固体二极管一—－诸如近代的计算机中用的那种二极管的典

型性质．我们应当看到式(14.14)只对小的电压是正确的．当
电压和自然的内部电势差V不相上下或者比它更大时，其他
的效应就要起作用了，并且电流不再遵从这一简单的式子．
顺便说说，你们还记得在第一卷第 46 章讨论”力学整流器”一一棘轮和掣爪一一的时

候，我们曾得到和这里求出的式(14.14)完全相同的式子．我们之所以在这两种情况中得到

同样的式子是因为两者的基本物理过程十分相似．

1/I。

5 

• 4 

02-

AV 凶？

~----1. 

图 14-10 通过结的电流作为结

两端电压的函数

§14七晶体管

或许半导体最重要的应用是晶体管．晶体管由两个互相靠得非常近的半导体结组成．
它的工作原理有一部分与我们刚才描写的关于半导体二极管一一整流结的原理相同．假设
我们制造一小块褚，上面有三个不同的区域，一个p 型区域，一个九型区域，以及另一个 p 型
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区域，如图 14-ll(a;) 所示．

v+ J 

这一组合称做 p顷-rp 晶体管．晶体管中的这两个结其行为都和

我们在上一节中所描写的一样．特别是每一个结上都有
(a) 

一个电势梯度，从n 型区域到各个 p 型区域都有一定的

电势降落． 假如两个p型区域有同样的内部性质，当我

们沿着晶体运动时观察到的电势变化就如图 14-11(b)

位） 所示．

现在让我们设想，我们把三个区域的每一个都和外

电压源相联接如图 1牛12 的 (a)所示．我们以接在左方

p 区的端点作为所有电压的参考点，所以按照定义这点

为零电势．我们把这一端称为茎壁巠· 九型区域称为蔓
塾，它联接到略为负的电势上．右方的 'P 型区域称为堡叟垫}饵关接到较大的负电势上• 在
这样的情形下晶体上的电势变化就如图 1生12(b) 所示．

九一0

我们先来看一看正载流于的情形，因为主要是它的

行为控制着 p--r,,-p 晶体管的工作．既然发射极相对千基

极是处在正电势，正载流子的电流就会从发射极区流入

基极区．由于结在“正向电压”作用下一一相应于图 1 

妇0中图的右半部分，流过的电流比较大． 在这样的 叮｝
条件下，正载流子或空穴从p型区域被发射到 n型区域．

你可能想像这个电流会通过基极的端点 b 流出 n 型区

域然而，现在接触到了晶体管的秘密了.'11, 型区域做

得非常薄—~大大窄于

它们的横向线度． 这意味着当空穴进入九型区域后，在

和九型区域中的电子湮灭之前有很大的机会扩散到达另 图 1牛12 晶体管工作时的电势分布

一个结当它们到达＂型区域的右方边界时，它们遇到急剧下降的电势坡并立即落入右方的

p 型区域．晶体的这一边称为集电极，因为它“收集“扩散过九型区域的空穴．在一个典型的

晶体管中，除了很小的百分比以外，所有离开发射极并进入基极的空穴电流都在集电极区域
被收集起来，只有剩下的很少一部分贡献净的基极电流． 基极和集电极电流之和当然等于
发射极电流．

现在想像一下，假如我们稍稍改变一下基极端的电势兀会发生些什么． 因为我们是
在图 14-10 的曲线的相对陡峭的部分，电势 Vo 很小的变化会引起发射极电流 I, 很大的变

化．因为集电极电压兀大大负于基极电压，电势的微小变化不会显著地影响基极和集电极
之间陡峭的电势坡．发射到 n 区域的大多数正载流子仍旧被集电极俘获．于是当我们改变

基极电势时，电极的电流 I. 就会有相应的变化．不过，根本的一点是基极电流 It 永远是集

电极电流的一小部分．晶体管是一个放大器，对基极引入小电流 It 在集电极上给出大电流

大100倍左右．

电子一—迄今为止我们一直忽略了的负载流子又怎样呢？首先，我们并不期望任何值得

注意的电子电流在基极和集电极之间流动．集电极上加有大的负电压时，基极中的电子不得

不爬上很高的势能坡集电极，而这样做的几率是很小的．只有很小的电子电流流向收集极．
在另一方面基极中的电子座整进入发射极区．事实上，你可以预期在这个方向的电子

: 
__ 

! l , 

IIII-II.lI 

图 14-11 没有加外电压时晶体管

中的电势分布．
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电流比得上从发射极到基极的空穴电流．这种电子电流不仅没有用，而且还有害，因为对于

一定流向的集电极的空穴电流，它使所需的总基极电流增大．所以，设计晶体管时要尽量减

少发射极的电子电流．电子电流正比于 N,.(基衱），即基极材料中的负载流子密度，而从发

射极来的空穴电流取决千 N,.(发射极），即发射极区中的正载流子密度．对？且型材料进行低

掺杂， Nn(基极）可以做得比 Np(发射极）小得多． （非常薄的基区也有很大的帮助，因为集

电极扫出了这个区域内的空穴大大地增加了从发射极进入基极的平均空穴电流，而电子电

流却保持不变．）最后结果是穿过发射极－基极结的电子电流比空穴电流小得多，所以在p

矿p 晶体管的工作中电子并没有起任何重要的作用． 电流受空穴运动控制，晶体管则如前
所述表现得像个放大器．

将图 1牛11 中的 p型和九型材料对换也可以做成一个晶体管．千是我们得到所谓的饥

-1r九晶体管． 在忙？叶M本管中，大部分电流由电子携带，这些电子从发射极流入基极并

由之流到集电极显然，如果对电极的电势选取相反的符号，我们关于F忙p 晶体管的所有
论证同样适用于忙p-'11, 晶体管．

I 』

“ 

' 

. 

. 



15 
独立粒子近似法

§15-1 自旋波

在 13 章中，我们已经求出了关于一个电子或某些其他“粒子”（譬如一个受激原子）穿过

晶体点阵的传播理论．上一章）我们把这个理论应用于半导体． 但是每当我们讨论有许多

电子存在的情形时，我们总是忽略它们之间的相互作用J 当然这样做只是一种近似．在本章

我们将进一步讨论电子间的相互作用可以忽略这一概念．我们还将趁此机会向读者进一步

介绍这种粒子传播理论的某些应用． 既然我们一般仍旧忽略粒子间的相互作用，所以在本

章中除了一些新的应用以外，实际上没有什么新的内容．不过我们首先要考虑的例子是）当

存在着一个以上的＂粒子”时，仍能相当倩确地写出其正确方程的情形． 虽然我们将不失哏

仔细地分析这个问题，但是通过这个例子我们将能看出这种忽略相互作用的近似方法是如

何建立起来的．

作为第一个例子我们将考虑铁磁晶体中的自旋波．在第二卷的第 36 章中我们讨论过

铁磁性理论，我们知道，在绝对零度时所有铁磁晶体内的磁性有贡献的电子自旋都是平分

的．这些自旋之间存在着相互作用能，当所有自旋都向下时，这一相互作用能最低．但是当

温度不为零时，其中一部分自旋就有机会转为向上．在第二卷第 36 章中我们大致地计算了

一下这一几率． 现在我们将叙述其狱子力学理论，这样你可以看出如果要更严格地求解这

个问题，你应该去做些什么．（这里我们仍旧要作一些理想情形的假设，假设这些电子被定域

在它们的原子中，而且只有相邻的自旋之间才有相互作用．）

我们考虑这样一个模型，该模型中每个原子的电子除一个以外其余都是成对的，因此所

有的磁效应都来自每个原子中那一个自旋为 1/2 的电子．我们进一步设想这些电子被定减

在点阵的原子座上，这个模型大致相当于金属铢．

我们再假定任何两个相邻的自旋电子间有相互作用存在，这个相互作用对整个体系的

能量给出了这样一项，
E=-~Ku卢巧， (15.1) 

式中 C 表示电子的自旋，而求和遍及所有相邻的电子对． 当我们考虑氢原子中由于电子和

质子磁矩的相互作用而引起的超梢细分裂时，就曾经讨论过这种类型的相互作用，那时我们

把它表示为 Au.•up,现在，对于给定的一对电子，譬如说位千原子 4 和原子 5 的一对电子，其

哈密顿函数将为 -Ku4•cr:;. 对每一对这样的电子都有这样的一项）而总的哈密顿函数（正

如对经典能量所预期的）就是每一对相互作用的电子所提供的这些能掀项之和．由千能抵

被写成含有-K的因子，所以正K将相当于铁磁性，也就是说，当相邻自旋乎行时总能量最

低．在实际晶体中，可能还有次近邻的相互作用项等等，但是在现阶段我们没有必要考虑这

种复杂的情形．有了式(15.1)的哈密顿函数我们就有了（在我们的近似条件下）对铁磁体的

完整描述，并且由之应可导出磁化的性质，我们也应能计算由于磁化而引起的热力学性质．

如果我们能够求出全部能级，则在禄度 T 时晶体的各种性质可以由这一统计力学原理求得，

. 
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系统处在给定的能最为 fl) 的状态的几率与 6-E/1'T 成正比．这个间题至今尚未被完全解出．

我们举一个所有原子都排在一条直线一一维晶体点阵的简单例子来说明一些问题．

你们很容易将这些概念推广到三维的情形． 在每一个原子的位置上都有一个电子，每个电
子都有两个可能的状态，不是自旋朝上就是自旋朝下，整个系统可通过说明所有自旋是如何

排列的来描述．我们取体系的哈密顿函数作为相互作用的能损算符．将式(15.1) 中的自旋

矢量解释为 u算符（或 6矩阵），对于线性点阵我们可写出：

汇~-~妇灿．
兀 2

(15.2) 

在上式中为方便起见，我们将常数写成 .A/2. (这籽一来，以后的一些式子将和第 13 章的一
些式子完全相同．）

现在我们要问，什么状态是这个体系的最低能釐状态呢？体系的最低能量状态是所有自

旋都平行的状态，譬如说所有自旋向上“的态．我们可以把这个态写成为 I···++++··今，
或 1 妒iv, 作为“基态”或最低能哥态．我们不难算出这个态的能噩．一种办法是用九、句和

年写出所有 c矢量，再仔细算出哈密顿函数中每一项在基态时的值，然后把这些结果相加．
其实我们也可使用一个好而简捷的方法．在§12-2 中我们已经知道， a'.1•(句可以用泡利自旋
交换算符来表示，如

吓U;= (2 訰旋交换-1) (15.3) 

式中算符弁｝旋变换的作用是交换第 i 个电子与第 j 个电子的自旋．把这个表示式代入式
(15.2), 哈密顿函数就变为：

汇－佴（和国-½). (15.4) 

现在要计算不同态的情形就容易了．例如，若仁和 j 这两个电子的自旋同时向上，则交换自

旋并不会引起任何变化，那么 P,1 作用于该态上就给出相同的态，这与乘以 +1 等价． 因此
表示式（凡-1/2)正好等于 1/2. (从现在开始我们省去 P 的上标．）

对于基态所有自旋向上，如果你们交换一对特定的自旋，你们仍旧得到原来的态．基态

是一个定态，如果把哈密顿其符作用在这个态上，得到的是这个态乘上一个求和项，每一对

自旋态提供一A/2 这样一项．这就是说，在体系的基态能量中每个原子提供一.A/2.
其次我们希望考虑某些激发态的能量． 相对于基态来测掀能盐是很方便的，这就是说

选择基态作为我们的能是零点． 为了做到这一点，我们可以对哈密顿算符中的每一项加上
能量.A/2. 这样正好把式(15.4) 中的"1 / 2''变成"1", 因此新的哈密顿算符为

汇－岭江，叶1-1). (15.5) 

使用这个哈密顿算符，体系最低态的能量为零，（对于基态来说），自旋交换算符相当于乘以

1, 正好把每一项中的"1"消去．

为了描述不同于基态的其他态，我们将需要一组适当的基础态． 一种较方便的处理方

法是这样的，按照一个电子自旋向下、两个电子自旋向下、…等等对态进行分组．当然，一个

电子自旋向下的态可以有很多，这个向下自旋可能位于原子"4", 或原子”萨，或原子"6"•.. 等

等．事实上我们可以就选这样的态作为我们基础态，我们可以把它们写成： I 4>, I 5>, I 6) .••• 

1) 这里的基态实际上是“简并“的，还有其他的状态也具有同样的能量，例如所有自旋都朝下的态，或者都指向任意
别的方向上．在 g 方向上加一很小的外磁场后将使所有这些状态具有不同的能量，而我们这里所选取的状态将

是真正的基态．
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等．但是为了以后方便，我们也可用其坐标”来表示这个具有自旋向下的电子的单个原子．

也就是说，我们把态P令定义为：除了位千吓处的原子其电子自旋向下外，所有其他电子的

自旋都向上（参看图 15-1). 一般说来， 1式心是指只具有一个向下自旋的态，该向下自旋态

中

一3-2 -1 0 l 2 3 4 5 6 7 

I "'• 

图 15-1 一线性排列的自旋体系的

lti 工比 J:第 n 个原子的坐标 illn 处．

哈密顿算符(15.5)对态 lw心的作用结果是什么呢？譬

如说哈密顿算符中 -A(P1,s-l)这项吧其中算符 P1,s 交
换 7、 8 两个相邻原子的自旋，而在态 5 中这两个原子的自

旋是向上的，所以它的作用并没有改变什么， P石8 只相当千
基础态切心．其中徐位于 X5 处的一 乘少U:
个自旋向下外，其余的自旋都向下 凡，s I吩 =I畛．
由此得到 （丸，s-1) lx5)=0. 

于是，哈密顿算符中除了包含原子 5 的那些项以外，其余所有的项作用于 1幻心后都为o. 算

符 Pu 对态!xll) 的作用使原子 4 的自旋（向上）和原子 5 的自旋（向下）作了交换，结果成为
除了原子 4 的自旋向下外，其余所有原子的自旋都向上的态，即

P4,51 心＝位心．
同理 凡，d吩＝位心．
因此，哈密顿算符中留下的只是-.A(凡， 5 一 1) 和一A(P比a-1) 两项，它们对 jxi;) 的作用，分
别得到 -.Aja;心+Al心和-A I x6) +AI a; 令，最后的结果为

fljxr;)= -A~(P,., 叶1一1) Ix .. >= -A{I 式a>+ Ix心2 位吩} . (15.6) 

当哈密顿算符作用在态 Ix心上时，它给出了一些处在态 Ix心和 Ix心的振幅，这就意味
着有一定振幅使向下的自旋跳跃到相邻原子上．因此由于自旋之间的这种相互作用，如果开

始时某一个自旋向下，那么它就有机会在以后为另一个自旋向下所代替． 将哈密顿算符作

用在一般态 1幻心上就给出：

趴心= -.A.{!x,. 心+I仁1)-21:v令} . (15.7) 

这里要特别注意，如果我们所取的是只有一个自旋向下的态构成的完全集，则它们将只在它

们本身之间混合．哈密顿算符绝不会把这些一个自旋向下的态同其他具有多于一个自旋向

下的态混合起来．只要你们仅仅交换自旋，你们就绝不会改变总的向下自旋的数目．

使用哈密顿算符的矩阵记法是方便的，譬如说 H九， m=(!li,.lfl 位今，方程(15.7)相当于
丑n,m=A,

耳，九十1=H,.,,._1= -A, (15.8) 

Hn,m=O, 当,,,,,_叫 )1.

现在我们要间，对千具有一个自旋向下的那些态其能级是怎样的呢？和往常一样，我们

令 On 为某个态抻＞处于态 lw分的振幅． 如果 1"1> 是一个具有确定能量的态，则所有的 o.
必定以相同的形式随时间变化，即

. 。n=an e一iEt/九. (15.9) 

我们可以把这个试解代入通常的哈密顿方程

dOn 
6九一—·=~HnmOm,

dt m 
(15.10) 

中去，同时使用式(15.8) 有关矩阵元．当夕、我们得到一组无限多个方程，但可以把它们都写
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成如下形式：

矗,.=2Aa,.-A生1 -Aa»+1. (15 .'11) 

这样我们又行到了与在第 13 章中所解决的完全相同的问题，不过那里是互而现在是 2A.

方程的各个解代表振幅 0,.( 自旋向下的振幅），它以传播常数 i 和能量

E=2 A(1-oos kb). (15.12) 

沿晶格传播，式中 b 是晶格常数．

具有确定能矗的这些解与自旋向下的各个“波”－~ 对于每个波

长，存在一个相应的能量．对于长波长（小九） J 这能量按下式随 k 变化
E=Abll 尺 (15.13)

和以前一样，我们可以考虑一个定域的波包（然而其中只包含长的波长），它相当于在点阵中
某一部分的一个自旋向下的电子．

这个向下的自旋表现得像一个＂粒子”．因为它的能抵与力的关系为式(15.13), 所以这
个“粒子”具有有效质量：

沪
叨有效一了职· (15.14) 

有时我们把这些“粒子”称为＂磁振子,, . 

. 
§15-2 双自旋波

现在我们希望讨论一下存在两个向下自旋时的情形． 我们仍然选取一组基础态，所选
的这些态在两个原子的位置上有向下的自旋，如图 15-2 所

示．我们也可以用两个向下自旋的位置的坐标”来表示这
个态，例如，图 15---2 中所示的态可写成 1 幻2冲心．一般说来， -3 -2 -l O l 2 3'/; 6 7 
基础态为 l 幻n, Zm), 这是一个二重无限集．在这套描述方法 图 15-2 具有两个向下自旋的状杏

, 

中，态占，心和态 1幻9, !Jj分是完全相同的态，因为这两个态都只是说在位置 4 和位置 9 处各
有一个向下的自旋，它们的次序并没有什么意义．此外，态位＂心是无意义的，并不存在这
种情况．我们可以这样来描述任何一个态悼＞，即给出它在每个基础态的振幅．因此， 0.,,九
=<x,,. 王心．现在表示处于态 1 心的系统在第叨个原子和第九个原子同时具有向下自旋
这种态中的振幅． 现在所出现的这种复杂性并不是概念上的复杂，仅仅是簿记上的复杂性
而已·.'(量子力学的一个复杂性就在于簿记．随着向下自旋越来越多，我们所用的记号也因
含有大量标记而变得越来越复杂，方程式也总是令人望而生畏，其实概念并不比最简单的情
形复杂多少．）

这个自旋系统的运动方程是一组关于 On,m 的微分方程．它们是

dO 
纨一子立=~(Hn,m,iJ)Ou. (15.15) 

假定我们希望求出该系统的定态，和往常一样，把对时间的微商变成 E 乘上振幅，而 o•. .. 
可以用系数知，＂代替．接下来我们必须仔细地算出H对自旋m和饥向下的这个态作用的结
果．这种计算并不困难暂时假定m和九相距甚远，这样我们就不必为显而易见的麻烦而操
心．对位于幻＂处的向下自旋的交换作用将把向下自旋不是转移到第 n+1 个原子就是移到
第九一1 个原子上去．所以有一个振幅对应于现在的态，它来自态 I Xm, a;,,_立或者移动的也

可能是另一个自旋，所以也存在着一定的振幅，表明 Om, .. 系来自 Om+l,n 或 6正1••• 所有这
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些效应都应是相同的．最后关于 0,,.,,. 的哈密顿方程为

B 知，,.= -_A(am+l, 九十知-1,.九十 B如叶1+车，n+l) +4 .A华，"· (15.16) 

这个方程是正确的，但下面两种情况除外：如果彻＝九，则方程根本不存在；如果叨一

吐1, 则方程(15.16) 中有两项应去掉．我们将不去考虑这种例外情堕．我们就不理有 n 个

方程略有改动这一事实吧．毕竟我们假定晶体是无限的，而且我们有无限多项，所以忽略 n

项也没有多大关系．那么作为粗略的一级近似，让我们忘掉那些改动过的方程，换句话说，

我们假定方程(15.16)对所有m和 n, 即使它们相差 1 也都是正确的，这就是我们的近似方
法的基本部分．

而

式中

方程的求解并不难，我们立即得到

Om,n气lm, 九 6一!Et/九，

知．＂＝（常数） e炽亿，n 8,;~ 上气

(15.17) 

(15.18) 

E =4 A-2.A cos 龙b-2.A cos 励. . (15.W) 

至此我们可以想一想，如果我们有两个独立的，相当千 k=k1 和 k=幻的单自旋波（如

上节所述），将出现什么情况呢？根据 (15.12) 式，它们具有能抵

E1 = (2 .A- 2.A cos k1 b) 

及 E2= (2 .A-2.A cos k2 b). 

注意，式 (15.19) 中的能量 E 正好是它们之和，即
丿，

E=E(妇） +E(知） . . • (15.20) 

换句话说，我们可以这样来考虑我们所得到的解：有两个粒子，也就是两个自旋波，一个粒子
具有以 k1 描述的动量，另一个粒子具有用妇表示的动量，体系的能量就是这两个粒子能址
之和，这两个粒子的作用是完全独立的．对于这个体系就只有这些．

当然，我们已经做了某些近似，但是我们现在并不想讨论我们的答案的精确性．不过，
你们也许猜想到，在一个适当大小的晶体中包含着数十亿个原子，因此在哈密顿函数中就含
有数十亿项，少了几项并不会造成多大的误差．要是我们有很多向下的自旋，以致向下自旋
的密度相当大，那么我们就得考虑修正了．

有趣的是：如果只有两个向下自旋，就可以写出精确的解．这结果并不特别重要，但是
引起兴趣的是对于这种情况方程可以精确求解．这一解为：

am,.=exp[轨（如十心]sin hi 心一叫， (15. 江）
而能量为： E=4 .A-2.A cos屈-2.A颂柲，

波数 K。上与杠kJ 的关系为：
杞=k。一k, k2=如+k. . (拓.22)

这个解包含了这两个自旋的“相互作用“，它说明当两个自旋相靠近时就有一定的散射机会，
这种自旋表现得很像具有相互作用的粒子． 但是，有关它们散射的详细理论超出了我们想
要在这里讨论的范围．

§15-3 独立粒于

在上节中，我们已经写出了两个粒子系统的哈密顿函数式(15.15). 然后利用相当千忽
略两个粒子间任何”相互作用“这种近似方法，我们求得了由式(15.17) 和式 (15.18)所描述
的定态，这个态正好就是两个单粒子态的乘积．然而，我们对于式(15.18) 中知，＂的解实在

,, 
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并不满意．我们早就谨慎地指出，态 1如，“心与 1 迈， X心并无区别一－如和如的次序没有什

么意义．一般来说，如果我们交换％和 x,. 的值，振幅 0,,.,,.的代数表达式必须不变．因为这

种交换并不改变状态，不管怎么说，它应代表在 a,,,. 处及幻＂处各找到一个向下自旋的态的振

幅．但是要注意，由于比和杠通常是不同的，式 (15.18)对％和气并不对称．

麻烦在于我们没有迫使式 (15.15)的智满足这个附加条件，幸好这个问题很容易解决．

首先我们注意到，该哈密顿方程的一个斛
知，n=Keik,亿m eit,e. (15.23) 

与式(15.18)一样好，甚至其能蜀也与式 (15.18)所得的能量相同．式(15.15) 和 (15.23) 的

任何线性组合也是一个很好的解，其诡煜仍由式(15.1笱给出．由千对称性要求，我们所应
选取的解就是式(15.15) 和式 (15.23) 之和：

知•n=K[e'趴S:m 6;1',lln + (J忱心m rJIG,en] (15 .. 24) 

现在，给定任何比和妇，振幅 O如，和我们放置车和 Zn 的方式无关－—一如果我们恰巧把车
和＂”规定反了，我们仍然得到相同的振幅． 我们根据“磁振子”对方程(15.24)所作的解释
也必定和以前不同，我们不再能说该方程代表波数为杞的一个粒子和波数为妇的第二个

粒子．振幅(15.24) 式表示一个具有两个粒子（磁振子）的态． 这个态的特征由两个波数 ki
和 k2 来表示．我们的解看上去很像是由一个动日为 p1=h/k1 的粒子组成的复合态，但是我
们不能在这个态中指出哪个粒子是哪一个．

至此，读者应该从这些讨论中回想到第 4 章的内容以及我们关于全同粒子的描述． 我

们刚才正好证明自旋波粒子（磁振子）的行为很像全同玻色粒子．所有的振幅对两个粒子的

坐标来说必须是对称的一一这等于说，如果我们“交换两个粒子”，我们将回到同样的振幅并

且具有相同的符号，但是，你们可能会想，为什么我们在构成式 (15.24) 时选取两项相加的方

式？为什么不把这两项相减？采用减号时，交换车和吽只不过改变 a加＂的符号，这不会有什

么关系． 但是交换车和叽并没有引起任何改变一一晶体中的所有电子仍旧位于原来的地
方，所以振幅的符号也没有理由要改变．由此可见，磁振子的行为像玻色粒子庄

上面的讨论主要有两点：第一，告诉你们一些有关自旋波之事；第二， r句读者表明了一个

态，它的振幅是两个振幅的乘积，它的能帮是相应千这两个振幅的能益和．对千塾辛塾工来
讲，振幅是相乘，能量是相加． 你们不难理解为什么能量是求和． 能量是虚指数中 t 的系

数，它与频率成正比．如果有两个粒子正在做某些事情，一个具有振幅 e刁E寸I\ 而另一个具

有振幅 e玉Ef/\ 如果这两件事情一起发生的振幅是每个振幅之积，在这乘积中就出现了单个

频率，它是两个频率之和，与振幅乘积相对应的能量是两个能量之和．

我们通过相当冗长的论证来向你们说明一件简单的事情，当你们不考虑粒子间的任何
作用时，就可以把每个粒子看成是独立的． 这些粒千可以各自存在于它们单独存在时所具

有的各种不同的状态中．每个粒子都贡献出它们单独存在时所具有的能量．然而你们必须
记住，如果它们是全同粒子，则它们会表现为不是玻色粒子就是费密粒子，这由具体问题来

定．例如，把两个额外的电子加到晶体里去，它们就会表现得象费密粒子．当交换这两个电
子的位置时，其振幅必定改变符号．在相应于式(15.24) 的方程中，在右边的两项中间就应

1) 一般说来，我们所讨论的这类准粒子，其行为不是像玻色粒子，就是像费密粒子，而对自由粒子来说，具有整数

自旋的粒子是玻色子，具有串整数自旋的粒子是费密子．＂碰振子“代表一个自旋向上的电子转成自旋向下，它

自旋的变化为1. 碰振子具有整数自旋，它是玻色子．
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该有一个负号．因而两个费密粒子不可能处在完全相同的情况-具有相同的自旋和相同

的 k, 这种态的振幅是零．

§15-4 苯分子

虽然量子力学提供了确定分子结构的基本规律，但是这些规律只能确切地用在最简单

的化合物上．因此化学家们设计出各种近似方程来计算复杂分子的某些性质．现在我们要

对你们说明的是有机化学家们是怎样应用独立粒子近似方法的．我们从讨论苯分子开始．

在第 10 章中我们曾用另一种观点讨论苯分子，在那里我们对苯分子采用的是两态系统

的近似图像，它具有如图 15-3 所示的两个基础态． 苯分子有一个由六个碳原子构成的环，

每个碳原子所在处束缚着一个氢原子． 按照惯用的价键图，我们必须假设半数碳原子间是

双键，而在最低能量的条件下，双键的分布有如图所示的两种可能形式．当然还有别的能量

较高的态．当我们在第 10 章讨论苯分子时，我们就采用这两个态，并没有考虑别的态．我

们发现苯分子的基态能量并不是图中所示的任一态的能量，而是比这个态的能量低了一个

量值，该量值与从其中一个态跃迁至另一态的振幅成正比．

现在我们将从完全不同的观点一使用不同的近似方法来考察同一个分子．这两种
观点将会给我们不同的答案，但是如果我们改进任何一种近似方法，我们都应得到对苯分子
的正确描述．然而，如果我们不肯费心去改进它们（当然通常往往如此），那么你们就不应该

为这两种描述不完全一致而感到惊奇． 我们至少将用新的观点来证明，苯分子的最低能量

比如臣 1氐3 所示的任一个三键结构要低．
H H H 环 H H 

C-f/ C=C C-C 
/\ /\ 

1> H-C C—H 2> H-C U—H H飞 6+ C一五
\/ 

C=C C-0 C-C 

/ " / " / " H H H H H H 

图 15-3 第 10 章中采用的苯分子的两个基础态 图,~ 去掉六个电子石的苯环

『- 现在我们想要采用下面的图像：我们设想苯分子的六个碳原子仅以单键相联，如图 15-
--4 所示． 由于一个键代表一对电子，在上述图像中我们巳去掉了六个电子，它是一个六重

电离的苯分子． 现在我们来考虑把这六个电子放回去会发生什么情况，我们一次放回一个

电子，并想像每个电子都可以环绕这个环自由运动．我们还假设图 15-4 所示的所有键都满
了，没有必要对之作进一步的考虑．

当我们把一个电子放回到这个分子离子时会发生些什么呢？当然它可能落在环周围六
个位置－~相当于六个基础态—一中的任何一个上，它从一个位置跑到相邻的位置上去也
应该有一个确定的振幅，比方说为 A. 如果我们分析这些定态，就会有某些可能的能级．这

仅仅是对一个电子而言．

接下来把第二个电子放进去，现在我们作一个你所能想像到的最荒谬的近似一一二主

皂子的行为并丕曼响另－－一个皇子的行为~- 当然它们实际上是有相互作用的，它们通过库仑
力而相互排斥，此外当这两个电子在同一位置时，它们所具有的能量必定与只有一个电子在

那里时的能量的两倍有很大的差别． 当只有六个位置时，特别是当我们要想放进塑宽土电

子的时候，独立粒子的近似确实是不合理的．但是不管怎么说，有机化学家们已经能从这种
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近似中获得许多知识．

在我们对苯分子作出详细计算之前，让我们考虑一个更简单的例子一-乙烯分子，它只

含有两个碳原子，在每边的碳原子上都带有两个氢原子，如图 15-5 所示．这分子有一个额

外的价键，含有两个电子，处在两个碳原子之间．现在去掉这两个电子中的一个，我们得到
万

H 五

" / C一 0
/\ 
五辽

Eo+A 

E, 尸一一一一一一

岛_.A

图 15-5 乙烯分子 图 15-6 乙烯分子中“额外“电子可能具有的能绶

什么呢？我们可以把它看成是一个两态系统一—留下的一个电子可以位于这个碳原子或者

另一个碳原子处．我们可以把它作为一个两态系统来分析．这个单个电子可能具有的能蜇
不是 (Et1-A), 就是(E。+A), 如图 1丘6 所示．

现在我们加进第二个电子．好！如果我们有了两个电子，我们可以把第一个电子放在较

低的态，而把第二个电子放在较高的状态．不太对，我们忘记f某些事情．每一个这种状态

实际上是双重的．当我们说存在一个能量为 (E。 -.A) 的可能状态时，实际上是两个． 如果

一个电子的自旋向上而另一个电子的自旋向下的话，则这两个电子可以进入同一个态．（由

于不相容原理，不能再放入更多的电子． ）所以实际上能量为(E0-.A) 的可能状态有两个．

如图 15-7 所示，我们可以画一个图，如图 1丘7 所示，它既表明能级，又表明这些能级被占

据的情况． 在最低能量条件下，两个电子将以相反的自旋一起处在最

低状态． 如果我们忽略两个电子的相互作用，那么乙烯分子那个额外

的价键的能最是 2(E。-A).

现在让我们回过头来讨论苯．图 15-3 中的两个态每个都有三个

双键 每个双键就像乙烯中的双键． 如果 Eo 现在是把一个电子放入 E。,______ _ 

苯中一个位置时的能量，A 是这个电子跃迁到相邻位置上的能黛，则每

个双键贡献 2(趴-A) 的能量． 所以能量大致应为 6(E0-.A). 但是 乌丑

我们在以前研究苯分子时，我们得出能最要比有三个额外价键的结构

的能量为低的结果．让我们来看看，根据我们的新观点，苯分子的能量

是否显得比三个价键的情况更低．

我们从六重电离的苯环开始讨论，并加进一个电子．现在我们有了

一个六个态的系统．虽然我们还没有解过这系统的问题，但是我们知道

怎样去解，我们可以写出含有六个振幅的六个方程等等． 但是让我们

省一些劳动一一我们注意到：当我们算出无限原子线列中的一个电子问题时，我们已经解决

了这个间题．当然，苯并不是无限线列，它有 6 个原子位于一个环上．但是设想我们打开

这个环，把它拉成一直线，并且将沿此直线的原子从 1 到 6 予以编号．在无限长直线的情况

下，下一个位置应是 7. 但是如果我们坚持认为这第 7 个位置和第 1 个位置全同，并以此类

推，那么情况就和苯环完全相同了．换句话说，我们可以使用元限长直线的解，但覂史拦个

E 

E。 +A
妒

图 15-7 在乙烯分

子的额外价键中，可

以有两个电子（一个

自旋向上，一个自旋

向下）占据最低能级
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恺具有 6 个原子长的周期性．在第 13 章中我们已知道，处于一直线上的电子，当它在每个

位觉上的振幅为 e坎"'n=e屯时，它就具有确定能蜇的状态．对千这个 k, 能暨为
. E=岛-2A 00S kb. (15.25) 

我们现在只要那些每 6 个原子就重复的周期性解．让我们先讨论N个原子的环这种一
般的悄况．如果这个解具有N个原子间距的周期性，则 eilwN ! 必定为 1, 或者， kbN必定是 2吓

的整数倍．令 S 表示任一整数，于是上述条件为

的 N=2 叮s. (15.26) 

以前我们就已知道，取土rrc/b 范即以外的仿值是毫无意义的．这意味着：我们取士N/2范

阶内的 S 值就得到所有可能的状态．

千是我们发现，对于这N个原子的环来说，存在N个确定能量的状态1), 这些态的波数由

下式给出

伈＝赞s, (还．打）
每个态的能量由 (15.25) 给定．我们得到了所有可能能级的一组线状谱．苯(N-6) 的能谱

B 如图 15-S(b)所示． （括号里的数字表示具有相同能量

Eo+2上L(l) 的不同状态数目．）
2) 有一个使这六个能级形象化的好方法，如图 15-Sa

2) 
所示．想像一个圆，其圆心处在能橄为 Eo 的能级上，半

(1) 径为 2.A, 如果从这圆的底部开始扯出六个相等的弧（在

从底点量起为 k. b=2 还/N 的角度处对苯来说为 2冗s/

'°' 
-::: (I,). 6), 那么图上这些点的垂直高度就是式(15.25) 的解．六

图 15-8 具有六个电子位鲨的环的 个点代表六个可能的状态．最低能级为 (E0-2A), 有两
能级（例如苯环） 个态具有相同的能量(Eo-A), 等等.2). 这些都是一个电

子可能具有的状态． 如果电子数超过一个，那么每个态可容纳具有相反自旋方向的两个电

子．

对于苯分子来说，我们必须放进六个电子．对基态来说，他们将进最低的能篮状态
两个电子处在 s=O, 两个电子处在 s=+1, 另两个电子处在 s=-1. 按照独立粒子近似，该

基态能撮为

护3

才

7-3-
o

一
二

EEO-

气_, 

吐=2(E0-2.A) +4(砒-.A) =6 E0-8 A. 

这个能量的确比三个分开的双键能量要少 2A.
将苯和乙烯的能蜇加以比较，就可确定 A. 结果为 0.8 电子伏特，或者用化学家们喜欢

的单位，每摩尔 18 千卡(1 千卡 =4186.8 焦耳）．

我们可以用上面的叙述来计算和了解苯的其他性质． 例如，利用臣 15-8, 我们就可以
讨论苯被光激发的情形．如果我们试着去激发苯中的一个电子，那会出现什么情形呢？这个

电子可以跳到另一个空着的较高的能量状态上去．最低激发能量应是从最高的被占据能级
跃迁到最低空能级的能最，这需要能量 2A. 当加=2A 时，苯将吸收频率为＂的光．苯也
会吸收能撮为 3 .A 和 4 .A 的光子．不用说，苯的吸收光谱已经测量过了，谱线的图样多少与

(1.5.28) 

1) 你们可能以为当N是偶数时会有N+l 个态，其实并非如此，因为 S一士N/2 给出相同的态．

2) 如果有两个态（它们具有不同的振幅分布）具有相同的能量，我们称这两个态是“简并“的，注意，可以有四个电
子具有能盘岛-.4.
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我们的分析相符，只是最低的跃迁在紫外区．为了和实验数据相吻合， A 的值应选取在 1.4

到 2.4 电子伏特之间．这就是说， A 这个数据比根据化学键束缚能预期的要大二到三倍．

对于这种情况，化学家的处理方法是：分析许多类似的分子，从中得出一些经验规则，例

如，他知道：为了计算束缚能，要使用这详那样的 A 值，但为了得出大致正确的吸收光谱要

用另外一个 A 值． 你们可能祁到这听起来有点荒谬． 从试图根据第一原理来了解自然界

的物理学家的观点来说，这种方法不是很令人满意的．但是化学家面临的问题却不同．对

于目前尚未制造出来、或者尚未完全了解的分子，化学家在事前必须试着对它们的性质进行

猜测．他所需要的是一系列经验规则，至千这些规则是哪里来的则无关紧要． 所以他应用

理论的方式与物理学家很不相同他所选用的方程式，其中含有真理的影子，但是他必须改
变其中的常数—一作出经验修正．

就苯来说，与实验不一致的主要原因是我们假设电子是独立的一—我们作为出发点的

珅论实际上并不合理．然面，它包含着某些真理的影子，因为它的结果似乎是对路的．有机
化学家在选作研究对象的那些复杂事物的困境中，就是利用这样一些方程再加上某些经验
规则一一包括各种例外情况来进行的．（不要忘记，一个物理学家之所以能够从第一原理出
发真正计算一些东西，是因为它仅仅选择了一些简单间题，他从来没有解决过那些具有 42
个或者即使是 6 个电子的问题．至今，物理学家所能作出相当精确、合理的计算的仅仅是氢
原子和氮原子．）

、· §15-5 其他有机化学分子

现在让我们来看看，怎样才能用这些概念来研究其他分子．考虑像丁二烯 (1, 3)这种分

子，在图 15-9 中按照通常的价键图样画出了这个分子．

')辽
0=-0-C=C 

/ H 玉
图 15-9 丁二烯 (1, 3) 分子的价键表示图

: I 
。创00000 ;; oo/cici 
一1 0 1 3- 2 3 4 5 ,,. N一lNIN+l

I 
图 15-10 N个分子排成的线

. 

对于与两个双键相对应的四个额外电子，我们可以用同样的处理方法． 如果我们去掉

这四个电子，就剩下位于一直线上的四个碳原子． 我们早就知道如何解决这类问题了．或

许你们会说， "n月不，我只知道如何解苤垦呈线的间题．“但是有关无限长线的解也包括有

线长线的解． 注意，设在一直线上的原子数目为 N, 并将原子按 1 到N编号如图 15-10 所

示．在关于位置 1 的振幅方程中不应该含有位置 0 提供的项． 同样，有关位置N的振幅方

程也应和无限长情况的方程不同，因为现在不存在由位置 N+1 提供的任何项．但是，假定

我们能够得到具有下述性质的无限长线的解：位于 0 处的原子的振幅为零，位于 N+1 处的

原子振幅也为零．那么这些解也满足有限长线上从 1 到N的所有位置上的方程．你们可能

认为对无限长不存在这样的解，因为我们的解芒上去都像是 e屯II!,., 它在任何地方都有相同的

振幅绝对值．但是你得记住：能量只和仿的绝对值有关．因此对于相同的能量， e刁7'e. 将是

另一个同样合理的解．这两个解的任何叠加也具有相同的能量． 把上面的两个解相减，我

们可以得到解 sin 知，它满足在炉=0 处振幅为 0 这一要求． 这个解仍旧对应于能量(Eo-

2A cos kb). 现在只要适当选取 k 值，我们就可使振幅在 Zu+1 处也为零． 这将要求(N+l)

xkb 是听的整数倍，或者
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. 
kb=五s, (15.30) 

式中 S 是从 1 到 N 的整数．（这里我们只选取正的为值，因为每个解都包括 +k 和一k, 改
变和的符号又重新给出原来的态．）对于丁二烯分子来讲， N=生所以有 4 个态，其为值有

下式决定：
肋＝冗/5, 2 元/5, 3 吓/5 和 4 可5. (15.30) 

我们也可利用一个与苯的清形相似的圆图来表示能级． 这次我们用的是一个半圆，将

它分成五个相等的部分J 如图 15-11 所示．位于底部的点对应于•=

o, 它根本没有给出什么态，顶上的一点对应于 S=N+1, 它也是如

此．剩下的四点给出了四个允许的能量． 一共有四个定态，我们从

四个基础态出发所预期的正是这一情形，在圆图中，各个角的大小为

句5 或 36 度．最低能量结果为 (Eo一1.618 A). [啊，多奇妙的数学

方法！按照这个理论，希腊人l)的黄金中项就给了我们丁二烯分子的
图 15-11 丁二烯的能级 最低能量态．］

现在我们就可以计算出放进四个电子后丁二烯分子的能量．我们用四个电子填满最低

的两个能级，每个能级上有两个自旋相反的电子．总能量为

E=2(E0-1.618 .A)+2(岛-0.618 .A) =4(E0-.A) -0.477 A. (15.31) 

这个结果看来是合理的． 这能量比两个简单双键的能量略低一些，但是束缚作用没有苯中

那样强．不管怎么说，这是化学家分析某些有机分子的方法．

化学家不但能够利用能量，而且能够利用儿率振幅来分析问题． 知道了每个态的振幅

以及哪些态被占据，也就能说出在分子中任何地方找到一个电子的几率．那些电子很可能

出现的地方，是容易在需要一个电子同某些别的原子团共 佴-耳
有的化学置换中发生反应的地方，别的位置则很可能在有

的系统产生额外电子倾向的置换中发生反应． 瓦C飞： I I J-0迅
上面所使用的这些概念甚至能使我们对叶绿素这样复

杂的分子也有所了解，图 15-12 所示为叶绿素的一种构形．

注意，我们用粗线画出的双键和单键构成了具有二十个间

隔的大闭合环，双键上的额外电子可以沿着这个环跑动．采耳C
用独立粒子方法，我们可以得到一整套能级，在光谱的可见

光部分出现了由这些能级之间的跃迁所产生的强吸收线，

使这种分子具有强烈的色彩． 类似的复杂分子，诸如与使

树叶等变红的叶黄素，也可以用同样的方法来研究． 图15-12 一个叶绿素分子

另外一个概念是从这类理论在有机化学的应用中衍生出来的，它或许是最为成功的，或

者至少在某种意义上说是最精确的． 这个概念和下面的问题有关：在什么条件下我们才能

得到特别强的化学键联？回答是很有趣的．首先以苯为例，我们设想事件发生的次序为：从

六重电离分子开始，然后逐步增加电子．于是我们会想到各种苯离子一—－负的或正的．假

定我们把离子（或中性分子）的能摄作为电子数目的函数来作图．如果我们取 Eo=O(因为我

们不知道趴是多少），则我们得到如图 15-13 所示的曲线．对于最早放入的两个电子，函数

1) 如果一个长方形可以分割成一个正方形再加上一个和原形相似的长方形，那么这个长方形的两个邻边之比就称
为黄金中项．

E 

岛+l.618.d.

马+0.618 人
, -----

..... Eo -- ---

- -Eo一1.618.A

, 
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图 15-13 当图 15-8 中的最低能态被九个电子占有 固 15-14 图 15-12 的点和一条光滑曲线具有

时，所有电子能量的和（取乌一0) n=2, 6, 10 的分子比别的态更稳定

的斜率是一条直线，对于相继的每一组电子，函数的斜率增加，而各组电子之间的斜率是不

连续的． 当我们刚好填满了一组能量相同的能级，面必须把电子填到下一组能量较高的能
级上去的时候，斜率就要改变．

实际上苯离子的能量与图 1丘13 的曲线有很大的差异，这是因为存在被我们忽略掉的

静电能和电子间的相互作用．然而，这些修正将以颇为滑顺的方式随九而变化， 即使我们

对所有这些都进行修正，所得出的能量曲线在那些正好填满某一侂级的 n 值处仍有扭折．

现在考虑一条非常光滑的适合于各点的平均曲线，如图 15-14 所示．我们可以说，这曲

线上匣各点具有“比正常值高＂的能量，而曲线工匣各点具有“低于正常值＂的能量．通常，我
们会预期低于正常能址的那些组态的稳定性高千平均值－一－从化学上说． 注意，那些远低

于曲线的组态总是出现在直线线段的一端，换句话说，总是出现在有足够的电子填满的所谓

的“能盐壳层＂．这是这个理论的很准确的预言．当分子或离子中可供填充的电子刚好填满

“能量壳层”时，这个分子或离子就显得特别稳定（与其他类似的组态相比较）．

这个理论解释和预言了一些非常奇特的化学现象． 作为一个非常简单的例子，我们考

虑一个由三个碳原子构成的环． 几乎很难令人相信，化学家能够制造出三元环并且使它稳

定，但是已经制成了． 三个电子的能烘圆周图如图 15-15 所示． 现在如果你们把两个电子

放至较低能态中，这只是三个所需的电子中的两个．第三个电子必须放在高得多的能级上，

根据我们的论证，这个分子不应该特别稳定，而双电子结构应该是稳定的． 事实上：中性三
苯基环丙烧基分子确实很难制成，但是图 15-16 所示的正离子就相对地比较容易制造出

来．实际上制造三元环绝非易事，这是因为当一个有机分子中的键构成一个等边三角形时，

总是有很大的应力．要制造一个稳定的化合物，就必须用某种方法使其结构稳定化．不管

怎样如果在三个角上加上三个苯环，那么就能够构成一个正离子．（加苯环的理由至今还未

真正理解．）

具有五个边的环也可以用类似的方法来分析． 如果你们画出它的能级图，就可以定性

地看出六电子结构应是一种特别稳定的结构，结果这样一种分子应该在负离子时最为稳定．

现在五边环已为大家所熟知也容易制造，并且总是作为负离子存在．同样，我们可以很容易

地证实： 4 边或 8 边的环并不令人很感兴趣，但是，和 6 边环一样，一个 14 边或 10 边的环作

岛+A

E。-------

E广-2.1
--- 

(2) 

(1) 

图 15-15 三元环的能量图 图 1巳16 二苯基环丙烧基正离子
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为一种中性分子应是特别稳定的．

§15-6 近似方法的其他应用

我们将对另外两种类似的情况，作些简明的描述．在考虑原子的结构时，我们可以认为

电子填充相继的各个壳层． 我们知道，电子运动的薛定谔理论只有对单个电子在中心力场

中运动的情形才能较容易地求解，所谓中心力场就是仅随距某一中心点的距离而变化的场．

那么我们怎样才能知道在一个具有 22 个电子的原子中所发生的情况呢？一种办法就是利用

一种独立粒子近似法．首先你们计算只有一个电子时的情形． 得到若千能级，把一个电子

放到最低的能扯状态．作为一个粗糙的模型，继续忽略电子间的相互作用，而把电子填入相

继的壳层．但是有一种获得较好答案的方法是计入一一至少以一种近似的方式计入一~带

电量的影响．你们每加一个电子就计算该电子处在各个不同位置的振幅，然后用此振幅去估

计一种球对称的电荷分布．用这种分布产生的场——加上带正电的原子核以及前面加进去

的那些电子所产生的场一一来计算适用下一个电子的态．这样，你就可以对中性原子以及各

个电离态的能量作出合理而正确的估计．你们发现这里也有能趾壳层就像我们对千在环形

分子中的电子所观察到的那样．当原子具有未全部填满的壳层时，该原子就倾向于取得一个

或一个以上的额外电子，或者倾向于失去一些电子，以使它进入具有满壳层的最稳定的状态．

这个理论解释了元素周期表中所反映出来的隐含在基本化学性质中的机理，惰性气体

就是具有刚好填满的壳层的元素，特别难以使它发生化学反应．（当然有些惰性气体还是会

同氛和氧等发生反应的，但是这些化合物的结合非常弱，所谓的惰性气体只是近乎惰性而

己，）比惰性气休原子多一个或少一个电子的原子很容易失去或者得到一个电子，而进入特

别稳定（低能）的状态，这稳定状态来源于原子具有了完全填满的壳层，这些原子是非常活泼

的+1 价或一1 价元素．

另一种情况出现在原子核物理学中． 在原子核中，质子和中子之间的相互作用相当强

烈即使如此，在分析原子核的结构时仍然可以采用．最早在实验上发现：如果原子核含有

某些特殊数目一一2, 8, 20, 28, 50, 82-—一的中子时，这些核特别稳定．含有同样这些数目

质子的核也特别稳定． 由于起先对这些数无法作出解释，因此把它们称为原子核物理中的

“幻数”．众所周知，中子和质子间存在若很强的相互作用，因此，当人们发现用独立粒子模

型预言的壳层结构得出了前面几个幻数时，感到非常惊有．这个模型假定每个核子（质子和

中子）在一个中心势场中运动，这个中心势场是由所有其他核子的平均效应产生的．但是这

个楼型不能给出较高幻数的正确值．后来 M•梅逸 (Maria Mayer) 以及杰逊(Jensen) 和他的

同事各自独立地发现，只要将独立粒子模型加上所谓“自旋主轨道相互作用＂的修正，就成为

一个能给出所有幻数的改进模型．（如果一个核子的自旋与它在核内运动所形成的轨道角

动量的方向相同，则自旋主轨道相互作用将使这个核子的能晕降低．）该理论甚至能给出更

多的东西一一这个所谓原子核的壳层结构“图像“能使我们预言原子核本身及核反应的某些

特性．

我们已经发现这种独立粒子近似在各学科一一固态物理到化学、生物学、原子核物理

学一一都有宽广的领域，都是有用的．虽然它往往只是一种粗略的近似，但是它能使我们了

解为什么在壳层里会存在特别稳定的情况．由于它完全忽略了各单个粒子间相互作用的复

杂性，因此，它往往一点也不能正吮地给出许多重要的细节是不足为奇的．



16 
振幅对位置的依赖关系

§16-1 一维情形的振幅

现在我们将议论量子力学中的几率振幅在空间是如何变化的．在前面几章中，你们可

能对有些事情被忽略感到不太舒服．例如，当我们谈论氨分子时，我们选取了两个基础态来
描述它．我们选择氮原子处于三个氢原子所构成的平面之“上＂的情形作为一个基础态，氮

原子处于三个氢原子所构成的平面之“下”的情形作为一个基础态．为什么我们仅仅挑选这

样两个基础态呢？为什么氮原子就不可能处于三个氢原子所成平面之上 2 埃 (1 埃 =10一8 厘
米）处，或者 3 埃或 4 埃处呢？无疑有许多位置可供氮原子占据．又如当我们谈到氢分子离
子时（在此离子中两个质子共有一个电子），我们想像了两个基础态：一个态是电子在第 1 号
质子附近，另一个态是电子在第 2 号质子附近．显砍我们略去了许多细节，这个电子并不是

正好位千第 2 号质子处，而只是在它附近，它可控在这个质子上面的某个地方，或者下面，左

面，右面的某个地方．

以前我们故意避免去讨论这些细节．我们说，我们只是对问题的某些特征感兴趣，所以

我们想像当该电子在第 1 号质子附近时，它就处千某种相当确定的状态．电子处于这个状

态时在质子周围找到它的几率应有某种相当确定的分布，但是我们对此细节不感兴趣．

我们也可以用另一种方法处理这个问题．在我们关于氢分子离子的讨论中，当我们用

两个基础态来描述这种悄况时，我们采用的是一种近似描述法．实际上存在着许许多多这

样的状态．处于质子周即的电子可以占据最低的能蜇状态，即基态，但是也还存在着许多激

发态．对于各个激发态来说，电子在质子周围的分布各不相同．过去我们忽略了这些激发

态，说是感兴趣的只是低能釐的情形．然而正是这些激发态提供了电子在质子周图各种不

同分布的可能性．如果我们希望详细地描述氢分子离子，我们就必须把这些可能的基础态

也考虑进去，要做到这一点可以有几个方法，一种方法就是去详细地考虑那些较仔细地描述

电子在空间的位置的状态．

现在我们准备考虑一个比较复杂的程序，由它给出在一定条件下在任何地方找到电子

的几率振幅后，我们就能够详细地讨论电子位置．这个比较完整的理论为我们以前讨论中

所用的近似方法提供了基础．在某种汽义上，我们可以把前而的方程作为这种更完整的理

论的一种近似而推导出来．

你们可能会感到奇怪，为什么我们不一开始就采用较完整的理论，而一直作近似处理．

我们感到，从两个态的近似方法开始，逐步建立更完善的理论J 比起用相反的方式来处理这

一问题，更容易使你们理解蜇子力学的基本机理．正是由于这一原因，我们对问题的处珅方

式和你们在许多书上看到的相反．

当我们探入研究本章的课题时，你们将会注意到我们正在打破我们以往一直遵循的一

个规则．无论我们在研究哪一个课题时，我们总是试图或多或少绘出完善的物理描述

尽可能地告诉你们这观念通向何处．我们一直既试图去描述理论的一般结果，又试图描述
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某些具体的细节J 从而使你们能看出理论会把我们引向何方．我们现在将打破这个规则，我

们将叙述怎样才能谈论空间的几率振幅，并向你们介绍它们所满足的微分方程．我们将没

有时间去继续讨论由这个理论导出的许多明显包含的内容．的确，我们甚至不可能将这个

理论与我们早先使用的某些近似公式（例如关于氢分子秪氨分子的近似公式）联系起来．就

这一次，我们只好不把我们的讨论进行到底．我们的课程即将结束，我们只能满足于试图向

你们介绍一般的概念以及指出我们现在已描述的方法和研究噩子力学课题的其他方法之间

的关系．我们希望给你们足够的观念，使你们能够自已进行学习，并通过阅读各种书籍学到

与我们即将描述的问题有关的许多含义．我们毕竟得留些内容将来再学．

让我们再来复习一下我们已求出的关千一个电子如何沿原子线列运动的问题．当一个

电子具有从一个原子跃迁到相邻原子的振幅时，就存在着具有确定能量的状态，在这些态中
找到屯子的几率振幅是以行波的形式沿点阵分布的．对于长波长—一即对于波数 k 之值小
的情况，态的能量与波数的平方成正比．对千间隔为 b 的晶体点阵，其中电子在单位时间内
从一个原子跃迁到相邻原子的振幅为釭凡，态的能噩与 k(对于小的肋）的关系为

E=A沪b-'(16.1)

（参见§13-3). 我们也已知道，具有相似能量的这片一群波会形成一个波包，这个波包的行
为将与一个具质赞叨有坟的经典粒子很相似，叨有效为

h2 
叨有效一百五萨. (16.2) 

既然晶体中的几率振幅波其行为像一个粒子）我们完全可以期望：一个粒子的一般量子

力学描述应显现出我们对点阵观察到的相同类型的波的行为．假定我们设想的点阵在一宜
线上，并且想像点阵间隔 b 越来越小．在极限情况下我们会想到电子可以处在该直线的任
何地方．我们就过渡到几率振幅连续分布的情况．这样我们就有沿此直线在任何地方找到

一个电子的振幅，这将是描述一个电子在真空中运动情况的一种方法．换句话说，如果我们

设想空间能够用无限个非常靠近的点标记出来，并能求得表示一点的振幅与相邻点振幅之
间关系的方程，我们就得到了空间一个电子的量子力学运动定律．

让我们先回想一下某些揽子力学的一般原理．假定一个粒子可以以各种不同的情况存

在千一个量子力学系统中，我们把任何一个可以在其中找到一个电子的特殊情况称为一个

＂态”，并用一个态矢量，例如 I怓＞，来表示．其他一些态可以用别的态矢量来表示，例如 1 心．

于是我们引进基础态的概念．我们说有一组态 11>, 12>, 13>, I 心等等，它们具有如下性质：

第一，所有这些态都是十分独特的一一我们说它们是正交的．所谓正交意思是指对千任意

两个基础态 rt> 和 1分，表示一个已知处在态书＞的电子同时又处在态扮，的振幅＜引介等于零
一一当然除非 Ii> 和 1少代表同一个态．我们将此符号表示为

＜心 1分＝加 (16.3)

你们应记住，若 6 与 j 不等，则勋=0; 若 d 和 j 相等，则彻=1.

第二，这些基础态阶必定是一个完全集，所以任何态都能用它们描述出来．这就是说，

任何态 1 心都可以由给定的所有振幅 <tj, 炒＞完整地描述出来，＜妒 <I>> 就是处在态 I中）的一

个粒子也会在态 1分找到的振幅．事实上，态矢最 1心＞等千各基础态乘上一个系数后的和，

这系数就是既处在态炒＞又处在态 Ii> 的振幅，即

炒>=~li><0I 心. (16.4) 

. 
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最后，如果我们考虑任何两个态 I心和 1 中沁那么态冲＞也同时在态 I <I>> 的振幅，可以先
将态冲＞投影到各基础态上，然后再将每个基础态投影到态炒＞上而求得．我们把这写成

如下形式：

<¢1 的 =~<¢10><引心．, (16.5) 

式中的求和当然是对整个基础态 Ii> 的集进行的．

祚1$13 章中，当我们计算位于一线性排列的原子中的电子情况时，我们曾选取过一组

基础态，在这些态中电子总被定域于直线排列的这个或那个原子上．基础态 I心代表电子

被定域在第”祒个原子上的情形．（当然，我们把基础态称为 1吩而不称为 I 1'> 并没有什么特

别的意义．）接着，我们发现用原子的坐标叽要比用原子在排列中的数字编号来表示基础态

来得方便．态 jx心只是书写态压＞另一种方法．然后，遵循一般规则，任何态，比方说 Jtf,>,
都可以由给出一个处于 l心态的电子同时又处在态 jw,.> 中的振幅来描述．为方便起见，我

们选用符号 On 代表这些振幅，

。n=<x,.j 伈. (16.6) 

既然，这些基础态同直线上的位置有关，我们可把振幅 a.. 看作是坐标元的函数，并把它
写成 O(如）．一般来说，振幅 0(叽）将随时间而改变，因此它也是 t 的函数．一般我们并不

费心去把这种对时间的依赖关系明显地表示出来．

于是我们在第 13 章中提出：振幅 O(a;,.)将以哈密顿方程（式 (13.3))所描述的方式随时

间变化．用我们的新符号，该方程为

祜
的(a;,.)

~- =E。O(a;") -.AO(饥,.+b)-.AO(生，一 b). (16.7) 

上式右边最后两项代表位于第(n+l)个原子和第 (n-1)个原子处的电子可以进入第劝个原

子处的过程．
我们发现式 (16.7)具有与确定能最状态相对应的解，我们把这些解写成：

0(心 =eiEt八 ,e11<气

对于那些低能量的状态来说，波长较长 (k 较小），且能蜇与和的关系为

E= (E0-2.A) +A沪沪

或者，我们这样选取能最的零点，使 Eo-2A=0. 那么能晟就由式(16.1) 给出．

(16.8) 

(16.9) 

现在我们来看看，要是让点阵间隔 b 趋于零，但保持波数 1o 不变，则可能发生什么情况．

如果所发生的只是上述情况，则式 (16.9) 中的最后一项正好为零，那就不会有什么物理了．
但是假如 A和 b 一起变化，以致当 b 趋千零时乘积 A沪保持恒定1)一一－应用式 (16 .2), 我们

将把 Ab2 写成常数胪/2彻有效．在这些情况下，方程(16.9)将不发生变化，但是微分方程

(16. 7) 将出现什么情况呢？

首先，我们把方程(16. 7) 改写成

钻气产＝（必-2.A)O(心 +A[20(心 -O(w,.+b) -O(t»,.-b)]. (16.10) 

对千我们所选取的 E。，上式第一项为零．其次，我们可以想像一个连续函数 O(m), 它平滑

地联接每个叽处的固有值．当间隔 b 趋向千零时，这些点吐越来越紧密地靠在一起，而（如
呆我们使 O(m) 的变化相当平滑的话）在括号中的量正好同 O(a::) 的两阶微商成正比，将每一

l) 你们可以想像，当这些点 '.1),. 趋近时，从 '.1),. 士 1 跃迁到 x,. 的振幅A 将增加．
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项作泰勒展开后，我们可以写出下列等式

20(x)-O(叮十 b)-0(幻-b)~-b
20句（妢

O沪．
(16.11) 

然后，在取 b 趋于零的极限中保待 b2A 等千 k, 则式 (16. 7) 变成

80 位） 沪铲0位）
钻 , 

祝 2叨有效 8沪 ' 

(16.12) 

我们就得到了一个方程，它告诉我们： O(x) 在允处找到电子的振幅一一的时间变化率

与在相邻一点找到电子的振幅有关，它正比于该振幅对位置的两阶佽商．

关千一个电子在自由空间运动的正确的星子力学方程最早是由薛定谔发现的．对于沿

一直线运动的电子来说，如果用该电子在自由空间的质釐彻代替叨有效，则正确的量子力学

方程就和式 (16.12) 的形式完全一样．关于在自由空间中沿一直线运动的电子，薛定谔方
程为：

80(x) 胪 8屯 (a;)
钻－－－

彷 2矶 8沪·
(16.13) 

我们无意使你们认为我们已经导出了薛定谔方程，而只是希望告诉你们一种思考这个

问题的方法．当薛定谔第一次写出这个方程式的时候，他的推导是建立在启发性的论证和

卓越的直觉猜测上的．他所使用的某些论证甚至是错误的，但是这并没有什么关系，唯一重

要的是这个最终的方程给出了对大自然的正确描述．我们讨论这问题的目的，只是想告诉你

们，正确的、基本的量子力学方程(16.13) 和你们在电子沿一原子线列运动的极限情况下所

得到的方程具有相同的形式．这意味着我们可以把式(16.13) 中的微分方程看作是描述几率

振幅沿此直线从一点到相邻一点的扩散．也就是说，如果一个电子在某一点处具有某个振
幅，则过一会，它会具有在邻近一点处的某个振幅．事实上，这个方程看起来有点像我们在第
一卷中所用的扩散方程．但是存在着一个主要的区别：时间微商前的虚系数使得此方程的

性质与普通的扩散（诸如气体沿一细管散布出来的情况）完全不同．普通扩散给出实指数的
解，而式(16.13) 的解却是复波．

§16-2 波函数

现在你们对要讨论的将是些什么问题已有了一些概念，我们想从头再来研究描述一个

电子沿一直线运动的问题，而不去考虑态与点阵上的原子的关系．我们想从头开始来看看：
如果我们要描述一个自由粒子在空间的运动，我们必须用些什么概念．既然我们对沿一连
续直线运动的粒子的行为感兴趣，那么我们将要处理无限个可能的态，你们蒋会看到，对于
我们为处理有限数目的态而发展起来的概念需要作出某些技术性的修正．

我们从设态矢量 1心代表一个粒子精确地定域在坐标＂处的态着手．对于沿直线的每
众，
? 一个＂俏，例如 1.73 或 9.67 或 10.00, 都有一个相应的态，我们将取这些态 1心作为我们

的基础态，而且，要是我们包括直线上的所有点，则对一维运动来说，我们就有了一个完全

集．现在假定我们有一个不同的态，譬如 I 妗，在该态中一个电子以某种方式沿此直线分布．

描述这种态的一个办法是：给出所有在每一个基础态位＞找到电子的振幅．我们必须给出
这些振幅的一组无限集合，每个＂值一个振幅．我们把这些振幅写成 <ail 中＞．每个这样的
振幅都是一个复数，由于对于每个乞值就有这样一个复数，振幅＜叫妗必定是＂的函数，我
们也把它写成 O(x),
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0 位） =<叫吟. (16.14) 

当我们在第 7 章中谈到振船随时间的变化时，我们已经考虑过这种以连续的方式随坐

标变化的振幅．例如，我们在那里曾证明，具有确定动蜇的一个粒子，它在空间的振幅必定

具有特定的变化形式．如果一个粒子具有确定的动量p及相应确定的能量 E, 则在任何位

置幻找到该粒子的振幅就很像

＜叫 tf,) =0位）oce+>""'"'(16 .15) 

这个方程式表达了量子力学的一个重要的普通原理，它把与空间不同位置相对应的某础态

与另一个基础态系统，即所有具有确定动量的态联系了起来．对于某些类型的问题来说，具
有确定动量的态往往比用”表示的态更加方便．当然对于描述一个狱子力学现象，这两组
基础态都同样适用．我们在后面还要回过头来讨论这两组态之间的关系． 目前我们希望把

我们的讨论限于用态 1分来描述的方法．

在作进一步讨论之前，我们要稍微改变一下符号，并希望不至千引起太大的混淆．式

(16 .14) 定义的函数 O(x)其表示式当然与我们所考虑的那个态 1伈有关，我们应该用某种
方式把这种关系表示出来．例如，我们可以用一个下标，例如O汃'1l), 来表明我们所讨论的
是哪一个函数 0(幻）．虽然这将是一个完全令人满意的符号，但是它有点麻烦，并且在大多

数书中都不采用它，大多数人就直接省去字母 o, 而只用符号山来定义这个函数

如 (a;) ==0,;,(x) = <叫盼. (16.16) 

既然世界上其他入都使用这个符号，你们也会习惯它，使你们在别的地方遇到它时不会被吓

住．然而要记住，我们现在将有两种不同的使用中的方式．在式(16.14) 中 tJ, 代表我们给予
电子的某一特定物理状态的标记．另一方面，在式(16.16) 的左边，符号中被用来定义一个
亿的数学函数，它等千与沿直线上每一点七相连系的振幅．我们希望你们一且习惯了这个
概念后不会引起太多的混淆．顺便指出：函数 f(x) 通常称为“波函改“一一因为它多半具有
其变量的复波形式．

既然我们已经把中(x)定义为处在态山的电子在位置亿处被找到的振帜，那么找们就希

望把中的绝对值平方解释为在位置亿处找到一个电子的几率．遗憾的是，严格说来在任何特

定位置上找到一个电子的儿率是零．一般说来，电子将“弥散“在线上的某个区域中，而且J 由
于任何一小线段上存在无数个点，因此电子在任何一点的几率不可能是有限数值．我们只
能用月率分布1)来描述找到一个电子的几率，这』违望渔i给出了在直线上各个位置附近找

到这了面子面想～几率．让我们用 prob(幻，血）这个符号来代表位于＂附近很小间隔上中
找到电子的机会．如果我们采用在任何物理情况下都足够小的尺度，则几率就会随位置平
滑地变化，而在任何小的有限线段血中找到电子的几率将与上成正比，我们可以按此考虑
来修改我们的定义．

我们可以把振幅 <a,[ 的看作是对于所有基础态巨＞在一小范围内的一种“振幅密度''.
既然在＂处的小间隔血中找到一个电子的几率应该与间隔血成正比，我们可以这样来选

取＜叫心的定义，使下述关系成立：

prob(m, 血）一 I<幻冲>I 勺血．

因此振幅＜叫 t/i) 就与处在态忳＞的一个电子在基础态 1吩中被找到的振幡成正比，而比例
常数这样选取，使得振幅＜叫中＞的绝对值平方给出在任何小范匣内找到一个电子的几率密

1) 关千几率分布的讨论诸参看第一仓§6-4.
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度．我们可以等效地写成

prob(也 Lia;)= 忡（吩 1.11生 (16.17)

现在我们必须对前面的某些方程作些修改，使它们与这个新定义相一致．假定一个电

子处在 1 中＞态，我们希望知道在另一个不同态 1 心中找到此电子的振幅，态 1伞＞可能对应千

该电子的另一个不同分布状况．以前当我们谈论一组有限的分立的状态时，我们就用式

(16.5). 在修改我们的振幅定义前我们把这种振幅写成

<<!>I妗=~<伞 1 吩＜叫中＞．妇,, (16.18} 

现在如果这些振幅按我们以前所叙述的方法来归一化，那么在 G 处小范围内所有状态的和

就相当于乘以上，而对所有亿求和就变为对＂的积分．用我们修改过的定义，这个振幅的

正确形式为

叩>=J <少 la;><五＞位 (16.19)
l'Ji有“

振幅＜叫中＞就是我们现在所说的叭吩，同样地，我们也选取中（幻）来表示振幅＜叫中＞今
请记住，＜中 1心是＜叫心的复共扼，我们可以把式 (16.18) 写成

心>=J扩（祝（吩心 (16.20) 

按照我们的新定义，如果我们用对＂的积分来代替对亿的求和，则所有一切都遵从与以前相
同的公式．

对上面我们所说的，我们还应提出一个限制．如果我们要用任何一组合适的基础态来

充分地描述所发生的情况，则这组基础态必须是完全的．对千一 一个 维电子来说，仅仅用基

础态 1心来描述其实是不够完善的，因为对于每个这样的态中的电子，其自旋可以向上或向
下，获得一个完全集的一种办法是在立处取两组态，一组对应于向上的自旋，一组对应千向

下的自旋．不过，目前我们不必为这种复杂的情形而操心．

. §16-3 具有确定动量的态

假定我们有一个电子，它处在用几率振幅 <xi 中＞＝中＠）描写的态中．我们知道电子处
千这个态时系以一定的分布散布在直线上，致使在位置 z 处小间隔血中找到电子的几率

正好为

prob(a;, 如） =I 中＠）因饥

关千这个电子的动量，我们能讲些什么呢？我们要间，这个电子具有动量p 的儿率是多大？让

我们从计算态抻＞在另一个态 1 动量分中的振幅开始，我们定义态 I 动晕 p) 为具有确定的动
量p 的态．利用关于分解振幅的基本方程式 (16 .20), 我们可以求得这个振幅． 以态 I 动尸

f)) 来表示，我们得：

<-J•= 上 1

该电子具有动鼠p 的几率应由这个振幅绝对值的平方给出．然而，我们又遇到了归.....化的

小问题一般说来，我们所能间的只是在动量 p 附近物的小范围内找到具有该动酰的电

子的几率．动量严格为某值p 的几率必定为零（除非这个态 I it,> 恰巧是一个具有确定动量

的态）．只有当我们间到在动量p 附近的小范围物内找到这电子的几率时，我们才会得到

一个确定的几率．有好几个办法可以用来棚节归一化，我们选一种我们认为最方便的办法，
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不过这在目前对你们来说可能不是显而易见的．

我们所作的归一化使几率与振幅的关系

prob(p, dtp) 一 I<动量正>12 昙i' (16.22) 

振幅＜动量叭心的归一化就按这个定义来确定．当然，振幅＜动卧纠吩正是振幅＜叫动量

份的复共辄，而＜叫动量沁又正是我们在式(16.15) 中所写的式子．采用这种归一化，指数

前面那个适当的比例常数正好为 1, 即

＜动量纠吟＝＜叫动量吩骨=6一lf)Gl/11• (16.23) 

于是式(16.21)变为

(16.24) 

这个方程加上式(16.22) 就能使我们对任何态 l盼求出动量分布．

让我们来看一个特殊的例子一—例如一个电子定域在芷=0 附近某一区域内．假定我

们采用如下形式的波函数：
叭(x)=Ke士＇／如·.

那么这个波函数在幻处的几率分布是上式的绝对值平方，即

(16.25) 

prob 位，如） =P(吩血=K峈记/2a• 如. (16.26) 

式中的几率密度函数 P(如是如图 16-1 所示的高斯曲线．大部分几率集中在＂一十C 和
正=-u 之间．我们说这个曲线的“半宽度“为 a. (更精确地说， C 等于某事物按此分布散

布时其坐标＂的方均根值．）通常，我们这样选取常数 K. 使几率密度 P(ro)不仅与在亿处

单位长度内找到电子的儿率成正比，而且具有这斤的标度，使 P(幻）上等于在 a 附近上范-_-

气吩心=1 来得到，因为

子的儿率必定为 1. 这里，我们得到 K=(2立r-11) 丑14.

［我们用了公式 r~-1•dt= ✓石，参见第一卷第 396
页．］｀

现在我们来求动量的分布．令心 (p) 代表找到具

有动量p 的电子的振幅，

中(p)=<动量纠心．
将式(16.25)代入式 (16.24), 得

(16.27) 

妇）一「00 6泗／几•Ke一”，心．如. (16.28) 
-00 

上述积分也可改写成

.I `,
4 

.. 。

8 ( p. 

21 
, 

.. 

0 

0 

1
1

、

, , 

\. 

现在作代换驴五+2ti,p沪／九，这个积分就为

j= e-11•1心，如 =2u.J-;;.
C, 

-3a- -2厂一O" 0 c 荔飞艺

图 16-1 式(16.卑）中反函数

的几率密度

•• 

（数学家们可能会反对我们在这里的推导方式，但不管怎么说，结果是芷确的．）
中 (p) 一 (8冗护） 1/4e子句11,•.

(16.29) 

(16.30) 

(16.81) 
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我们得到了一个有趣的结果，这个结呆对 p 的振幅函数与对＂的振幅函数具有相同的

数学形式，只是高斯分布的宽度不同．我们可以把上式写成
中 (p) = (2x沪）一1/46千/4~•, (16.32) 

式中 p 分布函数的半宽度”与＂分布函数的半宽度有下列关系

rJ=上2a· (t6.33) 

我们所得结果表明：如杲我们使 C变小，从而使对＂的分布宽度变得很小，那么”就变

得很大，对 p 的分布就散布得非常宽．或者反过来说，如杲我们有一个对 p 的狭窄的分布，
它必然对应着一个对忆的散开的分布．要是我们愿意，我们可以把＂和C看作是处在我们

所研究的状态中的电子的位置和动哥区域的不确定性的某种最度．如果我们把叮和 u分别

称为物和血，则式 (16.33) 变为：

九
勿血＝可. (16. 挝）

有意思的是，对于以＂或 p 为变量的任何其他形式的分布来说，可以证明乘积 LIR血不

会比我们这里得到的小．高斯分布给出了方均根宽度乘积的最小可能值．一般我们可以说

九Ap• 血;;.,,_ (16.35) 2 • 

这就是海森堡测不准原理的定量表述，对此，我们以前已多次作过定性讨论．通常我们作这

种近似表述：乘积4仵血的最小值与九有相同的数量级．

§lG-4 对元的态的归一化

当我们涉及基础态的连续问题时，就需要对我们的基本方程进行修改，现在我们就来讨

论这个问题．当我们所讨论的是有限数目的分立态时，一组基础态所必须满足的基本条件

为：
<i,ij)= 岛. (16.36) 

如果一个粒子处在一个基础态中，那么它处在另一个基础态中的振幅就为零．通过选取适

当的归一化条件，我们已定义振幅(i,[i,)骨为 1. 这两个条件由式(16.36) 描述． 现在我们来

看看，当我们使用在一条线上的某个粒子的基础态位＞时，这个关系应如何修改．如果已知

这个粒子处在一个基础态 1吩中，则它同时处在另一个基础态 ja;') 的振幅是多少呢？如果 Z

和＂＇是沿线上两个不同的位置，那么振幅＜叫吟肯定为 o, 从而与式 (16.36)相符．但是如

果＂和幻，相同，振幅＜叫 a,') 将不为 1, 仍旧是因为老的归一化问题．为了看清楚我们必须

怎样来补救这个问题，我们回到式(16.19), 并把此式用到态炒＞正好是基础态 lw'> 的特殊
情况中去．于是我们得

＜叩'I 心＝伈＇心（吩心 (16.37) 

由于振幅＜叫心正好就是函数叭吩，同样，既然振幅＜叫 tf,) 是指相同的态中而言的，因此
它是变量＂＇的相同的函数，即中＠＇）．于是我们可以把式 (16.37)改写成

归）＝伈＇网（匀）也 (16.38)

这个方程必须对任何态中都成立，因而对任意函数中(a;) 也成立．这个条件将完全确定振幅

“原书误为＜切＞．一译者注
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＜叫心的性质一一当然，＜叫畛只是与＂和＂！有关的函数． ' 

现在我们的任务是找到一个函数 f(幻卫＇），当把它乘以 if,(x), 并对所有仿积分后正好给

出量t/J (a; 饥结果没有一个数学函数能做到这，'！用至少它一点也不像我们通常所指的＂函数,,• 

假定我们把矿取为一个特殊数目 0, 并定义振幅 <O 位＞为＂的某个函数，譬如说 J(w).

于是式 (16.36) 就为：

山 (0) = J氏）归）位 (16.39)
何种类型的函数J(a;) 才能够满足这个方程呢？既然这个积分必须与＂不为 0 时中位）的值无
关，所以很明显，对于工不为 0 的所有值， f位）必定为 o. 但是若J(a;) 处处为 0, 则积分也将
为 o, 因而式(16.39)不会被满足．所以我们遇到了一个不可能的情形：我们希望有一个函

数，除了一点外处处为 0, 但是其积分仍为有限值．既然我们找不到一个具有这种性质的函

数，最方便的出路就是宫腔函数 J(a;)就是由式 (16.37) 定义的．也就是说f(a;)是能使式--
(16.39)正确成立的函数．这个函数最早是由狄喇克发现的，所以就用他的名字来命名．我

们把它写成 8(吩．所有我们下面说的是函数c5(a;) 具有这样的奇怪性质，如果以它代替式

(16.39) 中的 I (a;), 则积分就取＂为 0 时的 tf!(a;) 的值，而且既然这积分与所有五不等千 0

的山位）值无关，函数趴吩必定除妒=0 的点外处处为 o. 总括起来，我们写成：

<O 忨)=8(:v), (16.40) 

式中 8(w) 由下式定义

砂） = J8(x) 中＠）必. (18.41) 

注意，如果我们采用特殊的函数"1"作为式 (16.41) 中的函数中，那么我们就得到

' 

这就是说，函数()(吩具有这样的性质：除了 a;=O 外它处处为 o,
分．我们必须把这函数()(吩想像成在某一点处大到难以想像，
从而使总面积等于 1.

想像狄喇克()(吩函数的形状的一种方法是设想一系列的矩
形一一－或者你愿意想像的任何峰函数一它变得越来越窄，越
来越高，但总保持面积为 1, 如图 16-2 所示．这函数从一00 到＋
00的积分恒为 1. 如果你们将它乘以任何函数叭吩，然后对这个
乘积进行积分，那么你们就会近似地得到这个函数 t{1 (幻）在幻=0
处的值，当你使用的长方形越来越窄，这一近似就越来越好．贞如
果你们愿意的话，就可以采用这种类型的极限过程来想像 8 函

数．但是，唯一重要的事情是： 3 函数被定义为使得式 (16.41)对 。
- I I 雇

每一个可能的函数小位）都成立．这就唯一地确定了 8 函数，于 图 18-2 一组面平都为
l 的函数，看上去蛉来越

是它的性质如上所述． 像，知）

如果我们把 8 函数的宗量从＂变成如动', 那么相应的关系式为：

(16.42) 

但是具有等千 l 的有限积
/(x 

I 
3 

` 

'. 

:,; 

o(;- 忒） =0, a,' 丰 x,

如果我们用 o(z-也＇）来代替式 (16.8&) 中的振幅＜勾忤'), 那么该方程被满足．于是我们的结
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果是：对切的基础态来说，与式 (16.36)相对应的条件为

<w'I 吩 c=o(炉飞'). (16.44) 

现在我们已经完成了对我们的基本方程所作的必要的修改，在处理对应于直线上那些

点的基础态连续问题时需要这些方程．把这种修改推广到三维的情况是很显然的，首先我

们用矢量 r 代替坐标＂，然后把对＂的积分变成对 w, y 和 2 的积分，换旬话说，变成体积分．

最后，这个一维 8 两数必须被三个 8 函数的乘积来代替，一个对幻，一个对 Y, 另一个对亿，即

() (如动')<>(y-y')o(z-z'). 把以上这些步骤合在一起，我们就得到有关处在三维空间粒子

. 振幅的如下一组方程：

, 

＜中 1 心>= f<釭><r 悼>dVoZ
<r 抻＞＝中 (r) I 

<r[妗＝护r),

<</>i 蚥>=f 扩(r)釭） dVoZ, 

(16 .45) 

(16.46) 

(16 .47) 

<r'j 干>_=8(.v一 a,')8(y-y')<i(z-i). (16.48) 

如果粒子多千一个将会发生什么情况呢？我们将告诉你们如何处理两个粒子系统的问
题，你们会很容易地看出，如果要处理粒子数目很多的系统时必须做些什么．假定有两个粒

子，入我们称之为粒子 1 和粒子 2, 我们将用什么作为这个系统的基础态呢？一组能描述这一

系统的完美的态为：粒子 1 处在屯和粒子 2 处在 Xa, 我们把这个态写成 Ix也分．请注意，只

二子位置的描述确定不了一个荎壁坴．每个基础态必须确定整个系统的情况．我们
却不可认为每个粒子都像波一祥在三维空间中独立移动．任何一个物理态伸＞，可以通过

给出在气和叩处找到两个粒子的所有振幅＜屯，引盼而确定下来．因此这个广义振幅是
畦坐标气和｀巧的函数．你们可以看出这样的函数并不是沿三维空间传播的振动这种意
义的波，它一般也不只是两个单独的波一一每个粒子一个一一－的乘积．一般来说，它是由气

和叩所定义闾六维空间中的某种被．如杲在自然界中存在着两个具有相互作用的粒子，那
么我们无法通过试图写出其中一个粒子的波函数来描述它所遇到的情况．我们在前面几章
中所讨论的这个著名的详谬一一认为对一个粒子所作的测篮有可能告知另一个粒子将要遭
遇的事情，或者有可能破坏两粒子间的干涉—一已经给人们带来了种种麻烦，因为他们只愿
意考虑单独一个粒子的波函数，而不愿去想像两个粒子的坐标为变量的正确波函数．只有
用两个粒子坐标表示的函数．才能正确地给出完整的描述．

'.、

.... §16-5 薛定谔方程

到目前为止，我们只是为如何描述涉及一个可以处在空间各处的电子这样的态而操心，
现在我们得为如何描述在各种情况下可能发生的物理问题而操心了．和前面一样，我们必
须解决态如何随时间变化的问题．如果我们有一个态博＞，经一段时间后转变成了另一个

':' 

态呻＇＞，那么我们只要使波函数一一它就是振幅 <rl 吟—一不仅是坐标的函数而且是时间
的函数就可描述所有时刻的情况．于是我们可以用一个随l时间变化的波函数叭干， t) = 
心位， '!I, z, t) 来描写在给定情况下的一个粒子．这个随时间变化的波函数描述了随着时间

的进展而出现的态的相继变化．这个所谓的“坐标表象“给出了态心＞在基础，态 Ir> 上的投
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影，它应用起来不一定总是最方便的，但是我们将首先讨论它．

在第 8 章中我们曾用哈密顿函数 H,; 描述过态如何随时间变化．我们看到各种振幅的

时间变化是用矩阵方程

钻
dO, —＝耍昂 (16 .49) 
dt 

给出的．这方程告诉我们：每个振幅 a, 的时间变化与所有其他的振幅成正比，比例系数为
丑从

当我们应用基础态 1心的连续性时，我们将怎样预期式(16.49) 的形式呢？首先让我们

记住，式 (16 .49) 也可写成

钻告＜吟心＜妞U><吟．
现在该怎么做我们很清楚．对无表象来说，我们预期

祜砉＜叫心= f <a::lfl. 囡沁'ltf!>血＇． (16.50) 

对基础态 IJ) 的求和为对幻＇的积分所代替．既然＜幻 I fl. I心应是＂和 a:' 的某个函数，我们就
可把它写成 H(气叫）一一它相当于式 (16.49) 中的 H4J. 千是式 (16.50) 与式

钻
d : 
dt 归） = J H(z, 叫）归）如＇ (16.51) 

相同，其中

丑（也 a;')=<叫且厄＞．
根据式(16.51), 如妇处的变化率与中在所有各点＂＇处的山值有关，因子 H(叱 a;') 是单
位时间内电子从矿跃迁到无处的振幅．然而，结果是：在自然中，除了非常靠近力的那些点
a,' 以外，这个振幅总为 o. 这就意味着一—－正如我们在本章开始所举的原子链的例子（式

(16.12)) 中所看到的那样一一式(16.o功的右边可以用在＂处的中和中对幻的微商完全表
示出来．

对千一个不受力作用和不受干扰而在空间自由运动的粒子来说，正确的物理定律是
' 

归饥矿）卢）应＝－昙· 昙沪）．
这一式子我们是从什么地方得来的呢？没有地方．我们不可能从我们已知的杠何事情中导
出这个式子，它来源于薛定谔的头脑，是薛定谔在致力于了解对真实世界的各种实验观察的
过程中发明的．你们想想我们从研究晶体中电子的传播而导出式(16.12) 的过程，或许会获
得上式为什么会是这种形式的某些线索．

当然，自由粒子并不十分令人兴奋．如果我们对粒子施以作用力，将会发生些什么呢？
如果粒午所受的力可以用标，势 V(ai)来描写－－这意味着我们认为所加的作用力是电力而
不是磁力，如果我们只考虑低能的情况，从而可以忽略那些由和对论性的运动恲可起钓复杂
情形，于是适合真实世界的哈密顿址给出：

, j 沪护H(无， x')正＇）如＇＝一声．声伈） +V(z平~). . . . ·, (16.52) 

同样，你们可以对这个方程的来源获得一些线索，只要你们回顾一下电子在晶体中的运动，

并且看一下如果从一个原子位置到另--个原子位置电子的能量变化很慢一一如果对晶体加

上一电场，就会出现这种情况—一对方程必须如何进行修改.i这样，式(16";17)中的项趴将

• 
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随位置级慢变化，并与式(16 .52) 中我们所加新项相对应．

［你们可能感到奇怪，为什么我们直接从式(16.51) 到式 (16.52), 而不是给出关于振幅

H(ai, 叫）＝令 1tr 位＇＞的正确函数形式．我们这样做是因为：虽然式(16.51) 右边的整个积
分用我们习惯的方式表示，但是 H包的只能写成奇特的代数函数．如果你们实在想了解

的话，我们可以把 H(幻，约写成如下形式：

胪
H(z, 叫） =- -o"(句一 w') +V(吩a(勾一的，

2叨

式中 l>" 表示 a 函数的二阶做商．这个相当陌生的函数可以用一个稍微方便些的代数微分
算符来代替，它是完全等效的：

丑（幻，叫，

我们将不用这些形式，而直接利用式 (16.52) 的形式．］

现在，如果我们对式 (16.50) 中的积分采用式 (16 .52) 中的表示式，那么我们就对山位）
一＜叫心得到下列微分方程式：

绅胪伊
盗页＝－忒．声伈）丑飞）伈） . . (16.53) 

如果我们对三维空间中的运动感兴趣，那么我们很清楚应该用什么方程来代替式
(16.53). 阰一的改变是用

守
护伊护

＝声＋页了十言

来代替祝!<1,,叶以及用 V(w,'!ff z) 代替 VCw). 对千一个在势场 V(w, y, :z) 中运动的电子来
说，其振幅中包 'II, z)所遵循的微分方程为
＇，九2息 ti,'/. 姊 __ 

祝 2叨
V汕 +Vt/1. 令 (16启）

上式称为薛定谔方程，是第一个为人所知的量子力学方程．在本书中我们提到的其他量子
力学方程被发现之前，薛定谔就写下了这个方程．
虽然我们是沿着完全不同的途径来探讨这一问题的，但是标志物质的量子力学描述的

诞生的伟大历史时刻却是 1926 年薛定谔第一次写出它的方程之时．多年来，物质内部的原

子结构一直是一个很大的谜．没有人能理解是什么东西使物质结合在一起，为什么会有化学
键联，特别是原子怎么会是稳定的．虽然玻尔已经能够描述氢原子中电子的内部运动，而且
看起来也可以解释所观察到的氢原子辐射出的光谱， 但是电子为什么以这种方式运动自然
是一个谜．薛定谔所发现的电子在原子尺度上恰当的运动方程提供了一种理论，可以定性
地精确而详细地计算原子现象，原则上，除了涉及磁和相对论的现象外，薛定谔方程能解
释所有的原子现象它解释了原子能级以及所有化学键联的事实．然而这只在原则上成立
除了对最简单的问题，有关的数学立即变得非常复杂而无法精确求解．只有对氢原子

和氨原子进行了高度精确的计算但是，用了不同的近似方法（有些非常粗糙）后，许多有关
更为复杂的原子以及分子化学键联的事实就可以被理解了．在前面几章中我们已经给你们
介绍过几种这样的近似方法．

我们所写出的薛定谔方程没有把任何磁效应考虑进去．只要在薛定谔方程中加进几
项，就可以近似地把这种效应考虑进去．但是正如我们在第二卷中所看到的那样，磁性本质
上是一种相对论性效应，所以只有用适当的相对论性方程才能正确地描述电子在任意电磁

: F 
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场中的运动，关于电子运动的正确的相对论方程是在薛定谔发明他的方程后一年由狄喇克
发现的．它的形式与薛定谔方程有很大的不同．在这里我们根本无法去讨论它．

在我们进一步研究由薛定谔方程所得出的一些结果之前，我们愿向你们说明一下，对千
具有大量粒子的系统，薛定谔方程是怎样的．我们并不打算在将来应用这个方程，只是想让

你们看一下这个方程，强调一下波函数中并不仅仅是空间的一个普通的波，而是7个具有许
多变量的函数．如果存在许多粒子，薛定谔方程就变成：

祜卧（八；：，几…）飞盖｛器＋昙＋彗}+vc九，九， rs...)心. • (16.55) 

式中的势函数 V 相当于经典力学中所有粒子的总势能．如果没有外力作用在粒子上，函数
V 就是所有粒子的相互作用静电势能．这就是说，如果第 i 个粒子带有电荷么qe, 则函数V
就是 l) . 

.:, 

V(九九九··•)=~ 竺＃
所打仁子对 rr11 

. (16 .56) 

'、，｀~

§16-6 量子化能级

在后面的一章中，我们将对一个特殊例子详细讨论薛定谔方程的解．但是现在我们想 . 

告诉你们如何从薛定谔方程得到一个最著名的结果—一即一个只包含空间连续变量的连续
函数所满足的微分方程，这一惊人的事实能给出诸如原子中分立能级这样的量子效应．我
们要了解的基本要点是：当一个电子被某种类型的势“井“束缚在空间某区域时，它怎么会只
能具有一组十分确定的分立能量中的这个或那

个能蜇呢？

假定我们设想一个电子处在一维情况中，
它的势能随引的变化方式如图 16-3所示．我

们设这个势是不变的一—-,::不随时间变化．正
如我们以前多次做过的那样，我们希望找到与

确定能最、即确定频率的状态相对应的解．让我
们试一下这种形式的解

V(.i:: 

E户一一一六一一一一一－－－

:x, 工

图 16-3 对于一个沿＂轴运动的粒子的势井

也=a(幻） e一iEt/九. (16.57) 

如果我们把这个函数代入薛定谔方程J 我们发现函数 a位）必须满足下面的微分方程
护a(幻） 2叨
—=---:;-- [V位） -E]a(ai). ·(16.58) 

这个方程告诉我们：在每个幻处， a(a;)对＂的二次微商与＂位）成正比，比例系数是量(V
E). 叩）的二次微商就是它的斜率的变化率．如果势 V 比粒子的能量E大，则 a(吩斜率

的变化率与心）具有相同的符号．这就意味着， a,(a;)这条曲线将凹离坐标轴．也就是说，
它多少具有正或负指数函数 8士“的性质．这意味着在图 16-~ 中坐标轴＂左边 V 大于所设
的能措 E 的区域，函数 a(:v) 的形状将像图 16--4(a) 中所示的某条曲线．

另一方面，如果势函数 V 小于能量 E,则 a,(动对＂的二次微商具有与 a, (a,)本身相反的
符号， a,(a;) 这条曲线将总是凹向坐标轴，与图 16--4(b)中所示的那些曲线相似．在这样一个
区域中的解（逐点）大致具有正弦曲线的形状．

l) 这里我竹根据前面两卷所用的习惯，取 e2 芦q~/知知
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a(动.t l I : I 

_ 
} , 

了

“ 
' 

图 18-4 对于 V>E 和 V<E 的情形，波函数
a(石）的可能形状

阳 16-5 对千能量为瓦时的波函数，在坐标轴艺

为负的区域，它趋近于零

. 

现在让我们来看看：我们是否能够用作图的办法求得函数 a;(切的饵，它对应于能量为

丛的一个粒子处于如图 16-3 所示的势 V 中．既然我们试图描述一个粒子被束缚在势阱

内的情形，因此我们所要找的解，其波振幅在势阱之处的＂处具有很小的值．我们很容易想

像出图 1~5 中所示的那样的曲线，对于大的负＂值，它趋于零，当它趋于气的时候，它平滑
地增长．既然在组处-Y 等千趴，则在该点此函数的曲率变为 o. 在气和幻工之间的区域，

煌 v-丛恒为负数，所以函数 a(x) 总是凹向幻轴，而且凡和 V 之间的差值越大，曲率也

越大．如果我们将曲线延长至气和叩之间的区域内，它多少应如图 16-5 所示．

现在让我们把这条曲线延至叩右边的区域，在那里它弯离坐标轴并趋 I勹大的正值，如

-, 图 16-6 所示．对于我们所选取的 Ea, a位）的解随
着门的增加而变得越来越大事实上，它的世燮也
在增加（如果这个势函数继绊保持平坦的活），而振

; 幅则以极大的比例急剧地增长．这意味着什么呢？

这只表示粒子没有被“束缚“在势阱里，它在阱处找

ff, 16-6 把因 16-3 继续西到超过叩时的 到的可能性比阱堕要大行多得多．对于我们所制造
反函数 a(x) 的这个解，在幻=+=处找到这个电子的可能性比

卫也任何地方大得多．我们没能找到一个束缚粒子的解．

让我们试试另一个能量，譬如一个稍微比凡高些的能扭坠）如图 16-7 所示． 闱果我

们伍同样的情况下从左边开始，那么我们所得到的解就如图 16-?' 所示的下半部分．初看起

来，这解似乎比较好，其实它的结果与丛的解一样糟一一只不过现在当趋于大的＂值时
a(动变得越来越负．

可能这就是线索．既然，把能墅凡稍微改变一点到 E切就使得这条向线从坐标轴的一
边跳到另一边，那么在趴和趴之间或许存在某个能量，对于这一能量当＂为很大值时曲
线将趋千零．的确有这么一个能量，我们在图 16-8 中粗略地画出了这个解的形式．

你们应该体会到我们在图中画出的解是一个非常特殊的解．如果我们把这个能稍微升
高或降低一点，那么函数就会变成图 1仓8 所示的两条虚线之一那样的曲线，而我们也就不
会有关于一个束缚粒子的适当条件了．这样我们得到了一个结呆：如果要使一个粒子被束
缚在一个势阱中，只有当它具有非常确定的能量才行．

a(x) 

" 1 
2 " 

1+11 
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图 18-8 对于在瓦和忍之恒的能景万C 的波函数

它是否意味着，对于一个束缚在势阱中的粒子，它只能具有一个能屋呢？不，其他能灶也

可能，但不是非常靠近队的能量．注意，我们在图 1~-8 中画出的波函数在吐和叩之间与
坐标轴相交了四次．如果我们所选的能量比凡低相当数量的话，那么我们可以得到一个只

与坐标轴相交三次、二次、一次或不相交的解．这些可能解都画在图 16-9 中．（还可能有其
他的僻，对应于比图中所示的更高的能量值．）我们的结论是：如果一个粒子被束缚在势阱
中，它的能量只能取一个分立能谱中的某些特定值．你们看到了，一个微分方程是怎样来描

述措子物理的基本事实的．

我们可以提供你们注意另一种事．如果能量E在这个势阱顶部以上，那么就不再有分
立的解，任何可能的能量都是允许的．这种斛对应于自由粒子被势阱牧对的情形，在我们讨

论晶体中杂质原子的影响时，我们就已经看到过这种解的例子丁．
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即 16-9 对于能立最低的五个束缚态函数叭x)

,. 

, 

.'' • 

尸心



, 

17· 
对称性和守恒定律

§17-1 对称性

在经典物理中，有许多物理摄是守恒的．如动量、能彗和角动量．在量子力学中也存在

着对应于这些最的守恒定理．从某种意义上来说，晕子力学最美妙之处在于它可以导出这

些守恒定理，而在经典力学中它们实际上是各定律的出发点．（在经典力学中，也有类似于

我们在量子力学中将要用的这种处理方法，但这只有在很高深的水平上才能做到．）但是，

址子力学中的许多守恒定律与振幅的叠加原理，以及物理系统在各种变换下的对称性密切
相关．这就是本章的主题．虽然我们把这些概念主要应用到角动量的守恒上，但是最基本
点是：压子力学中所有物理噩的守恒都与该系统的对称性有关．

因此，我们就从研究物理系统的对称性问题开始．氢分子离子是一个非常简单的例子

一—当然也可以氨分子为例一一它有两个态．对氢分子离子来说，我们可把电子定域在第

一个质子附近，以及定域在第二个质子附近，这两种状态取作我们的基础态，我们把它们称
如心和 12), 如图 17-1(a)所示．现在只要这两个核是完全相同的，那么在这个物理系统中

扰存在某种殁恩道~-这就是说，如果我们以一个介于两质子间一半距离的平面来反射这个

系统（所谓反射，我们是指把平面一边的一切东西都移到另一
(a) /£/少

边的对称位置上．．），则我们得到图 1平1(b) 的情形．由于两

｀｀乡 /•P
12> •P~勿 和1>= 12>, 和 2)=11>. (1!.1) 

,'//, 夕1/'

` 所以在这种意义上？是一个算符，它的“生堕“是使一个态成
f 为一个新的态．有趣的是？作用于恁包一个态所产生的是该
\~ 篇， 系浣的竖某个态．

与我们以前描述的任何算符一样， P 也具有矩阵元，它可
｝勿笏＇ 以用通常的符号来定义．如果在和1) 和和2)的左边乘以
I j1), 就得到矩阵元

．玉 肛=<11和 1〉以及 P拉只11和 2).
根据式 (17.1), 它们为

P <1JPil)=P11叹112>=0,
<11 和 2)=肛＝炟1)=1.

同样的方法可得 P21 和 P.2.2. p相对于基础系 11> 和 12> 的矩
阵为：

IO 1. 
(17.3) 

我们再次看到算符和矩阵这两个词在榄子力学中实际上是可以互相通用的．它们之间只有

七

(b) 

P\1> 
, 

图 17-1 如果态 [1)和 [2)为平

面 P-P 反射，则它们分别变成态

1纷和 /1)

矗．

(17 .2) 
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一些技术性的差别，就像“数字“和“数的差别一样，但是这种差别有点学究式，我们不必为

之操心，所以不论 P 定义一个操作，还是实际上用来定义一个数字矩阵，我们可以随意把
它称为算符或矩阵．

现在我们想要指出，我们将堡足整个氢分子离子系统的叟壅性恩是对座堕．它并不一
定会具有这种性质－－－例如，这与邻近的别的事物有关．然而，如果这个系统是对称的话，

那么下面的概念肯定应是正确的．假设系统在 t=O 时处于态 11), 经过一段时间 t 后，我

们发现系统处于一个较为复杂的情况—一两个基础态的某种线性组合．记得我们在第 8 章

中一直乘以算符 0 来代表“经过一段时间”．这就是说，系统在一会儿一一为明确起见，譬
如说 15 秒—一后，系统将处在另外某个态．例如，它可能是由J厉5的态 11) 和 ,£,.j叮5 的态
12)组成的态，我们可写成：

1 第 15 秒时的心 =-0(15, 0) 11)= ✓ 旬311>+,;, ✓I/3J2>. (17 .4) 

现在我们问，如果开始时系统处于过畟态 1 纷，则在同样的条件下一经 15 秒后系统会发生什么
变化？显然，如果世界是对私的—~正如我们所假定的那样一一我们将得到与(17.4)对称的

态：

1第 15 秒时的防 =if(现 0) 12)= ✓ 芍312)+,;, ✓叮引1). (17.5) 

> qj . 圈
2

骨
己
｀

时间 t 后

) 2 ) 1 

簧
V

国
心

，
心

时间 t 后

圈
圈
心

圈
P

(a) (b) 

图 17-2 在一对称系统中，如果纯态且〉的发展如图 (a)所示，则纯态 12) 的发展必将如图 (b)所示

图 17-2 表示同样的概念．所以如果一个系统的物理性质相对某个平面是对称的，并且我们

求得了一个特殊态的行为，我们也就知道了原来的态对此对称平面的反射后所得到的态的

行为．

现在我们希望把同样这些事情讲得稍微一般化一些一一这就意味着稍微抽象一些．设

Q 是不改变系统物理性质的若干操作中的任何一个．例如，我们可以把在氢分子的两个原
子中间的平面上的旦壁操作 P 取作为 Q, 或者，在一个具有两个电子的系统中，我们可以把
组两个电子的堡住看作 Q. 另一个可能的操作是在一个球对称系统中，整个系统绕某个
轴转动有限角度的操作，这种操作并不改变系统的物理性质．当然，关于 Q 我们总希望对
每种特殊情况给以某种特殊记号．明确地讲，；我们通常把系统”绕 g 轴旋转 O 角”的操作定

义为岛 (0). 对于 Q, 我们指的就是前面所描述过的任一操作．或者其他使基本物理情况
保持不变的任一操作．

让我们再考虑几个例子．如果一个原子没有加处壁堑或处皇堑，并且如果使坐标轴绕
任意一个轴旋转，则它仍然是相同的物理系统．再如氨分子，对于在平行于三个氢分子的平

面上的反射是对称的一一只要不存在电场．如果存在电场，并当我们作反射时，我们将不得

不也改变电场，这样就改变了物理问题．但是如果没有外场，这个分子就是对称的．

现在我们来讨论一种一般情况．假设我们由态冲分开始，在给定的物理条件下经过某
段时间后，它变成了态 1 中心．我们可以写成

亭
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I 如>=0[ 也>. (17 .6) 

［你可以想到式(17.4)式］现在设想我们对整个系统施以操作~, 态博分将转变成态冲兮，我
们也可把 1中分写成 Q[tf.,少，同样态 1 中分变成 1 帖>=QI 如＞．现在创果在t~一作用王巠塾笆燮
理性质是对称堕（不要忘记恩堡，这并不是系统的一般性质），那么在同样的条件下经过相同
的时间，我们应得

1心＞＝们吩． (17.7) 

［与式(17.5)相似．］但是我们可以把1 扒＞写成QI 中分并把 1 中分写成Q冲心，因此式(17.7)也
可写成

QI 中少一 OQI 如>. (17 .8) 
现在如果用 t凇＞代替 I t/12>一一式(17.6)—一我们得到

郊 I 中心 =-0-Qli/J分， (17.9) 

我们不难理解上面这个式子的意义．就氢离子而言，上式告诉我们：“先反射再等一段时间”
（式 (17.9)右边所示）与“先等一段时间然后再反射＂（式(17 .9)左边所示）是相同的．只要在
反射的情况下 U 不变，这两种情形就相同．

由于式 (17 .9)对佳包初始状态冲心成立，所以该式事实上是一个有关算符的方程：

忙=0Q. (17 .10) 

这就是我们希望得出的结果一—它是对称性的数学表述．当式(17.10)成立时，我们说算符
0 和 Q过易．千是我们就可用下列方式来定义对称性：当 Q 与 0(时间的转移操作）相对易

-------

时，物理系统对于操作 Q 是过座的．［用矩阵来表示，两个算符的乘积等价于矩阵的乘积．
所以，对千在变换 Q 下是对称的物理系统，式(17.10)对矩阵 Q 和 U 也成立．］

顺便指出，因为对于无限小的时间 e 而言， 0=1-社扎几，式中 fl 为通常的哈密顿祚
符（参见第 8 章），你可以看出，若式(17.10)成立，则下式

Q且－介Q (17 .11) 

也成立．因此式(17.11)是关于一个物理情况对操作 Q 具有对称性的条件的数学表述．它
定义了对称性．-_-_-_-__ 

§17-2 对称与守恒

在应用刚才所得到的结果之前，我们再讨论一些关于对称的概念．假设有一非常特殊

的情况：当我们把 Q作用于某一态后，仍得到相同的态，这是一个非常特殊的情形．但是让
我们假定碰巧对态 1如＞这种情形是正确的，即 1 中')=Q冲心在物理上和 1中心是相同的态．这
意味着 1 中＇＞和 1 中心除相差某个位相因子1)外是相等的．怎样才能发生这种情况呢？举例来说，
假设我们有一个丑；离子处于我们曾称为 II> 的态中，这个态在基础态 11) 和 ]2) 中具有相

同的振幅．它们的几率如图 17-3(a) 中的线条图所示．如果我们把反射算符 P作用于 [I),
它将使态翻转， 1坅变成 12), 12) 变成 11), 其几率如臣 17-3(b)所示．但是这正好又是态

II>. 如果我们从杰 /II) 开始，反射前后的几率看上去完全相同．可是，如果考察其振幅，
-_-_ c-_-

l) 顺便指出，你们可以证明 Q 必定是一个么于算符，这意味着如果它作用在 1吟上而给出某个数乘以 1吟的话，这-----------c-_-__ 

个数一定是 eld 这种形式，这里 8是实数．这是个小问题，其证明基千下述观察．诸如反射或转动这样的操作
并不失去任何粒子，所以炒＇）和 1心＞的归一化必定是相同的，它们只能相差一个纯虚数的位相因子．
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就有所差异了．对于态 II> 来说，反射后的振幅没有改变，但对态 III> 来说，振幅要反号．

换句话说，

如果我们写成和如＞一el~I 中o), 则对态肛＞来说矿=1, 而对态 III) 来说， e~- 一 1.
让我们再看一下另一个例子． 假设有一个 RHO 极

化光子沿 z 方向传播，如果我们进行绕 z 轴转动的操作，

我们知道这只是对振幅乘以 ei•, 中是转动的角度．所以
II} 

对于这种情况下的转动操作来说， 5 就等于旋转角．

现在很清楚，如果碰巧算符 Q 在某U个时候，譬如

t=O, 只是改变一个态的位相，那么它永远会改变态的位
一- - - _- - - - - -_-_- - -

想．换言之，如果态 1如心在一段时间 t 后变成态 I tf, 心，即
如， o) I 中心 =l 中分， (17 .13) -

并且如果情况的对称性使得
(l I 蛉 =eia J 蛉少，

那么下式也成立：
QI 岭= e•J! 如＞．

(17.14) 

(17.15) 

纠1)

儿率

11-一一一一一一－

。

。

jl) 12) 

几率

1匕一-------

」
1

百

且
- --w--

沁

11> 12>

显然，由于

而且如果 QI如> ;=;e们也＞，则

图 17-3 忐 II) 和由 II> 经中心

平面反射而得到的态和I)

Qlifi公一Q-0/ 也>=PQlifi心，

QI 中分 =()eul 中心 =eidOi中心 =e'dl 中分．

［这一系列等式来自式(17.13)和关于对称系统的式(17 .10), 来自式(17 .14), 以及来自这一

事实，像 e'~ 这样的数与算符对易．］

所以由于某些对称性，某个在开始时是正确的事物，在其他任何时候也是正确的．但是
这不就是空但座燮叩是的！它表明如果你们考察初态J 并且通过稍微计算发现一个操作（系

．统的对称操作）仅仅导致乘以一个相位因子，那么，你们就知道终态也具有相同的性质
相同的操作使终态乘上相同的相位因子．即使我们也许一点不知道使系统从初态变化到终

态机构的内部机制，上述结论也总是正确的． 即使我们不考察系统从一个态变到另一个的

具体细节，我们仍可断言：如果一个事物处于原来具有某种对称性的状态，而且如果这一事

物的哈密顿董在该对称操作下是对称的，那么，这个态在任何时候都具有相同的对称特征．

这就是量子力学中所有守恒定律的基础．

让我们看一下一个特殊例子．让我们回到算符？）我们首先希望修正一下我们对 P 的
定义． 我们应该认为 P 不仅仅是镜反射，因为那样需要先定义一个安放这面镜子的平面．
有一种特殊的反射不需要这种平面． 假定我们这样来重新定义 p= 首先用在 z 平面内的平
面镜来反射，以使 2 变成一IZ, 而＂仍为 a,,'JI 仍为 Y; 然后把该系统绕 z 轴旋转 180°,以致匀

变为一a,,'Y变为 -y, 这整个过程称为旦堕，每一点都通过原总而被投影到完全相反的位置

上，每一事物的坐标都改变了符号．我们仍用符号？表示这种操作，如图 17-4 所示．这比
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简单反射要方便一点，因为它不要求你指明用哪个坐标平面来反射，而只要指明位于对称中

心的哪个点就行了．

现在设态 l 巾心经反演操作后变为 6汀 tpo)——即
A 

t 

j

Ì' 

”) 

“” 
,f_

11 I 
I 

I 

rI 

1 山停 =Pl~伈)=e叫山o). (17 .16) 

然后假设我们再反演一次．两次反演后我们正
、

好又回到开始的状态，根本没有发生什么变化．

我们必定有

P冲妗 =P-P 烛。>=I 中o).
但

P-PI 中o>=P矿 I 山o> = e""户 I tf!o> = C沪）叮山o).
由之得到： （护） .2=1. 

所以如果反演算符是态的一种瘦巠逵巨笆，则
8 只有两种可能：

泸＝士1,

这就是说

P/ 如＞＝心＞
Pl 如＞＝—|如>. (17.17) 

在经典物理学中，如果一个态在反演下是

对称的，则反演操作给出原来的态．但是在量

子力｀产中，凶有两种可能性：我们得到的是原来的态或是负的原来态．当我们得到原来的
忐， l勹飞。＞ ＝ 凇＞时，我们就说态博。＞ 具有偎雯胚当符号改变使和如＞一一心＞时，我
们就飞亥态具有觉巠癹． （反演算符？也称为宇称算符.)Ht 的态 fJ> 具有偶宇称，而态
III> 具有奇宇称 参看式(17 .12). 当然也有一些态）它们在 P 的作用下没有对称性，这
些是没有确定宇称的态．例如在 H肆的系统中，态 JI>具有偶宇称，态III> 具有奇宇称，面
态且＞的宇称不确定．

当我们谈到一个像反演这样的操作作用于“一个物理系统”时，我们可以用两种方式来

考虑这个 l问题．我们可以想像将位于 r 处的任何东西都蔓势到 -r 处，或者想像从新的参

照系芷 y'_, z' 来覂坚同一系统，新参照系与原来的参照系 x, Y, z 的关系为：叫一一a;, y'==

－正'= -z. 同样，当我们考虑转动时，我们可以想像物理系统作整体转动，或者想像“系统”
在空间固定不动，而转动我们对系统作测豐的那个坐标系．一般来说，这两种看法实质上是

等价的．对转动来说，除了系统转过 0 角就像把参考系转过奂 O 角外，这两种观点是等价的．

在本讲义中我们通常讨论投影到一组新坐标轴上后发生些什么，这样得到的结果和你把坐

标轴固定，而把系统反向转过同样大小的角度后得到的结果是相同的．当你这样做时，角度
的符号反过来了. 1) 

许多物理定律——但不是所有的定律一一在坐标反射或反演下是不变的．它们对反演

是墅座的例如电动力学的定律，如果我们把所有方程中的勾变成-x, ?/变成 -y, 亿变成

一亿，它们都是不变的． 重力定律和核物理的强相互作用定律也是如此．只有弱相互作用

—引起B衰变的相互作用——不具有这种对称性．（在第一卷52章中我们曾详细地讨论过

A' 
图 17 4 反演霆＇，户， 不管位--== (x, y, z)处 A 点的是

什么都袚移至位于(- .r. 、一 V, 一动处的 A' 点

或

1) 在别的书中你可能发现具有不同符号的公式，他们可能对角度采用的是不同的定义．
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这个阿题．）我们现在将不去考虑B 衰变． 那么在预期B衰变不会产生显著影响的任何物

理系统中一—原子光的发射就是一个例子一一哈密顿算符且将和算符 P对易．在此情形
下，我们就有下述命题：如果一个态原来具有偶宇称，并且假如你在以后某个时刻观察其物

理怕况，它将仍然具有偶宇称．例如，假定一个即将发射光子的原子所处的状态具有偶宇称，

在发射光子后，考察包括光子在内的整个系统，它仍然具有偶宇称（如果开始时系统具有奇

宇称也一才礼）这个原理称为宇称守恒．你可以看出，为什么在量子力学中“宇称守恒“和“反
- - - - -

射对称“这两个名词是紧密地互相缠绕在一起的．、虽然宜到几年以前，大家还认为在自然界

中宇称总是守恒的，但现在我们知道这是不正确的．由千 B衰变反应不具有其他物理定律

所具有的反演对称性，才发现了以前的看法是错误的．

现在我们可以来证明一个有趣的定理（只要我们能够忽略弱相互作用，这定律就是正确

的）．任何具有确定能量的态，只要它是非常简单的，它就具有确定的宇称，它必定不是具有

偶宇称就是具有奇宇称．（记得我们有时曾看到过这种系统，其中的几个态具有相同的能量
一一我们称这些态是堕进堕．我们的定理对它们不适用．）

对于一个具有确定能量的态博心来说，我们知道

趴岭=El 中心， (17 .18) 

式中 E 只是一个数，即这个态的能量． 如杲任意算符 Q 是系统的一个对称，只要 1 中心是一
个具有确定能量的唯一态可以证明

QI蛉=e仍！妢. (17 .19) 

考虑经 Q 作用后所得到的新态呻妗，如杲物理状态是对称的，则 1 中妗必定与 1如＞具有相同
的能量． 但是我们所考虑的是只有一个态即 1 心o) 具有这种能量的情形． 所以 1 中~>必定是

同一个态一一它与 1如心只可能相差一个位相．这就是在物理上的论证．

从数学上可以得到同样的结论． 式(17 .10)或式 (17 .11)是对称性的定义（这定义对任

何态成立），

且Q心=Q趴盼. (17 .20) 

但是我们考虑的只是一个态！如＞，它是一个具有确定能量的态，所以且！心＞一趴如＞．由千
E 只是一个数，如果需要，可将它移到 Q 的前面，我们得

婢 I蛉=Q趴蛉＝殴 I 姊o).
因此

且{~I蛉｝丑池 I 蛉}. (17.21) 

故 1吟=~I中o) 也是介的一个具有确定能量的态一一具有同样的 E. 但是根据我们的假
设，只存在一个这样的态，因此，必定为 1 中~>=e"'I 中心

我们刚才所证明的结果，对千物理系统的任何对称算符 Q 都是正确的． 所以，在我们
只考虑电力和强相互作用的情况下（没有 B 衰变），反演对称是一个许可的近似，我们得
p I tf,)=eM心．但是我们也已看到，护不是十1 就是-1. 所以任何具有确定能蜇的态（非

简并态），不是具有偶宇称，就是具有奇宇称．

§17-3 守恒定律

现在我们转而讨论另一个操作的有趣例子：转动．考虑将原子系统绕 g 轴旋转角 4这禅
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一种特殊的转动算符，我们称这种算符l) 为R.C少）． 我们将假定这样操作并不影响物理系
统沿口轴和 g 轴的情况．任何电场或磁场都取成平行千 2 轴2)' 从而，如果整个物理系统绕

z 轴旋转，外界情况不致改变例如，如果在空间有一个原子，我们将它绕 g 轴转过中角，
-今-

仍然得出相同的物理系统．

有些特殊的状奎，具有这种性质：上述操作产生的新态是原来的态乘上某个位相因子．

让我们顺便很快地证明一下，如果是这样，则位相的变化必定总是与角中成正比的．计假设

你的角中转动两次，这与以角 2申转动一次是一回事．如果转动 4 具有对态抻吩乘以位相
e•6 的效果，以致

祀 I tpo) = e牛！岭，

那么连续两次这样的转动应对该态乘以因子（沪）2=e吩，因为
, , Ji.(中） ·R. I 中o)=R.C中） e勺中o)=e'6丘，（中）！如＞＝护6'6 / tf,o), 

位相的变化 8必须正比于中1). 我们接着来考虑这样的特殊状态．对该态来说

如心 I it, 心一e叩！岭， (17 .22) 

式中叨是某个实数．

我们还知道这一值得注意的事实如果系统对千绕 4 轴的转动是对称的，翌且堕堡原来
的状态恰巧具有使式(17.22)对之成立的性质，那么这个态以后也具有这一性质．所以m这

个数很重要． 如果我们知道它开始时的值，我们就知道了它结尾时的值．它是一个空竖的

数一一叨是一个＿淫动裳数． 我们特别提出叨进行讨论是匡为它与杠何特殊角 cf, 没有任何
关系，并且还因为它与经典力学中的某些谥相对应．在慧乏力学中，对于 1如＞这样的态，我

们决定把叫4称为绕 g 轴的角一一动麓｀如果这样，我们发现在大系统的极限下，上述的量就等

千经典力学中角动量的 z 分量．所以，如果有一个态，它绕叶利的转动正好产生了一个位相

因子 e加今，那么这个态绕该轴就有确定的角动量，而且角动晟是守恒的，它现在是、并且永远

是彻九当然，也可以绕任何轴转动，而且得出对不同的轴角动量守恒的结论． 你们看，角

动量守恒是与下列事实密切相关的，即如果你转动一下系统你得到的是相同的态，只是具有

一个新的位相因子．

我们想要指出这个概念是相当普遍的． 我们将把它应用到另外两个守恒定律上去，这

两条守恒定律与角动量守恒定律在物理概念上是一致的．在经典物理中我们还有动量守恒

和能量守恒，有趣的是这两个定律也同样与某种物理对称性有关． 假定有一个物理系统

一个原子，某个复杂的原子核，或者一个分子或某个事物一—而且假定如果我们将整个

系统移动到别的地方，不会对它产生任何影响，那么系统呴哈密顿函数就具有这种性质，在

某种竟义上它仅仅与系统的皂堕坐性有关，而与空间的绝对位置无关 在这种情况下存在
一种我们可进行的特殊对称操作，它就是空间的平移． 让我们定义 /J,,(a)为沿＂轴移动距
离 a 的位移算符，这样，对任何态我们可以进行这一操作而得到一个新的态．但是也可能有
一些非常特殊的态，当把它们沿＂轴移动”时，我们仍然得到与原来相同的态，只是相差一
个位相因子．我们还可以像上面那样来证明，对千这一情形位相必定正比于＂． 所以对这

1) 我们将非常明确地把克（心）定义为物理系统绕 8 轴转动一心，这和把坐标系转动+¢, 相同．
2) 假如在某时刻仅有一个场，并且场的方向终持不变，我们总可以把 8 轴取为沿着场的方向．

3) 作为更好的证明，我们应对很小的转动 e 作这种论证．因为任何角少部是 e 的适当倍数，令中一唳，则~.(中）一
[R,(E)]", 而总位相的改变就是小角 e 所产生的位相改变的＂倍，所以与少成正比．

' 



. 

第 17 章 对称性和守恒定律 23f 

些特殊态 I心，我们可以写下
众(a) I 中o)=e叫蛉， (17.23) 

系数 K 乘以九后称为一动低一的0全垦．我们这样称呼的理由是对于一个大的体系，它和经典

动最p,, 在数位上是相等的．评遍的表述是这样的：当一个系统位移时，如果该系统的哈密

顿系数不变，而且如果该系统开始时具有确定的也方向的动蜇J 那么，随着时间的推移系统

在幻方侚的动量将一直保持不变．一个系统的总动量在碰控或爆炸前后将是相同的．
另外还有一个与在空间的位移很相似的操作：即时间的延迟． 假设有一个物理情况其

外界不存在与时间有关的事物，我们使它在某一时刻从某一状态开始变化． 现在在另一次
实验中如果我们在两秒钟以后，或者说延迟了时间 t 以后才开始使此物理状态作同样的变

化，而且如果外界条件与绝对时间无关，；其进展将相同，所得到的终态也与刚才得到的终态

相同，只不过推迟了时间古．在那种情形下，我们还可以发现一些特殊的状态，它们随时间
的进展具有这种特性，即延迟后的态正好是原来的态乘上一个位相因子． 对这些特殊状态

来说其位相的变化显然又必定与 t 成正比．我们可以写成

Dt(ri:)I 如)=e一如吓岭 (17 .24) 

在定义 0的附候习惯上使用负号，采用这一习惯， Q九就是系统的能蜇J 而且它是守恒的．所

以具有确定能量的系统是这样的系统，它经时间位移 t 后成为它本身乘以 e如气（这就是我

们在前面定义具有确定能量的量子态时所说的，因此我们是前后一致的．）这意味着，如果

一个系统处在确定能量的状态，而且如果其哈密顿函数与时间 t 无关，那么不论发生什么悄

况，它在以后所有各时刻都会具有相同的能忱．

至此你一定看出了守恒定律与宇宙对称性之间的关系．有关时间位移的对称性意味着

能量守恒；有关空间位置气 g 或 z 的对称性慈味着动量分量守恒；有关绕 :i;,'Y 和 g 轴旋转
的对称性意味着角动匮的气g 和 z 分量守恒；与映射有关的对称性意味着宇称守恒；与两个

电子交换有关的对称性意味着某种我们还未命名的对称性，等等． 这些原理中的一部分与

经典物珅中的类似，另一部分在经典物理中没有．． 掀子力学中存在的守恒定律比经典力学

中所用的要多，至少比经典力学中通常使用的要多．

为了使你们能够阅读其他量子力学书籍，我们有必要作些小的技术上的说明一一介绍

一下人们所用的符号．当然，与时间有关的位移操作，就是我们以前谈到的立
几 (-r:) = O(t+-r:, t). (17.25) 

大多数人都喜欢用远垦坐的时间位移或无限小的空间位移或无限小角度的转动来进行讨

论． 既然任何有限位移和角度都可以由一连串的元限小的位移和角度累积而成，首先来分
析无限小的情况往往就比较容易．无限小时间位移上的算符（正如我们在第 8 章中所定义

的）为

. 

如t) =1-¼ 衄 (17 .26) 

千是力和称为能量的经典物理量相类似，因为如果趴 if,) 刚好是一个常数乘上 1心，即
趴心一五月中），则该常数就是系统的能量．

对千其他操作也这样处理． 如果我们在幻方向作一小位移，譬如血，一般说来，态冲＞

将变成另一个态冲＇＞．我们可以写成

抻'>=D/1)(心）凇 =(1叶臣）心， (17.27) 
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因为当血趋近零时， 1 矶＇＞应正好变为冲＞，或儿(0) =1, 并且对于小的血来说， n.(血）与
1 之差应该正比于 L1v. 按这种方式定义的算符忙称为动批算符一一当然指的是勾分址．

同理，人们通常把小的转动写成

() 凡(Ll申） 1沪 1+卡 J.必 I妢， (17.28)
并且称 J. 为角动量的 2 分量算符．对于那些丘（中） lt/io)=eim心 1 中心的特殊状态，我们可以
对任何小角度岭，将该式右边展开至 Llc/> 的第一级而得到

fl1(Ll心） 1 如>=eim.d</,1 中心 =(1+的4中） l 如＞．
将此式与式(17.28) 中 J. 的定义相比较，我们得到

J.1蛉＝呻 I if!o>. (17.29) 

换言之，如果你们把 J. 作用到对 z 轴具有确定角动量的态上，则得出仇九乘以同样的态，其
_-_-_-_ - - -_ -----

中呻为角动蜇的 z 分量数值．这与把 f1 作用在具有确定能量的态上得到趴吟十分类
似．

我们现在要对角动量守恒的概念举些应用的例子，以告诉你们这些概念是怎样起作用

的，其意义在千它们实在非常简单．你们以前就知道角动量是守恒的，从本章中你们真正要
记住的只是如果一个态冲o> 具有绕 z 轴转动一角度少后变．成产什中心这一性质，它的角动
量的 z 分量就等于叨九这就是以后我们要做许多有趣工作时所需要的全部知识．

, 

§17-4 偏振光

首先我们希望检验一个概念．在 11---4 节中我们已证明，当在绕 z 轴“转过角中的坐标
系中来观看且ffO 偏振光时，它被乘上了 6i心．这是否意味着该右旋圆偏振的光子沿 2 轴具

有二全单位J)的角动量呢？的确是这登．这也意味着，如果我们有一束光，它所含有的大量光
子都具有同样的圆偏振——就像经典光束那样一—那么这束光就具有角动量．如果在某时

刻光束所具有的总能量为 w, 那么就有 N=W/缸个光子，每个光子具有角动蜇九，所以总

角动量为

J广＝邓＝－
w 
w· (17.30) 

w 我们能否用经典的方法证朋右旋圆偏振光带有与一－成正比的能蜇和角动笝呢？如果
u) 

一切都正确的话，这应该是一个经典的命题． 这是一个我们可以从量子物理过渡到经典物

理的例子．我们应该来看一下经典物理是否证实这一点．它将使我们对是否有权把叨称为
角动哥这个概念． 回忆一下在经典物理中右旋圆偏振光是怎样的． 它用一个电场来描写，
该电场具有振动的幻分量和振动的 g 分量，两者的位相差 goo, 所以合电场矢狱 C 在如图

17~5(a) 的圆上旋转． 现在假设这种光照射到一个将要吸收（或者至少部分吸收）它的墙壁

上，并且按照经典物理的观点来考虑墙内的一个原子． 我们以前通常把原子中电子的运动

看成是一个可以用外场来驱使它振动的谐振子． 我们将假定该原子是各向同性的，从而它

可以在叨方向上和 g 方向上同样地振动．于是在圆偏振光中，其力位移和 g 位移相同，但是

1) 请原谅，这个角与我们在 11-4 节中所用的角差一负号．

2) 通常用亢为单位来址度原子系统的角动抵十分方便．这样，一个自旋为 1/2 的粒子对任意轴的角动量为土1/2,

或气一般地讲，角动匮的 g 分量为 m. 你不必老是去重复那个凡 , 

. 
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(a) (b) 

图 17-5 (a) 圆偏振光波中的电场 e; (b)被圆偏振光驱动的电子的运动

一个比另一个落后 90°, 最后的结果是该电子也在一个圆上运动，如图 17-5(b)所示．

该电子从原点处的平衡位置移动了某个位移 r, 并作圆运动，相对于矢量 8 来说它滞后

某个位相. s 和 r 之间的关系如图 17-5(b)所示．随着时间的推移，电场不断旋转，而位移

则以相同的频率旋转，结果它们的相对取向保持不变． 现在让我们观察电场对该电子所作

之功．给予这个电子的功率为电子的速度 v 乘上平行于这个速度的 qe 的分量：

aW 
心 一 <J.8心．

但是注意，有角动量注入该电子，因为始终存在着绕原点的力矩．

于角动量的变化率 d,J./忱

' (17. 饥）

此力矩为 g邸，它必定等

. 
dJZ 
d寸
-=q幻IJ'. (17.32) 

因户砑，所以我们得
dJ. 1 
而＝忑·

因此，如果我们对吸收的总角动蜇积分，它就正比于总能益一—比例系数为 1/w, 与式

(17 .30)一致．光的确带有角动晁一如果光沿亿轴是右旋圆偏振的，则为+1 单位（乘以

九），如果是左旋圆偏振的，则沿 g 轴为 -1 单位．

现在我们提出如下问题：如果光是在四方向纹偏振的，那么它的角动量如何？”方向的

偏振光可以用 RHO 和 LHO 偏振光的叠加来表示．因此对角动箫为 +n, 具有一定的振幅，

对角动量为－礼具有另一振幅，结果它没有堕呈的角动量． 它既有一定的振幅以十九出现，
又具有相等的振幅以一九出现．这样两个振幅的干涉产生了线偏振，但它具有想显的儿率以

+1 或-1 单位的角动量出现．对一束线偏振光的宏观测量将表明：它的总角动匮为零．因
为在大量光子中， RHO 和 LHO 光子的数目接近相等，它们贡献的角动量相反一—平均角

动岱为零．所以在经典理论中，除非存在若一定的圆偏振，否则你们就测不出角动量．
我们曾说过，任何自旋为 1 的粒子可以具有三个 J. 值，即 +1, o, -1(即我们在斯特恩－

革拉赫实验中看到的三个态）．但光是螺旋型的，它只有两个态，而没有为零的态．这一奇特

的缺漏与光不能驻立这个事实有关． 对于一个自旋为 i 的静止的粒子来说，必定有 2j+1
个可能的态，其 J. 值以 1 为梯级从-j 增加到 +j. 但是可以证明，对某些自旋为 j 而质量

为零的粒子来说，只存在沿运动方向的分量为 +j 和—j 的态．例如，光没有三个态，只有两
个——虽然光子仍然是一个自旋为 1 的客体．这和我们早先根据在空间旋转条件下发生的 . 
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情况证明对自旋为 1 的粒子必须具有三个态如何相一致呢？对于一个静止的粒子来说，可以

绕任何轴旋转而不改变其动量状态．静止质量为零的粒子（如光子和中微子）不可能静止下

来，只有绕沿运动方向的轴旋转才不改变其动量状态． 关于只绕一个轴的转动的论证是不
足以证明需要具有三个态，而且其中一个态在旋转角申的情况下系按照护变化的立

还有一件值得注意的事．一般说来，对于一个静止质量为零的粒子，相对其运动方向的
两个自旋态(+j, -j)中只有了～个是真正必须的． 例如中微子－－－它是自旋为 1/2 的粒子

在自然界中只有角动揽分量与其运动方向相反的那个态（－初2)才存在［而反中微子只

有沿运动方向的态（＋初2)]. 当一个系统具有反演对称性（从而宇称守恒光就是这样的）时，
才需要有两个分量(+j 和一j).

,.. 

§17-5 A0 的蜕变

现在我们想举一个例子，说明如何应用角动量守恒定理来处理一个特殊的量子物理问
题．我们来看看爪粒子的崩裂，它通过“弱＇，相互作用蜕变为一个质子和一个冗一介子：

AO--+p..: 卜矿．

假定已知吓一介子的自旋为零，质子的自旋为 1/2, A0 的自旋为 1/2. 我们希望解决下列问

题：假设 AO 是以一种使其完全极化方式产生的一—所谓极化我们指的是相对某个适当选取

的 d 轴，它的自旋“向上“一—参看图 17-6(a,), 我们的问题是，相对 2 轴以角度 0 发生朊子

（如图 17-6(b)所示）的蜕变几率是多少？换言之，蜕变的角分布如何？我们将在心是静止的
坐标系中来观察这种蜕变，即在这个静止参照系中来测量角度，然后，如果需要的话，总可以
把测得的结果变换到其他参照系中去．

我们从下面这个特殊情况着手，考察发射到沿 2 轴很小的一个立体角丛止卜去的质子

（如图 17-7). 在蜕变前心的自旋向上（如图 17-7(a,)所示）．经过一短时间后－~由于至

今还不知道的理由（除了与弱衰变有关外）一一A_O 炸裂成一个质子和一个叨介子．假定质子

衰变前 衰变后
,,, 

衰变前 ' 衰变后 . ,, ,f ,. 

•t I I I I I 

1 I .,,, I'+ 
I 1-._0 ,,,,,,_P I I I "P 

/ - ..1t <I • 或 A
I I I 

II 乍 I I I• I I I"·I I l"• 
I I·I . , -,c-~ 旷+

(a) , 人、 I I I 
,v1 I I I 

是否

(o) (b) (c) 

图 17-6 一个自旋向上的心粒子衰变成一个 图 17-7 一自旋“朝上“的粒子庄，以质子沿十S

瓜子和一个叩介子（在C辽参考系中）．在角 6 方向飞出的方式衰变的两种可能性．只有 (b) 角

方向发射质子的几率是多少呢？ 动量才守恒

1) 对于一个质量为零的粒子，我们曾试图至少找到一个证据，以证明其沿运动方向的角动薰必定是旬2的整数倍，

而不是像切3 这样的值．我们甚至用遍了洛伦兹变换的所有性质，但还是失败了．或许这种想法本身就不正
确．我们将不得不去找维格纳(Wigner)教授谈谈，他精通这方面的事情．
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沿丑轴向上运动．于是根据动量守恒，吓介子必定向下运动．既然质子是自旋为 1/2 的粒

子，其自旋必定不是“朝上”就是“朝下”一一原则上有两种可能，如图中 (b)和 (o)所示．但是

角动量守恒要求质子具有“向上“的自旋．这从下面的论证中很容易明白．一个沿 z轴运动

的粒子，不可能因其运动对沿这个轴的角动量有贡献，因此只有自旋才能对 J. 有所贡献．蜕

变前对 g 轴的自旋角动量为＋九/2, 因此蜕变后也必须是十九/2. 我们可以说，既然 o,; 介子的

自旋为零，质子的自旋必定“朝上,, . 

如果你担心这种论证在量子力学中可能不正确，那么我们可以化一点时间来证明一下

这种论证是正确的．我们把初态（蜕变前的态）称为 1 爪，自旋＋分，它具有如下性质：如果把

该态绕 2 轴旋转角中，则态矢量将乘上位相因子 61畛／气（在旋转的参考系中态矢量为 ei•t»[Ao,

自旋＋众）这就是我们所说的自旋为 1/2 的粒子其自旋“朝上“的意思． 由千自然界的行为

不取决于我们对坐标轴的选取，所以终态（质子加吓介子）也必定具有相同的性质．譬如说，

我们可以把终态写成：

1 质子走向 +z, 自旋 +z;w 介子走向一分． 、

但是我们实在并不需要指定叩介子的运动，因为在我们所选取的坐标系中它的运动方向总

是与质子的相反，所以我们可以把对终态的描述简化为

l 质子走向 +z, 自旋＋分．

那么如果我们把坐标绕 z 轴旋转角中，这个态矢量会发生什么变化呢？

由于质子和冗介子都沿 z 轴运动，它们的运动并不因这种旋转而改峦．（这就是我们挑

选这一特殊情况的原因，否则我们就不可能作出这种论证．）再有，吓介子也不受影响，自旋

是 1/2. 如果其自旋“朝上“，它将贡献 e;心/,2 的位相变化作为对转动的反应．（若质子的自旋

“朝产，则由于质子位相变化为 e丑12.)但是，如果要角动量守恒，（它当然守恒，因为没有外

来因素影响系统的哈密顿函数．）那么激发前后由于旋转而产生的位相变化必须相同．所以

唯一的可能性是质子自旋“朝上“．如果质子向上运动，它的自旋也必定“朝上,, . 

千是，我们得出结论，角动量守恒所允许的过程是图 17-7中
(b)所示的过程，而不允许图中 (c)所示过程．既然我们知道，发生
了蜕变，对于过程(b)一质子向上运动而自旋也“朝上,,_—－就

存在某种振幅，让我们用 a 来代表在无限小的时间间隔内以这

种方式发生蜕变的振幅气

现在让我们来看看，如果开始时 AO 的自旋是“朝下”的，则

会发生什么情况呢？我们仍旧要间质子沿巳轴向上运动的衰变情

况！如图 17-8 所示，你们一定知道，如果角动量守恒，则在这

种怕况下质子的自旋必定“朝下”．让我们令这种蜕变的振幅为

b. 

前变

t
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1
1
1
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否

眉
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冗
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对于 a 和 b 这两个振幅，我们再不能多悦什么了．它们与 （心 (b) (o、
.tfO 的内部机理以及弱衰变有关，迄今还没有人知道如何计算 图 17-8 一个自旋“朝下“的

这两个振幅，我们只能从实验中得到它们．但是我们只用这两 血粒子沿II 轴的衰变

个振幅就能够求出所有我们想要知道的蜕变的角分布． 不过我们必须始终仔细地、完整地---- -_ 

1) 我们现在假定你们对蜇子力学的机理巳经相当熟悉，因此我们可以用物理方式来讲述有关事情，而不去花时间
写出所有的数学细节．如果你们对我们在这里所讲的不很清楚，则可以在本节末尾的注释中找到咯去的细节．
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定义我们所谈到的那些态．

我们想要知道质子沿与 g 轴成 O 角的方向（在小立体有尸垃中）飞出去的几率，如图

17-6 所示．让我们在这个方向放置一个新的 d 轴，称为 z' 轴． 我们知道如何分析沿这个轴

能发生的情况．相对于这个新轴， AO 的自旋不再“朝上“，但具有某个振幅其自旋“朝上“，另

一个振幅自旋“朝下“．我们在第 6 章以及第 10 章的式(10.80)早已讨论过这些情形．自旋

“朝上”的振幅为 cos 0度，而自苠“朝下;,的振幅为1>-sin0/2. 当 AO 的自旋沿 z' 轴为“朝上”

时，它将以振幅 a 在 +z' 方向发射一个质子． 所以沿 z' 方向找到一个自旋“朝上＂的出射质
子的振幅为

a oos0/2. 

同理，沿正 z' 方向发现一个自旋“朝下”的出射质子的振幅为：

-b sin0/2. 
这些振幅所代表的两个过程为图 17-9 所示．

=r :f 
I'. I'P)' 

。
, 1 

At-
长// s,, 飞

产~.

I'~<Y~ 雾！
c 振幅 aoo社2

'.2 
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>, 
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·(17 .34) 
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吻
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叶
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，
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勹
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／
／
／
。
归

/- 

/
幅

垢

元
b, 

(b) . 
图17一9 .JO 的两个可能的衰变态

现在提一个很容易的问题， 假定我们只准备测械沿 0 角方向出射的质子，而不测量质
子的自旋．这两个自旋态（沿 z' 方向“朝上”或“朝下'')是可以区分的，虽然我们不打算去观
察它们所以为了求得这个儿率，我们将振幅平方，并把它们相加．在 0 附近很小的立体角
心中找到一个质子的几率f(0) 为

邓）＝位 1哑2f+ lbl.2sin考．
0 1 0 1 

用 sin2-=-(1-o岱 0), OOSJl-=一(1+oos0), 我们可将 j(0)写成2 2 2 2 

沁－（工产匕）+(l!!r_产匕）oos0. 

(17.35) 

(17 .36) 

因此角分布的形式为

J(0)=队1+2 oos0). 

该几率有一部分与 0 无关，另一部分随 oos0而线性变化．

＂和 /3, 从而求得 1 引和 lbl.

现在我们可以回答许多别的问题了．我们是否只对沿老的 g 轴自旋“朝上”的质子感兴

趣呢1 (17 .33) 和 (17 .34)式中的各项都给出沿 z' 轴 (+,t 和一z')发现自旋“朝上“和自旋“朝

下”的质子的振幅．相对老的轴自旋“朝上＂的态 I+心可以用基础态 l+z'> 和 I-已今来表示．

(17.37) 

通过测量角分布，我们可以求得

1) 我们选取 d 使其在四平面内，并利用有关 R凶 (0) 的矩阵元．对于任何别的选取，也将得到同样的答案．
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这样，我们就可以把(17 心3) 和 (17.34) 两个振幅用适当的系数 (cosf 和一迦＄）组合起
来，而得到总的振幅：

(a cos屯 +bsin芳）
它的平方就是质子以与 AO 相同的自旋（沿＄轴“朝上“入在 0 角方向出射的几率．

如果宇称是守恒的我们可以再说一件事． 阳 1干8 中的蜕变正好就是图 17-7 中的蜕

变对 yz 平面的反射1). 如果宇称是守恒的，则 b 将只能等千 a 或一a. ; 于是式(17 .37) 中的

系数＂将为零，在各个方向发生蜕变的儿率将相等．
但是实验结果表明，蜕变中存在着不对称性． 测得的角分布的确如我们所预言的那样

按 cos0 变化，而不是随cos20 或 cos0 的仔何其他幕次变化．实际上，既然角分布具有这个
形式，我们从这些测量中可以推得 AO 的自旋为 1/2. 而且我们看到宇称并不守恒．事实上，

实验上得出的系数＂为 .:__0.62 土 0.05, 所以 b 大约为 a 的两倍，很明显，对反射来说缺少对
称性．

你们看我们从角动量守恒中能够得到多少东西．在下一章中我们将列举更多的例子．

附注：本节中的振幅 a 指的是：在无限小的时间心内态 I A, 自旋＋分产生态 1 质子走向 +s, 自旋+2〉
的振幅，换言之，就是

（质子走向+•, 自旋＋引立 I A, 自旋＋纷 =i加， (17.38) 

这里的丑是整个宇宙，至少是引起 A 衰变的所有事物所构成的那部分宇宙的哈密顿算符．角动景守匡意
味着哈密顿算符必须具有如下性质：

＜质子走向 +s, 自旋 -sl fl! A, 自旋+s)=0. (17. 39) 
对振幅 b我们指的是，

僵子走向 +11, 自旋 -5直 IA, 自旋－吟＝彻． (17.40) 

角动录守恒意味着

. . （质子走向 +11, 自旋 +s值:1..1, 自旋 -18)=0. (17.41) 

如果(17.33)和(17.34)中所写出的振幅还不清楚的话，那么我们可以用更为数学化的方式把它们表示

如下．对(17. 33)我们指的是自旋沿+s 轴的驴蜕变成一个沿+s' 方向运动、其自旋也沿 s' 方向的质子的
振福，即振幅

（质子走向 s', 自旋 +z'I fl I A, 自旋＋吟．

根据墨子力，学的一般定理，这个振幅可以写成

(17.42) 

~<质子走向 +s', 自旋 +s'I和 A,. i)(A, ii.Li, 自旋+s〉， (17.43) 

这里的求和是对静止的 A粒子的各个基础态 IA, i) 进行的． 由于 A粒子的自旋为 1/2, 因此在任何我们
希望选取的参考基础中存在两个这样的基础态．如果我们使用相对 s'(+s', -s') 自旋“朝上“和自旋“朝下”

.·.-.. ·.·.. ·.--.---.·.·.. ·.-.. ·.·... ·. 

这两个态作为基础态， (17.43)的振幅就等于下列总和：
（质子走向 +s', 自旋 +s'l"fIIA, +s'>(.LI, 十s'IA, 十分

＋（质子走向 +s', 自旋 +s'I如 A, -s')(A, -s'IA, +分. (17.44) 

根据 (17.38) 的定义，以及根据角动量守恒得到的 (17.41), 上式第一项中的第一个因子就是 a, 第二项的第

一个因子为零．第一项中剩下的因子 (.LI, 十，'IA, 十s), 正好就是一个自旋为一，且浩-·轴自旋“朝上“
8 2 

的粒子，沿另一成 0 角的轴也具有“朝上”的自旋的振幅，其值为 COS一一一参看表 6-2. 所以(17.44) 刚好为2 

a cos0/2, 与我们在(17.33)所写出的一样．对自旋“朝下”的 A 粒子作同样的论证，即得出 (17.34) 的振幅．

1) 我们记得自旋是个轴矢般，它在反射中要反向．
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§17-6 转动矩阵摘要

我们希望把所学过的关于自旋为 1/2 和 1 的粒子转动的种种事情放在一起，以便将来

参考．下面你会找到有关自旋为 1/2 的粒子和自旋为1 的粒子以及光子（它是自旋为 1、静

止质量为 0 的粒子）的两个转动矩阵比（令）和凡(0)的表．对每一个自旋，我们将给出绕 Z
轴或 g 轴转动的矩阵项勺 IRltit>. 当然，它们和我们在前面几章中所用的 (+T, jOS')这种
振幅是完全等价的. R.(伞）的意思是把一个态投影到一个绕 2 轴旋转申角的新坐标系中去

永远采用右手定则来定义转动的正指向， R11(0) 表示参考系绕 g 轴旋转了 0 角．知道了
这两种转动后，你当然可以作出任何任意的转动．我们按惯例这样来写矩阵元，使奉边的态
是新（转动过）的坐标系的一个基础态，而右边的态是老的（未转动过的）坐标系中的基础态．
你可以用多种方式来解释表中的各项． 例如，表 17-1 中的项 e书／仁表示矩阵元<-IRI->
=ei.12. 它也表示丘1->=e飞／引－＞或<- IR=<- [e-wa, 它们全都是一回事．

B.(伞） I 
<+I 
<-I 

丑．（中）

<+I 
(0/ 

<-I 

丑11(0)

<+I 

(OI 

<-1 

表 17-1 自旋为 1/2 的转动矩阵

芭企姿 I+>, 沿 g 轴“朝上",M一十1/2
1-), 沿S 轴“朝下＇勺n一 -1/2

I+> I-> 丑,,(0)

亭

I+ > I-> 

eH¢/2 。 <+I cos 0/2 血 0/2

. 

。 e-i~/2 <-I 

表 17-2 自旋为 1 的转动矩阵

立： I+>, m一士1

I+> 

e+1<1> 

。

。

I+> 

1 
2(1+cos0) 

1 
飞压怼n0

1 
一 (l-cos0)
2 

10>, m=O 

1-), m=-1 

JO) 
;~ 

。

1 
。

, 
IO) 

1 
+ ..; , -4 ` sin0 

eose 
1 
✓ -2 豆n0

表 17-3 光子

－血 8/2 oos0/2 

I-> 

。

。

e寸o

I-> 

1 
了(1-cosG)

＋了1产°
1 
歹(l+cos 0) 

, 

配黍 l丑＞＝去(Jw)+吵）， m一十l(RHC 偏振） IL)=弓了但） -ily)), m- -l(L五C 偏振）

比（或） IR> 忆＞

(Bl e+钞 。

\Lj 。 矿｀中
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角动量

§18-1 电偶极子

上一章，我们发展了量子力学中角动量守恒的概念，并且说明怎样用这些概念来预言 A

粒子衰变中质子的角分布． 现在我们想给你们举一些其他类似的例子，来说明原子系统中

角动量守恒的情形．我们的第一个例子是原子的光辐射．角动量守恒除了别的以外将决定

发射出的光子的偏振情况和角分布．

假设一个原子处于一个有确定角动景（譬如自旋为 1) 的激变态，当它跃迁到一个角动晕

为零的低能态时，发射出一个光子．问题是如何计算出光子的角分布和偏振悄况．（除了现

在我们的粒子自旋为1, 而不是 以外，这个问题和 AO 的衰变几乎完全相同．）因为胀子的了

较高态自旋为 1, 所以其角动量的 1 分量有三种可能性．叨的值可能为+1、 0 或一1. 在我

们的例子中，取叨=+1. 一旦你知道了这一情形如何处理，其他情形也就会解决了．我们

设想一个原子的角动量沿着十g 轴方向，如图 18-l(a)所示，并且间它将以什么振幅沿 z 轴
向上发射右旋圆偏振光，结果使原子的角动量变为零，以图 18-l(b)所示．我们并不知道这

个问题的答案，但是我们却知道右旋圆偏振光，沿着它的传播方向具有一个单位角动量．所

以发射光子后，情况将如图 18-l(b)所示－一－留给原子的沿 g 轴的角动量为零，因为我们假

定了原子在较低能态时自旋为零． 我们将用 a, 代表这一事件的振幅． 说得更明确些，我们
令＂为在出时间内，向以 z 轴为中心的小立体角如内发射一光子的振幅．注意，在同一个

方向发射 LHO(左旋圆偏振）光子的振幅为零．对千这种光子，其沿 z 轴的净角动量为一1,

而对原子为 0, 总的角动量为一1, 这将使角动量不守恒．

同样，如果原子的自旋起初是“朝下”的（沿 g轴为 -1), 那它只能在 z 轴正方向发射一个

LHO 偏振的光子，如图 18-2 所示． 我们将用 b 代表这一事件的振幅一一意义同样是光子
譬
． “ 乙

！右旋圆
振光子

偏圆
子
旋
光
左
振
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？
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j 

I 
跃迁后
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图 18-1 一个m一十1 的原子沿+z 轴方向

发射一个RHO 光子

图 18-2 一个m- 一1 的原子沿+s 轴

方向发射一个LHC光子
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进入某一立休角 LIQ 的振幅． 另一方面，如果原子处千彻=0 的状态，则它根本不能在十2

方向发射光子，因为光子沿其运动方向的角动璧，只能是十1 或一 1.

其次，我们可以证明 b 与 a, 有关．假设我，，n把图 18-1 的情况作一反演，意思就是我们

设想，如果把系统中每一部分移到原点对面的等价点上去，该系统将会怎样．这并不意昧着

需要反射伈动量矢量．，因为它是入为的抵．说得更确切些，我们应将对应于这种角动量的实
际的运动特性倒转． 在图 18-3(a;) 和 (b) 中，我们显示了图 18-1 中的过程相对于原子中心

I 

(a) L ii 

(b) ' 

图 1贮3 如对(a) 中的过程

进行对原子中心的反演变换，

就出现(b)所示的情形

反演前后的情况．注意原子转动的指向是不变的芞在 18-3(b)

倒转的系统中，叨=+1 的原子向下发射一个 LHO光子．
如果现在我们将图 18-3(b) 的系统 4 轴或 y 轴旋转 180°.

那么它就变得和图 18-2 完全一样．反演和旋转的联合操作，使
第二个过程成为第一个过程．由表 1平2, 我们知道对 g 轴旋转

., 180°, 恰好相当于把叨=-1 的态变成叨=+1 的态，所以除了

由于反演可能造成符号改变外，振幅 b 必定和振幅 a 相等． 反
演中的符号改变将取决于原子的初态和终态的宇称．

在原子的历程中，宇称是守恒的，所以整个系统的宇称在光

子发射前后应该相同．所发生的情况将取决千原子初态和终态

的宇称是偶还是奇—一对于不同的情况，辐射的角分布将不一

样我们将选取一个一般的情况，初态的宇称为奇，而终态的宇

称为偶，这将给出所谓的“电偶极辐射,,• (如杲初态和终态具有

相同的宇称，我们称其为＂磁偶极辐射＇＇，它具有回路中振荡电流

的辐射特性．）如杲初态的宇称为奇，在使系统从图 18-3的 (a,) 到

(b) 的反演中，它的振幅改变符号．原子的终态具有偶宇称，所以其振幅不改变符号．如果
在反应过程中宇称守恒，则振幅 b 和振幅＂必然大小相等，符号相反．

我们推断出：如果一个吭一十1 的态，向上发射一个光子的振幅是 a, 那么对我们所假设

的初态和终态的宇称而言，彻=-1 的态向上发射一个LHO 光子的振幅为一 a, 2). 

我们知道了为找出在与 z 轴成任意角 0 的方向上发射光子的振幅所需知道的一切．

假设有一原子，原来具有仇=+1 的偏振． 我们可以把这个态分解为相对千新的 z' 轴

的+1, 0, 一1 三个态，这新的 z' 轴在光子发射的方向上．对这三个态的振幅就是表 17-2所

绘出的下半部分．于是在 0 方向发射出一 RHO 光子的振幅，为 G 乘以在这个方向具有

叨=+1 的振幅，即

叭+ !R11(0) I+>= 旦 (1+cos0).
2 

(18.1) 

在同一方向发射一个 LHO 光子的振幅为一＂乘以在此新方向具有吭一一1 的振幅，利用表

17-2, 即为

－叭－心(0) I+>=- 告(1一 cos0), (18. 2) 

1) 当我们把 a, y, e 变成一少， -y, 一 2 时，你可能认为所有矢量都反了向．对于像位移和速度这样的极矢景，这是

对的，但对于像角动虽或任意由两个极矢批叉乘所得的轴矢量来说，这就不对了．轴矢抵在反演后有相同的分最．

a) 你们有些人可能会根据我们所考虑的终态没有确定的宇称，而反对我们刚才所做的论证．在本章末的附汪 2
中，你将找到另一个你可能比较滞意的证明 . 

. 
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如果你对其他的偏振感兴趣，你可以从这两种振幅的叠加得出对于它们的振幅． 为了得到

任何分噩的强度作为角度的函数，你当然必须取振幅绝对值的平方．

§18-2 光散射

让我们利用这些结果来解决一个稍为复杂，但也较为真实的问题． 假设同样的原子处

于其基态 (j=O) 上，并将一束入射光散射出丢．设光起初在十z 轴方向上，也就是说光子从

一己方向走向原子，如图 18-4(a)所示．我们可以认为光的散射分成两个阶段：光子先被吸

收，然后再发射出去．如果我们从一个RHO 光子出发（如图 18-4(a,)所示），并且角动扯是

守恒的，则原子在吸收光子后，就会处于叨=+1 的态，如图 18-4(b)所示．我们把这过程的

振幅称为 c. 原子随后能够在 6 方向发射出一个 RHO 光子，如图 18-4(0)所示．一个 RHO

光子在 0 方向被散射的总振幅就是 c 乘以 (18 .1) 式．如将此振幅称为 <R'ISIR>, 就有

儒'IS 凇＞＝竺 (1+cos 0). (18.3) 

同样也具有一定的振幅 RHO 光子祑吸收和 LHO 光子被发射．这两个振幅的乘积就是

RHO 光子被散射为 LHO 光子的振幅也'IS 咽＞．由 (18. 2) 式的

<L'ISIR>= -竺- (1-cos 0). 
2 

(18.4) 

现在我们要问，如果射进来的是一个 LHO 光子将出现什么情况？当它被吸收后，原子

将进入叨＝一1 的态，根据我们在上节中所用的同样的论证，可以证明这个振幅必然是一c。

一个处在叨=-1 态的原子，在角 0 方向发射一个 RHO 光子的振幅是＂乘以振幅

＜＋心(0)1->, 而<+凇(0) 1->为} (1-cos0), 所以我们有

<R'\趴 L)一千(1--cos 0~. 

最后，对于一个 LHC 光子被散射而成为一个 LHO 光子的振幅为

<L'\S凇＝孚(l+cos 0) 

（这里的两个负号相消了．）

如果我们测楹关千圆偏振的任何给定组合

的散射强度，它将和这四个振幅之一的平方成
正比．例如，对千一入射的 RHC光束，在其散射
辐射中 RHO 光的强度将随(1+cos0)2 而变化．

2 T 

叨一 l

. . 
, 

i一 0
m- 。心

,. 

I 

(18.5) 

(18.6) 

I 

所有这一切都不错，但是假如从线偏振光

出发，则会怎样呢？如果是少向偏振光，它可以
用 RHO 光和 LHC 光的叠加来表示．我们写
作（参见§1-4)~;

(a) (b) (c) 

如果是 g 向偏探光，我们将有

图 18-4 光被原子散射可看作一个两级过程

1 
忨＞一六 (IR>+IL>). . (18.7) 

心=--:]7ic1黔- IL)). (18.8) 
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现在你想知道什么呢？你想得到＂向偏振的光在角 O 方向被散射为 RHO光子的振幅吗？你

可以由组合振幅的一般规则得到它．首先用<R'IS 乘 (18. 7)来得出

(R'/S飞＞＝右心S\R)+<R'/S 凇），
然后对两个振幅利用 (18. 3) 和 ~18. 5), 得到

ac 
也'ISi心 =-=cos 0 . 

.J2 

如果你要的是“光子被散射成 LHO 光子的振幅，你将得到

<L'/SI心一号 cos 0. 

最后，假设你想知道一个 Z 向偏振的光子被散射但仍保持其幻向偏振的振幅．

的是仓'IS 位＞．它可以写为

若再用下列关系：

由此得到．

所以得到

<x'/S/ 幻>=<z'/ R')<R'/S/x)+<x'/ L')<L'/ S /ai>. 

1 

IR')=石 CI吟＋熘＞），

1. 
IL'>=1亏（位＇＞一认y')),

1 < :v ' I R ' > = -一了, ✓ 
J <x'l L'> c= -= ,/2 

x =accos ,J <:vlS\) 

(18.9) 

(18.10) 

(18.11) 

你所要

(18. 12) 

(18.13) 

(18.14) 

(18.15) 

(18.16) 

(18.17) 

答案是，一束＂向偏振光在 0 方向（在皿平面中）被散射的强度和 COS句成正比．如果你要

间关于 g 向偏振光的悄况，你会发现
<11'闷 I 吟 =0. (18.18) 

所以散射光在＂方向是完全偏振的．

现在我们介绍一些有趣的事情． 式(18.17)和 (18.18) 的结果完全和第一卷 §32-6 给

出为光散射的经典理论相一致．在那里我们想像电子为一线性恢复力束缚千原子，以致电

子就像一个经典振子． 也许你在想：“这问题在经典理论中要容易的多，如果经典理论给出

正确的答案，为什么要用撮子理论来麻烦自己呢？“有一个理由是，我们至今所考虑的只是具

有j=l 的激发态及j=O 的基态的原子这一特殊一一虽然普通——的情况．如果激发态的

自旋为 2, 你将得到不同的结果．另外，我们并没有理由认为这种电子被弹簧拉住和被振荡
电场驱动的模型也应对单个光子适用．但是我们发现实际上它确实是适用的，所得出的光的
愧振性和强度是正确的．所以从某种意义上讲，我们正在使整个课程筷近真实情况．在第
一卷中，我们用经典理论讨论过折射率和光散射理论，现在我们证明了噩子理论在最一般的
情况下给出了同样的结果．例如，我们现在实际上用景子力学论证了天上的光的偏振现象，

这是唯一真正合理的方法．

当然，所有行得通的经典理论最终总得到合理的釐子论据的支持．自然，我们花了很多

时间来对你们解释的那些内容都是选自经典物理中对量子力学来说仍然正确的部分．你可
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能注意到，我们从不详细讨论电子绕轨道运行的原子模型． 这是因为这样的原子模型并不

给出和量子力学相一致的结果．但是连在弹簧上的电子（在原子”来看“，根本不是这么回事）
确实起作用，所以我们在折射率的理论中采用了这一模型．

§18-3 电子偶素的湮没

下面我们想举一个非常漂亮的例子．它很有趣，虽然稍微复杂些，但我们希望不致于过

分复杂．我们的例子是个称为电子偶素的系统，它是由一个电子和一个正电子组成的“原子”
一个矿和一个矿组成的束缚态．它类似于一个氢原子，只是正电子代替了质子而已．

和氢原子一样，它有许多状态，其基态也由千磁矩的相互作用而分裂成“超精细结构＇＇．电子

和正电子的自旋都为-.;-, 它们可以平行或反平行于任一给定的轴（在基态不存在由于轨道

运动而产生的角动景），所以它有四个状态：其中三个是自旋为 1 的系统的支态，它们具有相
同的能量，另一个是具有不同能量、自旋为零的态．不过，能量的分裂比氢的 1420 兆周要大

得多，这是因为正电子的磁矩比质子的磁矩大得多—一大 1000 倍．

然而最重要的区别在于：电子偶素不能一直存在．正电子是电子的反粒子，它们可以互

相湮没．这两个粒子完全消失—一它们的静止能量转化为辐射能，后者表现为丫射线（光子）．

在此蜕变中，两个具有有限静止质量的粒子，变成了两个或多个静止质撬为零的粒子立

我们从分析处于自旋为零的态的电子偶素的蜕变开始． 它蜕变成两个寿命约为 10一10
秒的 7 射线（光子）．起初，正电子和电子靠近，它们的自旋反平行，构成了电子偶素系统．蜕

变后，有两个光子带着大小相等而方向相反的动量跑开，（图 18-5). 它们的动撬必须大小相

等而方向相反，因为，如果我们取的是处千静止状态的湮灭这

一情形，蜕变后的总角动星必热和蜕变前一样为零． 如果电 电子偶素

子偶素不是处于静止状态，我们可以跟着它跑，解出这一间

题，然后再把每件事变换到实验室坐标系中去． （看，我们现 “一

在已经工具齐全，可以做任何事情了．）

首先，我们注意角分布并不是很有趣的． 因为初态的自
蜕变前 蜕变后

旋为零，它没有什么特殊的轴一一它对所有的转动都是对称 (al (b) 

的．于是终态对所有的转动也应该是对称的．这意味着该蜕 图 18-S 电子偶素的双光子湮灭

变对每个角度都同样可能一一光子走向任何方向的振幅都是一样的．当然，一旦我们在某

个方向找到一个光子，另一个一定是在相反方向上．
剩下的唯一问题是关于光子的偏振，现在我们来看一下这个问题． 设两个光子运动的

方向为正 z 轴和负 z 轴．对于光子的偏振态，我们可以使用我们所需要的任何表象．我们

将选取右旋和左旋圆偏振（总是相对运动方向而言），来描述它．我们可以立即看出，如果向

上的光子是 RHO, 那么如果向下的光子也是 RHO, 则角动量守恒．每个光子相对其动量方

向来说都携带了十1 单位的角动姑，这就是说沿 z 轴2)是 1--1 和一 1 单位．两者的总和为零，

1) 在对今日世界的较深的了解中，我们还没有一种容易的方法，以区分光子的能量是否比电子的能量具有较少的物
员也因为王如你们所知道的，所有粒子的行为非常相似，唯一的区别是光子的静止质孟为零。 ` 

2) 注意，我们总是分析在粒子运动方向的角动量，如果瑕司及关于任何其他轴的角动量，那我们就要为可能有“轨
道“角动量一来自压i 项一一而操心了．例如，才又r, i才能说光子正好是从电子偶素中心离去的，它们可能会
象从旋转的车子边缘抛射出去的两个物体积洋离去．但是当我们把我们的轴取在运动方向上时，我们就不必担心
这种可能性了亭
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蜕变后的角动擢和蜕变前的相同．见图 18-6.

同样的论证表明，如果向上的光子是 RHO, 则向下的光子不可能是 LHO, 否则终态将

具有两个单位的角动量． 若初态自旋为零这是不允许

的．注意，对于其他自旋为 1 的电子偶素的基态，这样的

终态也是不可能的 因为在任何方向角动量的极大值是

一个单位．

现在我们要证明，对自旋为 l 的态，双光子湮没是根

本不可能的．你可能认为，如果取j=1, 叨=0 的态

它在 z 轴上的角动蜇为零——它应该与自旋为零的态一

样，可以蜕变成两个 RHO 光子． 当然，图 18-7 (a)所示

的蜕变使绕辽同的第动世守恒．但是来看一下如杲把此

体系绕 g 轴捷转 180° 会发生什么，我们将得到图
图 18-6 电于偶素沿 g 轴湮灭的一种 18-7(b)所示的图像．它与图 (a)完全相同．我们所做的

一切只是把两个光子互换了一下． 光子是玻色子，如果

把它们互换一下，振幅不变号，所以 (b)部分蜕变的振幅必定和 (a)部分蜕变的振幅相同．但
是我们曾假设原来的物体粒子自旋为 1, 如果我们把处于叨=0 态、自旋为1. 的粒子绕 g 轴

旋转 180°, 它的振幅将改变符号，（见表 17-2, 0=元。）所以图 18-7 中 (a) 和 (b) 的振幅应具
有相反的符号，自旋为 1 的态不能蜕变为两个光子．

_-_ - - -

2 

电子偎素

! 

e. 十e 

• m-+1cl主右旋圆
偏振

可能性

_- __ - -一－＿－一、.-.

伈振

干, e 

I'一、
I I 
\ --/ .. ···-

\·J 

_ 
、
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e气厂

\I 、
－

/j 

（
｀
、

(a) j (b) 

图 18-7 对于电子偶素 }=l 的态，过程 (a)和它绕 y 轴旋转

180~ 后得到的(b)完全相同

i 偏振
图 18-8 电子偶素湮没的另一种

可能过程

当电子偶素形成时，你可能预期它有 1/4 的时间留在自旋为 0 的态3/4 的时间留在自
旋为 1 的态（包括叨= -1, 0 或 +1). 所以有 1压的时间你将得到双光子的湮没，另外的
3/4 的时间可能没有双光子湮没． 但湮没仍会发生，不过将产生三个光子．这种情形较难
发生，寿命要长 1000倍一约 LO一7 秒．这是实验观察到的结果．我们将不再进一步详细讨
论自旋为 L 粒子湮没．

到现在为止，假如我们只考虑角动量，电子偶素自旋为零的态可以变成两个 RHO 光子．
另外还有一种可能性它可以如图 18-8 所示的那样，变成两个 LHO 光子，接下来的问题是，

这两种可能的衰变模型的振幅之间有什么关系？我们可以从宇称的守恒得出这种关系．

然而，要这样做，我们必须知道电子偶素的宇称．现在，理论物理学家在某种程度上已

表明不容易解释为什．么电子和正电子（电子的反粒子）的宇称必须相反，使得处于自旋为零
的某态的电子偶素其宇称必须为奇． 我们只是假设它的宇称为奇，既然我们能得到与实验
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相符合的结果，我们可以把这作为充分的证朗． . 

让我们看看，如果把图 18-6 所示的过程作一反演，将会发生什么情况． 当我们这样做

后，两个光子的方向和偏振都反过来了，反演后的情形正如图 18--8 所示．假设电子偶素的

宇称为奇，则图 18-6 和图 18-8 中两个过程的振幅必须具有相反的符号．设以 IR1R心代表

图 18-6 的终态，其中的两个光子都是 RHO, 而以 /L1L心代表图 18-8 的终态丘其中的两个

光子都是 LHO. 真正的终态一一让我们称它为 IF>一一必定是

IF>=IR出心 -IL1丛>. (18.19) 

于是，反演把 R 变成 L, 给出

Pl吟＝也L心一！凡凡>=-I吟， (18.20) 

上式正好是式(18.19)加个负号．所以终态 IF> 有负的宇称，和电子偶素自旋为零的初态一

样．这是唯一可使角动量和宇称都守恒的终态．

蜕变成这个态的振幅一定存在，但我们现在不必为此操心，因为我们只对偏振感兴趣．

式(18.19) 中的终态有什么物理意义呢？一个意义是：如果我们用两个可以分辨 RHO

和 LEO 光子的探测器来观察发射出来的两种光子，我们将总是看到两个 RHO光子在一起

或两个 LHO光子在一起．这就是说，如果你站在电子偶素的某一边，另一个人站在相反的

一边，你可以测量偏振情况，并告诉另一个人他会获得什么样的偏振．你有 50 对 50 的机会

捕获一个 RHO 光子或一个 LHO 光子．不管你得到哪一个光子，你都能预言他也会得到同

样的结果．

由千 RHO 或 LHO 偏振的机会是 50 对 50, 听起来它可能像线偏振．我们要问：如果我

们在只能接收线偏振光的计数器中观察光子，将会怎样呢？测量丫射线的偏振不象测量光的

偏振那祥容易．对千这样短的波长，还没有很好的起偏振器．但是为使讨论方便起见，让我们

假想有这种起偏振器．假设你的计数器只接受芷偏振的光，而在另一边的一个人只寻找具
有扩偏振的线偏振光．你检测到由于偶素湮没而产生的这两个光子的机会是多少呢？我们

所要间的是 IF,沈E态 I气心的振幅是多少．换句话说，我们想求振幅
＜硕21 吟，

当然，它就是，
＜气归 IR1R分一＜屯纠 L1L分. (18. 21) 

虽然我们是在求两个光子的双粒子振幅，但我们可以象处理单粒子振幅那样来处理，因

为每个粒子的行为是相互独立的． 这意味着振幅＜屯g叶R1凡＞只是两个独立振幅 <a;i/R少

和也扭心的乘积．由表 1干3, 这两个振幅是了了和 :n-,所以

同珅得

＜“过2!R1凡＞＝＋－
i 
;& • 

i 
. (ro剢 L1L分＝－了·

按照式(18. 21), 将此两振幅相减得

(a, 如！黔一十,;,_ (18.22) 

所以得到一个单位几率丸如果你在如偏振的探测器中得到一个光子，那么另外那个人将在

1) 我们没有将我们的振幅归一化，或乘上蜕变成任一特殊终态的振幅，但是我们可以知道这个结果是正确的，因为
当我们考察另一种选择时，我们得到的几率为零（参见式18.23),
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他的 y-偏振的探测器中得到另一个光子．

现在假定另外那一个人也用和你一样的 '1l-偏振的计数．当你得到一个光子时，他决不

会有计数．如果你从头到尾算一下，就会得到

＜吓引矜 =0. (18.23) 

自然，如果你用 g 偏振的计数器，则只有当他用芷偏振的计数器时，他才会得到和你一致的
计数

现在所有这一切都导致一个有趣的情况．假定你用一块象方解石那样的东西，把光分

解为忙偏振和 y-偏振的光束，并在各光束中放一计数器，我们把一个叫做无计数器，另一个

叫做 g 计数器．如果在另一边的那个人也这样做，则你总是可以告诉他，他的光子将跑进哪
一束光去，每当你和他同时记录到光子时，你可以观察你自己这边哪个计数器捕获到光子，
然后告诉他，他的哪一个计数器中有一个光子．我们说在某次蜕变中，你发现一个光子进
入你的忙计数器，则你可以告诉他，他也必定在他的 y-计数器中找到一个光子．

许多按通常（老式）的方式学习量子力学的人都会发现这个困扰，他们总是认为一旦光
子被发射出来，它们就象一个具有特定性质的波一样前进．他们以为既然“任一给定的光子”
具有某一是忙偏振或者是 y-偏振的'~振幅“，那么就应有某种机会不是在＂计数器就是在 '!J
计数器中找到它，并且这个机会应该和另外那个人找到一个完全不同光子的机会无关．他

们讨论说，另一个人所做的测量，不应该能够改变我找到什么的几率．“但是，我们的量子力
学告诉我们，根据你对第一号光子所做的测量，你能正确地预言，当检测到第二号光子时它

将是什么样的偏振． 这个观点从未为爱因斯坦所接受，他对之极为烦恼－这成了著名的

“爱因斯坦－帕达斯基－罗森佯谬＂．但是，当像我们在这里所作的那样来描述这一情况时，就
似乎根本不存在什么佯谬，并且很自然地得出在一个地方测得的结果与在另一个地方所测
得的结果有关．关于该结果为佯谬的论证大致是这样的：

(1) 如果你有一个计数器，它告诉你，你的光子是 RHO 还是 LEO, 你可以精确地预言
他将会发现哪一种类的光子(RHO 或'LIIO).

(2) 因此他所接收到的光子，必然各个是纯 RHO 或纯 LHO, 有些是一种，有些是另一

种．，

(3) 你谅必不能用改变你对你的光子观察的种类，来改变他的光子的物理性质． 不论
你对你的光子作什么测量，他的光子必定仍然不是 RB:O 就是 LHC.

(4) 现在假定他用一块方解石改变的仪器，把他的光子分成两种线性偏振的光束，以致
他的全部光子不是进入忙偏振的光束，就是进入 y-偏振的光束．根据量子力学，绝对没有

一个方法可以说出任一特定的 RHO 光子将近入那个光束． 它进入匀光束的几率是 50%,

进入 g 光束的儿率也是 50%. 对一个 LHO 光子也是这样． . 

(5) 既然每一个光子不是 RHO 就是 LIIO—一按照 (2) 和 (3) —一每个光子必然有 50

对 50 的机会进入“光束或 g 光束，无法预言它将走哪一条路．

(6) 然而理论却预言，如果你看见你的光子通过＂起偏振器，则你能够肯定地预言，他

的光子将通过他的 g 起偏振器．这与 (5) 矛盾，所以存在着佯谬．

然而大自然显然没有注意到这个“佯谬,,• 因为实验表明 (6) 中的预言实际上是对的．我

们在第一卷 35 章关于量子力学的行为的第一次讲话中，巳经讨论了这个｀｀佯谬＂的关键．在

上面的论证中， (1), (2), (4) 和 (6) 都是正确的，而 (3)和它的推论 (5) 是错误的．它们不是自
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然界的正确描述．论证 (3) 表明，由你的测量（看见一个 REC 或 LI-IO 光子），你能决定在他

那里发生的是可选择的两个事件中的哪一个（看到一个 RHO或 LHO 光子），而且，甚至不

做你的测量，你仍然能讲出他那里所发生的事件将是这个或那个． 但是第一卷 35 章中的

要点恰恰是从一开始就指出在大自然中并非如此．大自然的方式需要用振幅间的于涉来描

述，每一个事件有一个振幅．测量实际上哪一个事件发生就破坏了干涉，但是如果不进行测
量，你就不能再说“这个或另一个事件仍要发生．＂

如果你对你的每一个光子都能确定它是 RHO 还是 LHO, 以及它是否为芷偏振（对同

一光子而言），那就将真有佯谬了．但你办不到一一这是测不准原理的一个例子．

你仍然认为有“佯谬“吗？我们提出一个假想的实验来证实这实际上是关于大自然行为
的一个“佯谬＇＇，对于这个假想实验，量子力学理论通过两种不同的论证会预言两个相互矛盾
的结果．否则，这“佯谬“只不过是现实和你对“现实如何＂的感觉之间的冲突．

你认为这虽不是佯谬，但仍然是非常奇特的吗？我们完全同意你们的想法．这就是使物
理学迷人之处．

§18-4 任意自旋的转动矩阵

至此我们希望你们能看到，角动量概念对了解原子的历程是多么重要．到目前为止，我

们只考虑了自旋（或“总角动量")为 0、一或 1 的体系．当然还存在具有更高角动量的原子
2 

体系．为了分析这种休系，我们将需要有 §17-6 中那样的转动振幅表．这就是说，我们将

需要自旋为 3/2, 2, 5/2, 3 等的振幅矩阵．虽然我们将不去详细地计算出这些表，但我们希

望告诉你们它是怎样算出的，以便你们一旦需要时能自己算．

正如我们以前看到的，任何具有自旋或“总角动量"j 的体系能够存在千 2j+1 个态中的

任一个态，这些态的角动量在 z 轴上的分量，可以是j, j-1, j-2······ 一 (j-1), -杖都以九

为单位）这一系列分立值中的任何一个值．把任何一个特殊态的角动量的 2 分量称为叨九，
通过给定两个“角动量量子数,, j 和m的数值，我们就能定义某一角动量状态．我们以态矢量

Ii劝分来表示该态，在粒子自旋为一的情况下，其两个态就是 I一 一＞和 I- -->, 而对2 2'~2'~ 

于自旋为 1 的系统，其状态用这种记号将被写成 I 1, +1>, I 1>, 且，一1), 当然，自旋为零

的粒子只有一个态 10, 0). 

现在我们想要知道，当我们把一般的态 \j,'1心投影到一个关子一组转过的坐标轴的表

象中去时，会发生什么情形．首先我们知道， j 是一个表示该体系特征的数，所以它是不变

的．如果转动坐标轴，我们所得到的只是关于同一 j 的各个m值的混合状态．通常，将有某

一振幅使系统在转过的坐标系中处于态 Ii, 叨今，这里彻＇是新的角动量的 2 分量．所以我

们所要的是对于各种转动的矩阵元勺，吭'IR!i, 叨＞．我们早已知道，如果我们绕 z 轴旋转伞
角将发生些什么．新的态只不过是把原来的态乘上 e'叫而已一一它仍有相同的m值．我们
可以把这写为
\ R.(cf,) Ii, 叨>=t产飞， m),

或者，如果你喜欢可写成

(j, m'IR,.(中） Ii, 吩＝斗，＂严．
（式中若叫＝叨则沁,m,=1, 否则为 o.)

(18.24) 

(18.25) 
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对于绕任何其他轴的转动，各个叨态将混合． 当然，我们可以尝试求出用欧拉角 f3J (Ill 

和 7描写的任意转动的矩阵元．但比较容易的是记住这种最一般的转动可以由三个转动
R心）， R卢）和比(/3) 组成，所以如果知道了对 g 轴旋转的矩阵元，我们所需要的一切就都

有了．

对于自旋为 j 的粒子，绕 g 轴转动角(}, 我们如何去求其转动矩阵元呢？我们无法告诉

你们如何用一种基本的方法（我们已经有的方法）去求． 对自旋为 1/2 的粒子，我们通过复

杂的对称性论证求得其矩阵元．｛接着对自旋 1 的情形，我们通过由两个自旋为 1/2 的粒子

组成的自旋为 1 的系统这一特例来求得其矩阵元． 如果你们赞同我们的做法，并且接受这

一事实在一般情况下，答案只与自旋 j 有关，而与自旋为 j 的粒子的内部构造是怎样拼成

整体的无关，那么我们可以把自旋为 1 的论证推广到任意自旋的情况．例如，我们可以虚构

一个自旋为 3/2 的系统，它由三个自旋为 1/2 的粒子构成．我们甚至可以把它们想象成都

是可区分的粒子一一如一个光子、一个电子和一个µ介子一一以避免复杂性． 通过对每一

个自旋为 1/2 的粒子进行变换，我们就可以知道整个系统发生的情况一一记住对于组合态，

三个振幅是相乘的，我们看看，在这种情况下该怎么做．

假定我们取三个自旋为 1/2 的粒子，其自旋全部朝上，我们可以用!+++>表示该态．
如果我们从一个绕 z 轴转了中角的坐标系来看这个系统，每个正号仍为正号，但要乘上 6切气

我们有三个这种因子，所以

R,(伞) I +++>=e吩121 +++>. (18.26)-
3 3 

显然， I+++>态正是我们说的叨=+3/2 的态，或 1.._, 十-:-->态．

如果我们现在绕 g 轴转动此系统，每个自旋为-的粒子将具有某个振幅为正的或为负

的振幅，所以现在此系统是八种可能组合的混合态，这些组合是 I+++>, I++->, 
l+-+>, !-++>, r+-->, I-+->,!-++>, 或 l--->. 显然这八个组合可以
分成四组，每组与一个特定的邠值相对应．首先，我们有 I+++>, 对这个态叨一3/2,, 接着

是 I++->, I+.-+>和 I-++>三个态一一每个态都是两个正一个负．因为每个自旋为

一的粒子在转动下都有同样的机会变成负的，所以这三个态的组合中每个所占的量应该相
2 

等．于是我们取该组合为

~{l++->+l+-+>+1-++汾. (18. 订）.Ja 

加入因子 是为了使态归一化．如将此态绕 z轴转动，我们对每个正号得到一个因子社／气
了

对每个负号得到因子矿14>/气式(18. 切）中的每一项都乘上了 6伈/2, 所以有一个公因子 e'"'I'.

这个态满足我们对彻＝十-态的想法，我们可以断定

(18.28) 

同理我们可以写下
1 -={!+-->+I~+->+I--+沪中－令， (18.29) 
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1 
它和吭＝一-:-的态相对应．注意，我们只取了那些对称的组合－我们没有取带有负号的

任何组合，这种组合将对应于仍相同但 j 不同的态（这正和自旋为 1 的情况相象，在那里我
, 1 、

,..,,'2/''" ,., •rJ~1-,-, 心, .. ~,✓ 了J

最后，我们有

宁－兮=I--->. (18.30) 

我们将此四态概括在表 18-1 中

表 18-1

I+++>

卉{1++->+I+-+〉 +I 一十一〉

去们一>+1 一十一〉 +I--+>

l 一一一〉

嘈，心

一片，号〉

书，号〉

书，令

书
3

现在我们所要做的就是将每个态绕 g 轴转动，并看看它给出多少个其他的态——利用
1 

我们已知的关于自旋为-的粒子的转动矩阵． 我们的做法和§12-6中处理自旋为 1 的情..l 

形完全相同（只是多一点代数运算罢了）．我们将直接按照 12 章的思想，所以不必详细重复
所有的说明．系统 S 中的态将记为 . 

1 寺，，十寺， S)= I+++), I 幸， 十寺，正（六）{l++->+l+-+>+1-++>, 
13 3 

等等．系统 T 将是绕 S 的 g 轴转过 0 角的系统， T 的态记为- +- T, - +- T, 3 1 
} 

'3 3 
12, 2·> l2• 2· >

等等．当然， I-=-·+- T〉与 I+', +', 十＇＞相同，带撇的总是属千系统 T. 与此相类似，l, ~, • 

在：

的每个 I+') 态都是由 S 系统中的一对态l+>和 I->, 通过表 12-4 中的矩阵元变换来的．
1 . 

当我们有三个自旋为-的粒子时，式(12.47)可以由下式代替，

I+++>=引＋＇＋＇＋＇＞＋砂{I+'+'-'>+ l +'-'十'>+I-'十＇＋今｝
+ab2{ I+'-'-')+ I-'+'-')+ I-'-'十今}+b叶-'-'-'>. (18.31) 

利用表 12-4 的变换，代替式 (12 .48), 我们得到下列方程 , ' 

吾，＋寺， s)=a3 j吾，十孛吟+~吐bj导，＋寺， T)+.J:了咕b 孛－寺， T〉
(18';32.) ＋矿孛－告， T〉．

3 
这已经给了我们儿个矩阵元勺们 q,S). 为了求得,,.l, 

"+"项和一个“一”项的态的变换开始．例如：

1 +2• s〉的表示式，我们从有两个
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-
I++->=心巨'+'+')+a初+'+'-')+ abc I +'-'+') + bac I -'+'+') 

+abdl +'-'-'>+b砬 1-'+'_:'>+b闭－＇－＇十'〉 +b2d[ -'-'-'>. (18.33) 

对 I+-+> 和 I-++> 加上两个相似的表示式，并用 ✓s去除，我们得到

告，十主吟＝喜吠ol告，十f, T〉+(年-2咖） 1寺，＋扛〉
13 3 3 +(2b呱＋沁）中方， T)+喜归压－百， T〉. (18. 34) 

继续这些步骤，我们就得到列在表 18-2 中的所有变换矩阵元<jTliS>. 表中的第一列来自

式(18.32), 第二列来自式(18.34), 最后两列也是用相同方法得到的．

表 18-2 一自旋为 3/2 的粒子的旋转矩阵

（系数 a, b, c 和 d 列于表 12-4 中）

3 3 3 1 S> 3 1 13 3 
勺T/iS〉 百，气， s〉 可，十了' 了，一2's〉 12' 飞， s〉

烽，骨， T a3 ✓可心c ✓了ac2 ca 

停＋幸， T ✓了a2b a2d+2心 c2b+2dac ✓3c2d 

<3 1 J百·a1;2 2bad+沪c 2c必+a初 ✓了c护2 , 2 , T .. ..` 

', . <主2 , —...__3 2 ,.T b3 J百沪 ✓了b护 护

. 

现在假设 T系相对 S 绕 g 轴转过角 0, 于是 a,c b, o 和 d 的值（参见 (12.54)) 是 a=d=
0 0 .. · · 

亟－，
2 
及 c- -b=Sin -. 将这些值代入表 18-2 中，就得到与表 17-2 的第二部分相应的形

2 
3 

式，只是现在是关千自旋为一的系统．
2 

我们刚才所做的论证很容易推广到任意自旋 j 的系统上去. Ii, 叨＞态可以由 2j 个粒
. 1' 

子组成，每个粒子的自旋都是一（其中有 j+叨个粒子在 I+> 态， j-叨个粒子在 I-> 态）．
. 2 

对所有可以这样做的方式求和，并乘以适当的常数使态归一化． 你们中喜爱数学的人或许
能得出下式1): • 

勺，叨I IB11(0) Ii, 吩= [(j+ 叽） I (j-吩！（沪邧） ! (j-动!] 1/!l 

x~ 
（一 1)1'(cos0/2)2i+m'-m-.21'. (sin0 /2) m-m'+.27' 

k (叨-叨'+k) ! (j+叨'-k) ! (j-叨-k)!k'
(18.35) 

其中的缸必须取所有能使阶乘中的项;;;;..o 的每个值．

这是一个相当杂乱的式子，但是你可以用它来检查对于j=l 的表 17-2, 并可以制定对
于更大 j 值的表．有几个特殊的矩阵元特别重要，给了它们专门的名称．例如叨＝仇'=0,. j 

为整数的矩阵元是著名的勒让德多项式，称为乌(oos 0): 
<.j, Oj R11(0) lj, 0) =P;(cos 0). 

, 

'' 

(18.36) 

这多项式的前几项为：
P。 (o~0) =1~ 

P1(o~s0) =oos0, 

. (18.37) 

(18.38) 

1) 你如想知道细节，可以参看本章的附表．
~、
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1 
凡(cos0) =— (3coss 0-1), 

2 

1 P8(cos:0) =亡（和os3 0-3cos 0). 
2 

§18-5 核自旋的测量

251 

(18.39) 

(18.40) 

我们愿意告诉你们一个应用刚才所述系数的例子，这是一个你们现在能够理解的新而

有趣的实验．有些物理学家想知道原子核 Neso 处于某激发态的自旋．为此，他们用一束加

速碳离子去轰击一个碳靶，从下述反应中产生想要的 Nell9 激发态称为Ne.11°骨），
01.11+ 01.11~Ne;0• +伍，

. . . 

式中也是＂粒子或 He4, 用这种方式产生的 Ne20 的几个激发态是不稳定的，以下面的反应
而蜕变

Ne沁一Q16+o:扣

所以在实验中由反应产生的＂粒子有两个，我们称它们为气和 aa, 因为它们以不同的能量
离去，所以它们彼此是可以区分的．再有，对 0:1 挑选一个特定的能量，我们就可以选出 Ne汹
的任一特定的激发态，·

实验的装置如图 18-9 所示．一束 16MeV的碳离子射向一层很薄的碳销．第一个＂粒
子用标明为气的硅扩散结探测器来计数，该探测器调 硅结探测器

整成接收具有适当能量且（对 ou 入射来说）为向前运

动的妇位子．第二个＂粒子由对也的夹角为 0 的计 // 
"a, / ~ 

数器凸来检测．对从气和 a.:i到符合信号的计数率 / 勹笛三一一二三测器ci• 离子束

作为 0 的函数进行了测量．

上述实验的思想如下．首先，你需要知道 0气中 30p,g/cm• 

和＂粒子的自旋都为零．如果我们把初始时 01.11 的运
图 18-9 确定 N产的某些态的自

动方向称为+i 方向，则我们知道 Ne.11°' 对 z 轴的角动 旋的实验装置

量必为零．没有一个其他粒子有自旋，o卫沿 z 轴抵达，伤粒子沿 d 轴离开，因此它们对 Z 轴
不可能有任何角动量．所以不论 Ne加的自旋 j 是什么，我们知道它处于态L;, O) 中．那么
当 Ne沁．衰变成 010 和第二个＂粒子时将发生些什么呢？”粒子由计数器O:,e 测得，为了使动
量守恒， 010 必在相反方向上离去1>. 对通过彴的新轴，不可能有的分量．终态对新轴的角
动量为零，所以只有当 Ne.110.有某种使叨＇等于零的振幅，它才能这样蜕变，这里而是对新
轴的角动量分量的量子数．实际上在 0方向观察到 o:a 的几率就是下面这个振幅或矩阵元的
平方．

勺, O[ Ri0) lj, 0). . ns.41) 

为了求得本问题中 Ne正态的自旋，将第二个 a粒子的强度作为角度的函数作图，并与
不同 i 值的理论曲线相比较．正如我们在上节中所讲的，振幅 (j, OlR11(0) lj, O? 就是函数
P1(cos0). 所以可能的角分布就是 [PJ(oos0)尸的曲线． 图 18-10 给出了两个激发态的实
验结果你们可以看到 5.80MeV态的角分布曲线与 [P1(四0)]2曲线重合得很好，所以它
必然是自旋为 1 的态．另一方面，对于5.63MeV 态的数据却很不一样，它符合 [Pa(cos0)]2

l) 我们可以忽略在第一次碰撞中 N砰忙得到的反冲，或者更好的是我们把它计算出来加以修正．



252 费曼物理学讲义（第三卷）
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5.80 McV 态
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'' 
图 18-10 夹自 Ne20"' 的两个激发态的＂粒子角分布的实验结果，Ne2庐由困 18-lll 的装置产生

［引摘自 J. A. Kuehner, Physical Review, Vol. 125, p. 1653, H62.] 

曲线．这个态的自旋为 3.

从这个实验，我们能求出 Ne20* 的两个激发态的角动量． 这个资料又可以用来试图了

解该原子核内部质子和中子的位形，使我们对神秘的核力又多了一些知识．

§18-6 角动量的合成

当我们在第 12 章中研究氢原子的超精细结构时，我们必须算出由两个自旋都是 的歹
粒子一一片i子和质子一一组成的系统的内部状态．我们发现这样的一个系统的四个可能的

自旋态可以分成两组一一－一组具有一个能量，对外界来说它好象是一个自旋为 1 的粒子，剩
1 下的一个态其行为象一个自旋为 0 的粒子．这就是说，把两个自旋为一的粒子放在一起就2 

形成一个“总自旋”为 1 或0的系统．在本节中我们希望用更普遍的方法来讨论由两个任意

自旋的粒子组成的系统的自旋态．这是关于量子力学系统的角动量的另一个重要课题．
我们首先将第 12 章中关于氢原子的结果改写成比较容易推广到更为一般情况的形式．

我们从两粒子开始，把这两个粒子称为粒子＂（电子）和粒子砍质子）． 粒子＂具有自旋

了）“其角动量
1) 一小一了中的一个．同样，粒子 b 的自旋态也由其自旋外以及它的角动量的 2 分量邓来描

述我们可以构成两个粒子自旋态的各种组合．例如，我们可以把叨尸一的＂粒子和彻b
1 . . 2 

--于的 b粒子构成一个态巨，十令心，－寺〉．一般地讲，组合态构成一个系统，其“系统
自旋＂，或“总自旋“，或“总角动量"J 可以是 1 或者 0, 系统可以具有角动量的 1 分量 M, 当
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J=1 时，它为+1、0 或一1, 当 J==O 时，它为 o. 用这种新的语言，我们可以把式 (12.41)和

(12.42)改写成表 18-3 所示的形式．
表 18-3 中左边那列用总角动量 J 和 2 分董 M 描述复合态，右边那列借助于两个粒子

＂和 b 的m值来表明这些态是如何构成的．

•• 

表 18-3 两个自旋；粒子的角动量（儿一f, 忙少）的合成

IJ一1 贮+1〉 -la, 十令； b, 十主〉

IJ一I, M一0)-六{la, 十卢， b, 分）+la, -主； b, 心｝

IJ一1, M- 一1〉=la, -主 b, 甘〉

IJ一 O, M=O)-令{ Ja, 十志， b, 分） -la, -主， b, 心｝

现在我们想把这个结果推广到两个具有任意自旋加和加的粒子"、 b 所组成的态． 我

们从考虑允一了和 j1,=1 开始，即从抓原子着手，在抓中粒子 a 是电子 (e), 粒子 b 是原子核
1 

知核(a) .. 于是我们有加=j尸2• 抓核由一个质子和一个中子构成，它处于总自旋为 1

的态，所以 j1,=ja=1. 我们想要讨论尔的超精细结构就像对氢所做过的那样． 因为抓核具

有三种可能的态硐＝四＝十， 0, -1, 而电子有两个态叨a=叫＝＋－
2' 2' 所以存在如

下六个可能态（采用记号 le, 叫; d, 叨心）：

..... 

e, 十2'a,, 十 1户

e, +寺 a,, 0>; I e, 号； a,, 十1〉,

e, 十-}; 也一1);)e, -宁 d, 0>,

I 1 
I 

- e~. -=了； a,, 一1〉.

你会注意到，我们将态按照叨．与 m,1 之和的值的递减次序分类．

(18.42) 

! 

, 

现在我们问：如果我们把这些态投影到不同的坐标系时会发生些什么情况？如果新系统
只是绕 z 轴转过 4 角，则对态 I e, 如； d, 叩＞乘以

一产"'erm..•'= e'<叩伍况 (18.43) 

（该态可以想像为乘积 le, 吭分l:ti, 四＞，每个态矢量都独立地贡献出它自己的指数因子）~J

因子 (18._43) 为 6伽“的形式，所以态 le, 吭.; d, 彻心的角动量 2 分量等于
M=仇6十吭d, {18. 丛）

总角动量的 2 分量是各部分的角动抵z分量之和．
3. l 

所以，在式(18.42)中，第一行中的态M=+-,第二行中两个态 M一十一2 沪 , 百下面一行,,'2, 

的两个态M---
3 

2, 最后一行中的态 M--了．我们立即看出组合态的自旋J总角动
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, 

~. 
量必定有一个可能值-:-·,这将需要四个态其M=+ 3 

3 2 歹'
对于 .Jf=-心只有一个候选者，所以我们早已知道2' 

I 3 1 'J =½, M = +钤= le, 十专； d,, 十1〉. . (18.40) 

但 IJ 一可， M=j)的态是什么呢？在式(18.42)的第二行中，有两个候选者，事实上，它
1 

们的任意线性组合也是M-2· 所以，一般地讲，我们必然会预期有

, 
1-2 

+ 1· ·3, 
＿歹，和一了

IJ=寺，正＋兮＝叶 e, 十生； <!,, 0 +/3 e, 1 +1 , > I -~"'· >
式中 a 和 B是两个数，它们叫做克莱布希－戈登系数．我们下一个问题是求出这些系数．

如果我们还记得抓核是由一个中子和一个质子构成的，并且利用表 18-'-'3的规则更明确

地写出抓核的态．我们就可以容易地求出这些系数．如果我们这样做了，式(18.42)列出的
态就如表18-4 所示．

(18.46) 

• 表 18-4 代原子的角动囊态

. 

户又.· 

3 
仇一一 . , 2 

1 > 1 1 可1 >e, 百； d, +1 = e, +可； n, 十歹； P, 十

1 
m--2 

1 > 1 { 1 1 1 > 1 1 1 } e, +百; d, 0 =✓ 2 e, 十百； n, 十2;p, 一百+ e, 十百； n, 飞-, P, +沪

飞1 ; d, +l>= 1 1 歹le-e, e, 飞； n, 十歹； p, + >

1 m=--2 

十百1 ; d, 一1〉- 1 1 飞1 >e, e, 十百； n-百； p, 

e, 分； d, 0〉飞;2{ e, 1 1 1 > 1 1 少｝一百； n, 十百； p, 一可十 a, 一百； n, 一百； p, 

3 
m---2 

e, -上2 ; d, 一 1〉= te, 1 1'l) 
一百； n, 一百； P, 一百

'' 
1 

3 . 
利用表中的态，我们想形成 J=-.-的四个态． 但是我们已经知道了答案，因为表 18-1

1 , 1, 3 
中已经有三个自旋为了的粒子形成的自旋为了的态表 18-1 的第一个态有I J ... 寺， M-

十生〉，它是 I+++>态，在我们现在所用的记号中，态 I+++> 与 e, 十一； n, 十I ! <i1 P, 

2 ＋－〉或表 18-4 中的第一个态是相同的．但这个态也和式(18.42)中所列的第一个态相同，
证实了(18:45污C的说法．表 18-1 第二行表明换成我们现在的记号

3 J-了;M一十生〉~,~{je, 十告，n, 号； P, 分 ''', 
心，
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+ 1e, 
1 1 亏； n, 方； P, +钤 +e, .>}

(18.47) 
勺．

上式右端归并为两项，第一项取J了倍，第：

1 -2;d, 1>. (18.48) 

于是我们就得到式(18.46) 中的克莱布希－戈登系数＂和 ta.

“飞早 (18.49) 

按照同样的步骤，我们可得到

J= 吾， M=-生〉=Jfje, 十寺 d, -1)+✓ 杏 je, -主； d, 0>. (18. 印）
当然还有

¾ 1J= 各， M一号〉= le, -占； d, 一 1〉. (18.51) 

1 3 
这些就是关千自旋 1 和自旋一组合构成总角动量 J= 一的规则．我们将式(18.45) 、

2 2 

\18.48)及(18.EO)摘录于表 18-5 中．

3 表 18-5 侃原子 J=- 的态
2 

IJ丹， M-.±台-le, +告； d, +l>
11斗， M一十衿〉气旮弓； d, o)+J½le, 分， d, 1) 

11-f,M--击〉－抖le, 书； d, 分＋冯le, 甘， d, O>
11-击， M 一一书~,e, 甘； d, 一1)

．畜、 .... 一瞿』．

然而，我们只有四个态，我们所考虑的系统却有六个可能的态．关千式(18.42) 中第二
3 行的两个态，我们只用了一种线性组合去1形成 jJ=了, M=+2)态，还存在与它正交的另

一种线性组合，这种组合态也具有 M=.,;.:_ 即2, 

扣，十寺 <l, 0尺孔－寺； d, 十1〉. , (18. 和）

｀一 1同样式(18.42)中第三行的两个态也可以组合成两个正交的态，每个态具有Y=-、与式2 
• 

(18.52)正交的态为

它们就是剩下的两个态，其M=四＋叽d一士一；而且必定是对应于 J==一的两个态，所以,,2 . . . . ,2 、,
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我们得到

俨， J=告， M一志）=J旮 le, 十寺， d, 0〉-✓言伈 -½;d, +1>, (18.54) 

J=· 古， M=-书=✓lfe, 十¼, d, 一 1〉飞旮号； d, 心．
利用表 18-3, 将债的部分用质子和中子的态写出来，我们就可以证明上述两个态确实

表现得像一个自旋为一的粒子的态．式(;18.53) 中第一个态是
. 2 

J王{ je, 十寺， n, 十告， P, -士〉十 I;, 十古； n, 一告； P, 十会〉｝
J了 J J 一百Je, -2; n, 十2'P, 分〉， (18. 55) 

它也可写成
'. . 

1 
+2;n, 十告， P, 书-le, 分 n, 十}, P, +兮｝

飞引e, 十令； n, 一

现在看一下第一个花括号内的项．设想像把 e 和 P 放在一起，它们形成一个自旋为零的态
（见表 18-3 末行，对角动量没有贡献．剩下的只有中子，所以在转动时第一个花括号就像一

个中子那样，也就是说像一个 J=告， M=+志的态一样．根据同样的论证，我们看到式
(18.56) 的第二个花括号中忠子和中子结合产生了角动量为零的态，只剩下质子的贡献一一

1 
叫＝－、该括号内的项就像一个 J=='7"" 、M=十一的粒子一样． 所以 (18.56)整个表式的2 1 1·2 小
变换就像IJ=+- M 2' ＝十一的态一样，这正是我们所预期的结果．与式(18.57)相对应2 的 M--½ 的态，可以写成将：的＋告改为－告下式

. . .. 、 . . . 夕星.. • •. 

Ji[JT~、仁， 1 _ 1 _ 1\ I 

斗J否{j'e, 十告， n, ~ 告， P, -告〉-le, -奇 n, +告rP, -告〉}] (18.57) 

你可以很容易地验证上式就等于式(18. 54) 中的第二行，如果那一对中的两项是一个自旋为
1 . 
可的系统的两个态，就应该如此．所以我们的结果得到了进一步的证实．一个饥核和一个

3 
电子能够存在千六个自旋态之中，其中四个态与自旋为-:-的粒子的态相似（表 18-5), 两个

.. 1 . ; 
态与自旋为一的粒子的态相似式(18. 区）．

2 

表 18-5 和式 (18. 54)的结果是利用侃核系由一个中子和一个质子构成这一事实得到

1 的．这些式子的真实性与那种特殊情况无关．把任何自旋为 1 的粒子与自旋为一的粒子
2 . 

放在一起，其合成法则（以及系数）都相同．表 18-5 中的那组公式意味着，如杲坐标系统炉'!/
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1 轴转动一一以致自旋为-:--的粒子和自旋为 1 的粒子的态按照表 18-1和 18-2 变化一一则
3~ 

对自旋为-的粒子表中右边的项的线性组合将以适当的方式改变． 在同样的转动下，式
..l 1 

(18.54)表示的态将像自旋为一的粒子的态那样变化．其结果仅取决千原来两个粒子的转
2 

动性质（即自旋态），而与其角动量的起因一点也没有关系．我们仅利用了这个事实，通过选

择一个特殊情况来求出这些公式，在这特殊情况中，其中一个组成部分本身就是由处于对称
1' 

态的两个自旋为一的粒子构成的．我们把所有的结果一起列在表 1亡6 中，同时把记号 "Z"2 

和"ii,"改成"a"和"b"' 以强调结论的普遍性．

表 18-6 一个自旋为+的柱子（心=+)和一个自旋为 1 的粒子 (jb=I) 的合成

I 弓， M=幸〉=/a, 十 ½;b, +l>

I 弓， M=拉喜I a, 于』， b, 0〉于｀沪，一ii ;b, 丑〉

IJ=各辽士一会〉=-J了 I a, 去， b, 一 1〉+J如a, 一会 b, 0>
I J={-, M= 分） = [a, -½;b, -1>

I 乒卢， M~½>=/½}, +½; b, o〉- ✓旮兮，b, +l>
IJ=令， M=-兮=JfJa, 十卢， b, 分－凸la, 甘

．乙

假定我们有这样一个一般问题，就是求由两个任意自旋的粒子组成之系统的态．譬如
一个粒子为儿（所以其 2 分量叨矿有从一如到心的 2j0+1 个值），另一个粒子为 j1,(z 分量叨b
有从一j,, 到外的 2jb+1 个值）．它们的组合态是 I a, 邓； b, 邓＞，而且有(2九十1)(2九十1)个

不同的态．那么我们可以得到总自旋为 J 的什么样的态呢？

角动量的总亿分量 M 等千矶汁叨o, 而且各态总可以按照 M 的次序而排列［各式

(18.42)]. 最大的 M 只一个，它相当于叩＝为和叽 =j,,, 所以最大的 M 就是 j只孔．这就

意味着最大的总自旋 J 也等于和加+j,,:

J=(M)max=j计出

对千小于 (M)max 的第一个M值，存在两个态（不是叨』就是叽比它的最大值小一个单位）．

它们必定贡献一个态给一组与 J=j片为相对应的态，余下的一个态则属于新的 J=ja+九

一 1 相对应的一组态．再下一个M 值（表中从上向下数第三个）可以有三种方法得出（叨。一
.311-2, 邓;..j,,; 叽=j0-l、叩＝外一 1; 以及叽＝少，叽＝外一2), 其中两个属于上面已经提及

的那些组，第三个告诉我们还必须把 J气％＋少-2 的各个态包括进去．这种论证一直继续

到在我们的表中不再能由进一步减小这些m中的一个来获得新态为止．
设为是j(I 和为中较小的一个（如果它们相等，则任取一个），那么需要的只有 2外+1 个

J 值（从 jo+j,, 整数级变化到 ja一外这就是说，当两个自旋为少和 j,,的粒子组合时，系统的

妒



258 费曼物理学讲义（第三卷）

总角动量 J 可以等于下列值中的任何一个：

心

j汁jb

j。心-1

J =~ja+祁-2
: 

I 加一J~I
（写作 lj(J-扒而不写少一如我们可以避免 j立书这个附加条件）．

(18.58) 

对每个 J 值，有 2J+l 个不同M值的态， (M从+J 变到 -J). 每一个这种态都是由

具有适当因子的原来的态位，吭a; b, 如》＞线性组合而成，这些因子就是关千每个项的克莱布

希－戈登系数． 我们可以把这些系数看作是态 lia, 叨ai 如峦.>在态 IJ, M) 中所占的量，所

以每个克莱布希－戈登系数都有六个指标来确定它在表 18-3 和 18-6 之类的公式中的位置．
这就是说，把这些系数称为 O(J, M;ja, M也几， Mb), 我们可以把表 18-6 中第二行的等式
写成

咕，十寺；朵，
1 1 

＋了亏＇

我们在这里将不去计算任何其他特殊情况下的这些系数气但是，你们可以在许多书中

找到一些表．你可能想亲自试一试其他的特殊情况．接下来要做的将是两个自旋为 1 的粒
子的合成，我们只把最后的结果列千表 18-7 中．

这些角动量的合成法则在粒子物理学中非常重要，它们有数不清的应用．遗憾的是，我、
们没有时间来考虑更多的例子．

.. 
表 18-7 两个自淀为 1 的粒子（允=I, jb=l) 的合成

]J=2, M=+2>= la, +1; b, +l>

.、 1 . 1 : 

/J=Z, M=+l)=五百 /a, +l;b, O)+ ,J百 /a, O;b, +1>
, 

1 1 2 
IJ=2, M=O)=勺日 a, +l;b, 动＋✓6 la, -l;b, +1)+ ✓-护a, O;b, 0) 

1 1 
)J=2, M一一1)一立了/a, O;b, -1)+✓百 /a, -l;b, 0) 

' 

IJ=2, M=-2〉一 la, -l;b, -1> ` 

1 1 
JJ一I,.M一十1)气12 ja, +l;b, 0)-72fa, O;b, +l>

· ·I , 1 
IJ一 I, M~O)=✓ 百/a, +l;b, 一1)- ✓2/a, -l;b, +1>

' `` 

1 1 
/J=l, M=-1)气／百 /a, O;b, -1〉三／百 fa, -l;b, 0) 

' 

编

1 
IJ=O, J,(, 吵大对{/a, 十l;b, 一1〉 +la, 一l;b, +1)- fa, O;b, O)} 

沁

1) 由千我们有了一般的转动矩阵式(18.35), 大部分工作巳经完成了．
'. 

. 
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附注 1, 转动矩阵的推导1)

对那些想知道细节的人，我们在这里算出关于自旋为八总角动量）的系统的一般转动阵元．实在说，算
出一般情况下的矩阵元并不很重要、一旦你有了概念，你就可以在许多书中的表里面找到一般的结果．另一

方面，在学到这种课程后，你也许喜欢看到你甚至的确能够理解诸如式(18.35)这种很复杂的描述角动量的

量子力学公式. -

我们将 §18-4 中的论证推广到具有自旋 j 的系统上去，我们把该系统看作由 2j个自旋为一的粒子组
2 

成.m=j 的态是I+++ .. ·+〉 (2j 个正号），对于 m;;j-1 的情况，将有 2j 个象!++·..+->, I++···+ 

一十〉等等这样的项．让我们来考虑具有矿个正号和 S个负号（而 r十s=2j) 这种一般的情况．在绕 g 轴

转动的情况下， r个正号的每个贡献一个 ei今12, 结果是位相改变了 i(舌－令）中．你们看

Y-S m= 
2' 

(18.59) 

3 正象 J=一的情形那样，每个具有确定m值的态，必定是所有具有同样 r 和 s 的态（即与 r个正号和 S个负2 

号的各种可能排列相对应的态）以正号相加的线性组合．我们假定你们能够算出共有(r+s) !/r!s! 个这样
的排列．为使各个态都归一化，我们必须将所得之和除以个数的平方根．我们可以写成

主叮巨＝；＋二二二〉＋（所有正负号次序的重新排列）}=lj, m>, (18.60) 

式中

. r+s r-s 
J= m= 
2'2 

(18.61) 

如果我们现在用另一种记号，将有助千我们的工作．一旦我们用式(18.60)定义了该态，r 和 S 这两个数
也完全同 j 和m一样定义一个态，如果我们写作，

\j, 吩＝［〉，
则有助于我们掌握有关的线索：这里，利用等式(18.61), 有

. r=j+m, s=j-m 

其次，我们希望用新的特殊的记号把式(18.60)写成
-_ - - - - - - ._._._._ 

lj, 吩＝［〉＝［罕］廿·{I+〉'·I- 〉·}釭J'
注意，我们巳把前面因子的指数改成＋－1 

2 了．我们这样做是因为在花括号内正好有 N=丘土9上r!s! 
较式(18.63)和式(18.60), 显然

{I+>r. I 一〉｀｝绯列
就是下式的一个缩方，

{I++··· 一一〉＋所有的重新排列｝
N . 

(18.62) 

(18.63) 

个项．比

式中 N 是括号内不同项的数目．这种记号之所以方便的道理是，我们每进行一次转动，所有的正号贡献相
伺的因子，所以我们得到这个因子的 f' 次等同样，不管各项排列的次序如何， S 个负号项总共贡献，次幕
的因子．

现在假定我们把系统绕 g 轴转过 0 角，我们想求的是 R11(0) .• • 当 R11(0)作用在每一个I+〉时，得到I. >
B11(0)1 +〉 =I 妗O+I 一〉8, (18.64) 

1) 这篇附录的材料最初包括在本讲义的正文里，我们现在觉得没有必要把这种对于一般情况的详细处理方法包括
进去．
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e e 
式中 O=cos - S=sin-2'2. 

所以我们所需求的是

费曼物理学讲义（第三卷）

当凡(0)作用千每一个 1 一〉时，给出

R11(0) I-)= I ->0-1+>s.

B11(0) 『〉=[二r2 (r五） I j . 凡(0) {I+ 〉干 ·I 一〉·}排列＝［亡] {(R,,(0) I+)尸(R.,(0) I 分）·}徘哼
只 8!

＝［二f2{(! +)O+ I +)S)'•(l-)0- I +)S)'石 (18.65)
r!sl . 

现在每个二项式都必须展开至适当的幕次，并将这两个表式乘在一起，这样将出现 I+〉的从0 到(r+s)所

有的幕次项．我们来看一下所有 I+)的 r' 次罪的项，他们出现时总是同 1-)的 s' 次幕项 (s'=2j-r')相乘.. 

假定我们把所有这些项集中起来，对一个排列而言，它们将有某个包合二项式展开因子，以及因子 O 和 S
字系数．假定我们称这因子为 A干＇，则式(18.65)等同于

于十s

R.,(0) I 〉=~{A干,I+)''·I- 〉•'}徘列
, r -o 

(18.66) 

现在以因子[(r'+s')!/r!s!]山2 除 A千＇，并称其商为 B,,. 式(18.66)就等于

劝）［凇~B书号t{/+)'!•l- 〉•'}排列 (18.67), 

（我们悦，此式可用来定义 B,,, 条件是只要式(18.67)给出与(18.66) 中相同的表式

由此的这个定义，式(18.67)右边剩下的因子正好就是态 I , 所以我们有

心）［〉岱[B矿，8 (18.68) 

其中 s' 总是等于 r.+s-r'. 当然，这意味着系数 B矿，就是我们所要求的矩阵元．即

<, 1 立） 1 干〉心. (18.69) 

现在我们只需要完成代数运算来得出各个 Br1, 比较式(18.63)和 (18.67)一一并记住 r'+s'=r+s一一·

我们看到马就是下式中矿矿的系数

（告）¾(ac+bc) 于(bo-as)•. (18.70) 

剽下来的繁琐工作是将上式依二项式定理展开，并把 a 和 b 的给定幕次的项集中起来，如果你把它全部计
算出来，你就得到式(18.70)中矿护的系数为

［岩]½ ~(--1)比沪＇气•+r'-2k , r ! 
(r-r'+k)!(r'-k)! • 三. (18.71) 

求和遍及所有使阶乘中的项等千或大千 0 的整数 k 值．于是这个表示式就是我们要求的矩阵元．
最后利用

r=j+m, r'=,j+mt., s=j-m, s'=j-m', 

我们可以回到原来用 j, m 和 m'表示的记号．作此代换，我们得到 §18-4 中的式(18.34)
附注 2: 光子发射中的宇称守恒

在本章第一节中，我们曾考虑过原子从自旋为 1 的激发态跃进到自旋为 0 的基态时光的发射．如果激
发态具有朝上的自旋(m=+l), 它能沿+s 轴发射一个 RHC 光子，或沿－＄轴发射一个 LHC 光子．我们？
称此光子的两种状态为 IR向心及！马心，这些态没有一个具有确定的宇称．设P 为宇称算符，和B向今＝
)L-.i"f), 和马甸下） =IRlii'上）．

那么我们以前关于处在确定能盘状态的原子，必定具有确定的宇称，以及在原子的过程中，宇称是守恒

的证阴又怎样了呢？是否这个问题中的终态（发射一个光子后的态必须要有确定的宇称呢？如果我们考虑
的整个终态，它是包含向所有角度发射光子的振幅，那确实如此．在 §18-1 中，我们所考虑的只是整个终态
的.....个部分而已． ' , 

如果我们希望能只查看那些确实具有确定宇称的终态，例如，考虑一终态 1中分它具有某个振幅＂沿十
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s 轴发射 RHO 光子，以及某个振福 B 沿 -fl 轴发射 LHC 光子，我们可以写为

1 心〉 =alR,心 +/31 L.i'F>
对这个态作宇称操作，给出

纠如尸叫Lr.n〉 +/3IR心．
若 {:J:,a 或 ~=-a, 这个态就是士 It/I分，所以具有偶宇称的终态是

I 书） =a{)R向上〉+ ILIPJ'f>},

而具有奇宇称的态是

.. 

28$' 

.' 

(18. 72), 

(18. 73), 

(18.74)、

1中；〉 =a{jR向上〉 -IL向下〉}. (18.75) 

接下来我们希望考虑从奇宇称的激发态到偶宇称的基态的衰变．如果宇称确定守恒，光子的终态必定
具有奇宇称，它必定是式(18.75)表示的态．如果发现IR向分的振幅是＂则发现 IL向分的报幅是一 a.

现在注意当我们绕 g 轴转动 180Q 时会发生什么情况．原子的初激发态变为一个m=-1 的态（根据表
17-2 态不改变符号）．终态的转动给出．

Ru(l80°) I 中为＝＂针五：向下〉 -IL向 I:〉}, . · (18. 76} 

将此式与式(18. 75)相比较，你会发现t 对于假设的终态宇称而言，从 m=-1 的初态得到一个沿_, 轴竘

LHC光子的振福相差一个负号．这就同我们在第 1节中所得到的岩果相一致．
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氢原子与周期表

, 

, 

§19-1 氢原千的薛定谔方程

在量子力学的历史上，最引人注目的成就是：对一些简单原子光谱细节的认识，以及对

化学元素周期表中发现的周期性的认识． 在本章中，最终我们将使我们的量子力学达到这
一重要成就的程度，特别是对氢原子光谱的认识． 同时我们将对化学元素的神秘性质作出
定性解释．我们将通过详细研究氢原子中电子的行为来做到这一点—一这是我们第一次根

据第 16 章所建立的概念详细地计算对空间的分布．

为了完整地描述氢原子，我们必须描述质子和电子两者的运动．在量子力学中，也可以
像经典力学那样，把每个粒子的运动描述为相对质心的运动． 但我们不这样做．我们将只
讨论这样一种近似悄况，就是认为质子非常重，从而可把它看作固定在原子的中心．．

我们还将作另一个近似，就是不考虑电子具有自旋以及应该用相对论力学规律来描述．

因为我们将采用非相对论性的薛定谔方程并且将忽略磁效应，所以对千我们这样的处理，需

要作一些小的修正． 小的磁效应之所以存在是因为从电子的观点来看，质子是一个环流电

荷，它产生一个磁场，所以有微小的磁效应产生．在此场中，自旋朝上的电子和自旋朝下的

电子具有不同的能量．原子能量将相对我们这里所算得的值稍有移动．我们将忽略这一小

的能量移动．此外，我们还得想象电子犹如一个回转仪在空间运动，始终保持相同的自旋方

向．因为我们考虑的是一个在空间的自由原子，所以其总角动量将守恒．在我们所作的近

似中，我们将假定电子自旋角动量保持恒定不变，因此其他一切原子角动量-通常所谓的

＂轨道“角动量一一也将守恒． 作为一个很好的近似，电子在氢原子中象一个没有自旋的粒

子那样运动一一一运动的角动量是一个常数．

由这些近似，在空间不同地点找到电子的振幅可以用一个空间位置和时间的函数来表

示． 设山(a;,'!I, z, t)为时刻 t 在某处找到电子的振幅． 根据量子力学，这振幅随时间的变

化率由哈密顿算符作用于同一函数上给出，由第 16 章，

叶f=环，
而九

兑=---守+V(r).'
2吭

(19.1) 

(19.2) 

式中m为电子质量， V(r)为电子在质子静电场中的势能．当电子距质子很远时取 V=O, 我

们可以写出“

波函数中必满足方程式：

1) 照例，产一q订4芯o.

e l! V=--,,. . 

att, 胪 63
钻一＝－一—守山－－
彷 2叨 r

也 (19.3) 
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我们想求具有确定能量的状态，所以试图得到具有下述形式的解

叩·, t) =e-<扣．中(r).
于是函数中(-r)必是下面方程之解，

－羞西=(E+今，
式中 E 是某个常数——－原子的能量．

由于势能项只与半径有关，所以在极坐标中解这个方程
比在直角坐标中简便得多．在直角坐标中拉普拉斯算符由下

式定义

第 19 章 263 

(19.4) 

(19.5) 

, ̀ 

v72= 护护护言十荔了十苍·

我们想改用图 19-1 所表示的坐标 If, 0, 屯它们与坐标幻，
Y, z 之间的关系为

Q)=f/'sm0函中， 11 =•r sin 0 sin 中， 炉寸亟0,

代数计算甚为冗长，但最后你可以证明对任意函数f (r) _,s 
气f ('1', 0, 伞） 图 19-1 点 P 的球极坐标于， I), 中

巧(rr, 0, 中）＝目孕可）＋卡｛志啬(sin喂
所以用极坐标，中('1', 0: 中）所要满足的方程为
1 伊言釭 t/J) +卡{¼o易(sin 。譬），十忐岱｝一一节(E于）中．

/ 
/ 

上

1.

,

It,I 

、

p 

、
今

，
、
、
＼
一

、
}
－

l 

l
l
、
中

o/ 

_ 

u~ 

(19.6) 

(19.7) 

§19-2 球对称解

让我们首先设法找出一些非常简单的函数，它们满足令人讨厌的方程式(19.7). 虽然
一般说来，波函数中不仅与半径,,.有关，而且与角度 0、少有关，但是，我们可以看一下是否
可能存在一种特殊情况，这时中与角度无关．对千与角度无关的波函数，如果你转动坐标

系，振幅一点也不会改变．这就意味着角动量的所有分量为零．这样的山必定与总角动量

为零的态相对应．（实际上，只是轨道角动量为零，因为电子仍有自旋，但我们忽略这部分角
动量．）轨道角动量为零的状态有其特定名称，称为"s 态,,_价顷I以记住"s 是（英文）球对

称＂的第一个字母艾

现在如果中将不取决千 6 和中，那么整个拉普拉斯算符只包含第一项，方程(19.7)大

为简化：

. 

卡岊（呻）＝－午(E于）"'· (19.8) 

在开始解这类方程之前，最好作某种标度变换，以除去多余的常数如 tr, 叨和九这样，
代数运算就较为简单．若我们作如下的代换；

九
户=-;;子p,

勺

(19.9) 

及

1) 因为这些特定名称是原子物理常用词汇的一部分，所以你必须记住这些词汇．以后在章末，我们将其汇集成一个

小“字典”，帮助你们记忆．

, 
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冬

E 叩
＝丽€, , 1(19.10) 

则式(19.8) 变为（两边乘以 p 后）

这些标度变换意味着，我们以“自然“原子单位的倍数来量度距离,,.及能量 E. 这就是
胪

p--一，这里 ifB=一一称为＂玻尔半径＂，约为 0.528 埃(1 埃 =10··S 厘米）
, E 
= 

＂叨82 ．同样，€ '其
如4

EB 
中岛＝可产此能量称为“里德伯“能量，约为18.6 电子伏特. . : . 

既然方程两边都有乘积 piµ, 那么计算 p中要比计算山本身来得方便．设

p 中 =f, .. _ (19.12) 
则我们得到形式上更为简单的方程

忍＝－（三）f. . . . (19,.13) 

现在我们必须找到某个函数f,使它满足方程(19.13)~ 一—换句话说，我们必须解一个

微分方程．遗憾的是，没有一个有用的能解任何微分方程的一般方法．你只能浪费一些时
间．我们的方程并不容易，但人们发现可以用下面的步骤来求解．首先，用两个函数的乘积
来代替 f(它是p的某一函数），

f(p) =e飞·g(p). (19.14) 
这只是意味着从f(p) 中分解出因子 e-ap, 无疑对任何函数f(p)总可以这样做，这就是把我
们的间题变为找寻恰当的函数g~p).

将式(19.14)代入式(19.13), 我们得到下列关于 g 的方程

皂-2a节（五出）=0. 

因”可自由选取，所以可设

'' 

. C 

., 于是得到
吐=-€,

(19.15) 
恤， i

.. 
. . (19.16) 

... .: .. 

. 

乌立 2－纽＋一g=O. ._ . (19.17) 
dp dp·p 

你们可能会想这个方程并不比式 (19.13)更好，但令人高兴的是新方程很容易用p的幕
级数解出来． （原则上方程(19.13) 也可以这样解，但要困难得多．）我们说式(19.17)能为
某个 g(p)所满足，g(p)可以写成下列级数：

,.` 
.·'. 

g(p) =~ 伤矿，金 _ (19.18) 
、 l<=l

式中的 a., 是常系数． 现在我们所要做的就是找出一组具有无限多个的合适系数！让我们
来验证一下这祥的解是可行的.. g(p)的一级微商为

~. 

｀
丿

Mi q "" . _. = k-1 

吵 . ~a_kkp , 
k-1 

二级微商为

立= fa心(k-1)p气a, p2 1c~1 

把这些表示式用千式(19.17), 得

, 
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00 00 = ', ，~、

~k(k-1)a,kpk-2_~2 必知pk一1+~2 知pk-1=0.
k=l k=l k=l 

(19.19) 

显然还看不出我们已经成功了，我们还得一步一步算下去． 如果我们用一个等式来代替第

一个求和项，情况会显得好些． 既然这个求和中的第一项为零，我们可以将各个 E 换成 le+

1 而丝毫不影响这一无限级数，这祥改换后，第一个求和完全可以写成

~Cm+1)知伍1P1-1,
k=l 

', ·, .. I. 勹＇
J ,. 

现在我们可以把所有的求和放在一起，，得到 '''. ` 

. • ~[(k+l)k如1....:2 必a为+2 伍]p"-1~0. . . . . . 19.20 
k.-1· .,'.() 

这-级数必须对所有可能的 p值都为零令这只有当 p 的各次幕的系数分别为零时才可
能．如果对所有的 k>1 我们能找到满足下述方程的一组知

'• 

(k+l)知杆l;:-2(心-,,l)知 -o. . · (19.21) 

我们将得到氢原子的解．这很容易办到．取任意免，千是由下式产生所有其他系数

'' '' , 

2(ak-1) 
ai.+1 = \知．

, k(k+l') 
(19.22) 

由此式你将得出 a.a, 知， a, 等等，每一对当然都满足 (19.21), 我们对满足(19.17) 的 g(p)得
出一个级数． 我们可以用它构成满足薛定谔方程的也 注意这个解取决于假定的能量（由
”表示5, 但对每个E 的值，都有一个相应的级数．
虽然我们有了一个斛，但它在物理上代表什么呢？通过观察远离质子－－－大的 p 值处
的情况，我们可以得到一些概念．在远处，级数中的高次项最为重要，所以我们应看一

下对于大的上出现什么情况．当忙江时，等式(i9.22)近似地为
. ·;: 

呵.

',,' 

心 ·2a'
伤+1= 一知，. . . . \ lo 

•• • 

'. : ' . • 

这意味着
- . (2心K

Clik+1Z k! 
免． (19.23) 

但这正是 e+!!ap 的级数的系数．函数 g是一个迅速增加的指数函数．即使将它与矿Gip 结合以

得出 J(p)一—参看(19.14)式一一当 p 大时，它给出的 f(p冲勺斛仍像产那样．我们找到
了一个数学上的解，但它并不是一个物理解．这个解相当千电子靠近质子的可能把巠生的情
况！ 始终是在半径 p 很大的地方更可能找到电子． 当 p 大时，也覂电子的波函数必须趋于
零

1 
我们必须考虑是否有解决此间题的方法．有的，这就是观察！如果碰巧 a 等于一，这
，九

里n是任意整数，则式 (19.22) 将使得＂叶1=0. 所有更高的项也将为零． 我们就不再有－
个无限级数，而是一个有限的多项式．任何多项式均比 e"P 增加得慢，所以项 e-ap 终将胜过

1 
它，当p大时函数f 将为零．只有当 a=- n=l , 2, a, 4, 等等时，才有坐堡亟的解解．心

• 

" 
回顾式 (19.16),我们看到对千球对称的波动方程，只有当

• 

' 
介

督原文少气一-译者注

, 1 1 1 
一e=l, 4, 可＇合可'

, 

' '1' ... -- ... , 2 I . 
九

'.', 心

．啊 L

... , : 
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时，才能存在束缚态解．允许的能量就是这些分数乘以里德伯常数趴产唳e'/2沪，或者说第

＂个能级的能量是

E.=-E旷士. . (19.24) 

顺便指出，对于能量为负值并不难理解．能量之所以为负，是由于当我们决定把势能改写成
护

V=-了时，我们把电子在远离质子处的能量取作能量的零点． 当电子靠近质子时，它的

能量减少，所以在零以下，当＂一1 时能量最小（最负），它随 n 增加而增至零．
在发现量子力学以前，从对氢原子光谱的实验研究得知氢原子的能级可以用式(19.24)

来表示，从观察得出的 EB 约为 13.6 电子伏特． 于是玻尔设计了一个（原子）模型，该模型
给出了同样的方程，并且预育 EB 应为叩矿/2胪，但是薛定谔理论能从电子运动的基本方程
重新得到这个结果，这是该理论的第一个巨大成就．
现在我们已经解出了第一个原子，让我们看看所得的解的性质．把各部分合在一起，每

一个解都像这样：
f,.(p) e-p/彝

礼=-=-g,.(p).
p p 

(19.25} 

式中 F 

并且

: 霄

g.(p)=~a,. 沪，
i,Dl 

(19.26) 

知+;I. k(k+1) 生 (19. 订）

只要我们关心的主要是在不同位置找到电子的相对几率，那么对免可取我们想要的任何数
值．我们也可令 tii=l, (人们经常选取生以使波函数“归一化”，即，使得在原子里面任何地
方找到的电子的积分几率等于 1. 目前我们没有必要去这样做．）

就最低的能量状态而言，九=1,并且

如p)=e气 (19.28)

对千处在基态（最低能量的状态）的氢原子，在任意位置找到电子的振幅随电子离开质子的

距离作指数下降．电子在质子所在处最容易被发现，其特征扩展距离大约为 1 个 p的单位，
或约为一个玻尔半径五

取 n=2 得到下一个较高的能级．这个状态

的波函数有两项，它为

~= 

J` 
~
，
~
 

如(p) =(1奇）只，
再下一个能级的波函数为

(19.29) 

如(p) =:=(1-孕＋告汾尺 (19.30) 

图 ~O-? 中画出了前三个能级的波函数．你
图，9-2 氢原子前三个仁0 的态的波函数 们可以看出总的趋势．所有的波函数在 p 大时

（标度的选择使总几率相等） '> 振动几次后很快趋近于零． 事实上，＂凹凸＂的
数目正好等于九一一如果你愿章的话也可说也通过零点的次数为九 .:...1 个. • . . . _, 

n-S 
C 

＂一2
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- -一. •... .. . -·.、

§19-3 具有角度依赖关系的状态
、“

对也(rr)所描写的状态，我们发现找到电子的几率振幅是球对称的一—只取决于电子

到质子的距离 'I', 这些状态的轨道角动量为零．现在我们应该来问一下可能有些角度依赖

关系的状态．

如果愿意，我们可以直接研究怎样去求满足微分方程式(19.7) 的 '1', (}和中的函数这一
严格的数学问题－—把唯一可接受的函数是当 1f' 大时趋于零的函数这一附加的物理条件加
进去． 你们将发现在许多书中都是这样处理的．我们打算采取一条捷径，利用我们已有的
关于振幅如何依赖千空间角度的知识．

处于任一特定状态的氢原子，是一个具有确定“自旋＇刁的粒子， j是总角动量量子数．
该自旋的一部分来自电子的固有自旋，另一部分来自电千的运动． 因为这两部分独立地起
作用（作为一个很好的近似），所以我们仍将不理自旋部分而只考虑”轨道”角动量． 然而这
种轨道运动的行为很象自旋．例如，若轨道量子数为 z, 则角动量的 2 分量可以为 z, i一1,
l-2, •••, .;..i_ (我们照例以九为单位进行量度．）而且，我们已经得出的转动矩阵及其他性
质仍旧适用． （．从现在起我们将真正忽略电子的自旋，当我们谈到“角动量”时，我们仅仅指
轨道部分．）

鉴于电子运动的势场 V 仅取决于 'I'J 而与 0 或中无关，哈密顿算符在所有转动下都是对
称的． 因此角动量及其所有分量都守恒． （这时在佳包”中心力场”一一只取决于 1f' 的势场

护
一一中的运动来说都是正确的，因而并不是库仑势一的特性．）

现在让我们来考虑电子的一些可能状态，这些态的内在角结构由量子数 l 表征．依照总
角动量相对 2 轴的“取向＇＇，角动量的 z 分量为叨，叨取+i 和一i之间 2Z+1 个可能值中的一

个．设叨=1, 那么在 2 轴上某个距离 1f' 处找到电子的振幅是多大呢？零．一个在 g 轴上的
电子丕迥笸有任何围绕 4 轴的轨道角动量．好，假定叨=0, 那么在离质子的每一个距离处
找到电子的振幅都不为零． 我们称此振幅为凡（分． 它就是电子处在状态 1i, ·o> 时沿2轴
向上 r处找到电子的振幅．态 IZ, O) 指的是电子具有轨道自旋 1 及 z 分量叨=0.

如果我们知道了 F,('1'), 我们就知道了一切．对于任何

状态 I z, 1心，我们知道在原子内部任何地方找到电子的振幅
--二, -- , _, 

中压 (r)_. 怎么知道呢？注意，假定原子处在 IZ, 叽＞状态，那 . 

么在角度 8... 中及离原点距离,,.处找到电子的振幅是什么呢？
在该角度（参看距 1~:3)上放一个新的 z 轴，，设为止试间在
新坐标轴名＇上,,.处找到电子的振幅是什么呢？我们知道，除
非角动量的 z' 分量（譬如叨＇）为零，否则沿z' 轴不能找到电
子.'．但当叫=0 时，沿 z'轴找到电子的振幅为 F心）．因此，
结果是两个因子的乘积．第一个因子是一个沿 z 轴的处于态
Ii, m>的原子j相对一一子轴处于态 ii. 叨＇一 0) 的振幅． 用 ，漏
F心）乘这个振幅，就得到相对原来的坐标轴，在 (If, 0, 伞）处
找到电子的振幅仇,,,.(干）． 图均--3 点 (r, 9,·if,)位千,1,
让我们把这个振幅写出来．找们早先已算出了关千转动 11,., 坐标系的，披上炉 , 

. 
)J 人, 。, r ( 

III._ 
I , 

I 
。

心

. 

令

II 

.. 

i• 
,、 ,I',,'

. 
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的变换矩阵．为从坐标系气 '!I, z 变换到图 19-3 所示的坐标系 a,', y', z', 可以先绕 2 轴旋

转角度中，然后绕新的 g 轴（份旋转角度 0. 这个组合转动为乘积

比(0)凡（中）．

转动后找到态 J, 吭'--0 的振幅为

<i, 0 I R11(0)R.(中） Ii, 仇>. (19.31)· 
于是我们的结果为

tf,,,m(r) =9, OIR11(0)1七（中） I z, 叨)F,('1'). (19.32) 

轨道运动只能具有整数的 l 值． （如果电子能在门心的任何地方被找到，那么在此方
向就具有叨":"o 的振幅，而彻=0 的态仅对整数自旋才存在．）关于 Z=l 的转动矩阵由表
17-2 给出．对于更大的 z, 可以用我们在第 18 章所得出的一般公式. R,(中）和 R11(0) 的矩

阵是分别出现的，但是你们知道如何把它们组合起来．一般说来，应先从态 ]Z, 叨＞出发，用
R.(今）作用以得到新的态 R.(¢) tz, 叨＞．然后再将 Rl0)作用于新态面得到态 Ri0)R.(心）j
I z, 吟（它正好就是 6伽畛 ji, 吩）．最后乘以(Z, OJ 就给出矩阵元(19.31).
转动操作的矩阵元是 0 和中的代数函t数式(19.31)所表示的特殊函数也常出现在许

多类型的问题中，只要这些问题涉及球面波，因此给它一个专门名称．注意，并非大家都采
用相同的规定，但最常用的一个是

勺， Ol:?uC0)R.(¢) IZ, 叨>=aY,,m(0, cp). (19.33) 

函数/,,m(O,欢，）称为巠豐邑覂，而＂只是一个数字因子，它取决于对 Y,,m所选取的定义．
对于通常的定义，

a= 归+1·
用此记号，氢原子波函数可写成 、

伈，(r) =r,, 改，中）F心）矗 (19.35) 

如复函数~~·面(~, </,)不仅在许多量子力学问题中是赋要的，而且在经典物理的许多出
现算符 v~ 的领域中，例如在电磁学屯也是很重要的．作为它们在量子力学中的应用的另
一例子，考虑 Ne~0 激发态的蜕变（诸如上章所讨论的） ·.·N砂通过发射一个＂粒子而衰变为
O芞

, Ne还＿＿式严+Re4.

', 假定激发态具有某自旋 Z(必定是整数）并且角动

l 
量的 z 分量为叨． 我们现在可以提出如下问题：

0 I 给定 1 和叨，则发现＂粒子在与 2 轴成 0 角、与
'>乡幼平面成申角的方向（如图 19-4 所示）上离去的

, , 振幅是怎样的？
中、...

• - '了子沿？已言!;的：::、言：叽观＝飞五”态尸
入 这是由千沪和幻粒子两者的自旋均为零的缘

图 19-4 Ne20 激发态的寰变 故，而且其运动不能有任何对 z 轴的角动量．让
我们称这种振幅为a(单位立体角）．，千是为求图 19-4 所示的任意角度上衰变的振幅，我们只
需知道给定的初态在衰变方向具有零角动量的振幅．在 0 和中方向衰变的振幅是＂乘以相
对 2 轴的态I,~ 叨>将处于相对以衰变方向油勺态ji,--0) 的振幅．这后一振幅正是式(19.131}

(19.34) 

, 
. 

管

N产

Ii,"'>



第 19 章氢原子与周期表 269 

中所表示的．所以在 0, cf> 方向见到＂粒子的几率是

P(O, cf>) =a叮 (Z, O!R11(0)R.(伞） l i, 彻>I气

作为一个例子，考虑一个具有 1一 1 以及各个m值的初态． 由表 17-2 可知其必要的振

幅，它们是：
1 (1, 01 斗(0)R.(c/>) 11, +1)= -一=sin0护，

.../2 
(1, O[Ru(0)R,(中) 11, 0)=oos0, 

<1, OJR11(0)R.(中）且， -1)= - sin0e-岭. {19.36) 
言

这些就是三个可能的角分布振幅－一－视初始的核的怓值而定．

像式(19.36)那样的振幅是经常出现的，而且非常重要，所以有几个名称．如果角分布
振幅正比于这三个函数中的任一个或者正比于它们的任何一种线性组合，我们称该系统的

轨道角动量为 1. 或者我们可以说"Ne的＊发射一个 p 波的＂粒子．”或者说，＂＂粒子在 Z=l
的状态被发射．“因为有许多方式来说明同一事情，所以最好有一本宇典．如果你希望明了

其他物理学家所谈论的，你不得不记住这些语言．表 19-1 给出了轨道角动量的字典．

如果轨道角动量为零，那么当你转动坐标系时没有什么改变，而且也不随角度变化

对角度的“依赖关系”就像一常数，例如 1. 这个态也称为"s 态”，而且就角度依赖关系来说

只有一个这样的态． 如果轨道角动量为 1, 那么与角度变掀有关的振幅可以为上述三个函
数中的任一个一一取决千m之值—一或者可以是一个线性组合． 这些态称为"p 态”，共有

三个．如果轨道角动量是 2, 则有五个所示的函数．任何线性组合称为'.'Z=2"或"d 波＂振幅．

现在你们可立即猜出下一个字母一一在 s, p, a, 以后应出现什么呢？当然是f, g, h 等等，照

字母顺序排列下去！这些字母并不代表什么意思．（它们曾代表某些意义一一它们分别表示
原子光谱中的“锐线,,, "主线”产漫线”及“基线＇＇．但这些是当时人们还不知道这些线的来源
的名称，J 之后就没有特定的名称，所以我们现在只是按 g..,h 等等继续下去．）

表中的角函数通用几个名称一一在定义中有时对前面的数字因子也采用略微不同的规

定．这些函数有时称为“球谐函数＇＇，并写为 Y压(0, 中）．有时也写
作斤 (ooso)e'm心，如果叨=0, 就写为几(ooslJ). 函数 P1(oosQ)称为

以四0 为变量的勒让德多项式，而函数耳n(oos ())称为“缔合勒

让德多项式”．你们在许多书中都可找到有关这些函数的表．

顺便请注意，对给定 1 的所有函数都具有这种性质，它们有相同

的宇称—－在反演时，对奇数 z, 它们改变符号，而对偶数 z, 它们不改

变符号． 所以我们可以把轨道角动量为 l 的态的宇称写成（一 1)'.
正如我们已经知道的，这些角分布可能涉及核蜕变或某种别的

过程或在氢原子中某处找到电子的振幅分布．例如若一电子处于 'P

态 (Z=l), 则找到它的振幅可能以多种方式依赖于角度一一但都为

表 19-1 中 Z=l 的三个函数的线性组合．让我们看一下 cosO 的情形，

这是很有趣的．这意味着在上半部分(0<号）振幅是正的，而在下半
部分(e>J)振幅是负的，当 0=90° 时振幅为 o. 将此振幅平方，我

几率

• 

l 

图 19-5 0082呢E衱坐

标中的曲线图．它是在

相对于 3 轴的不同角度

处（对一定的分找到处

于l=l, m=O的原子态

中的电千的相对几率
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表 19-1 轨道角动量的宇典 (Z=j=-个整数） ' 

轨道角动量！ 8 分量 m 振幅的角度依赖关系 名称 状态数 轨道宇称

。 。 1 8 1 + 

+1 1 
- ✓-2 sin0e'' ' 

1 。 cos0 p 3 
1 
✓-2 sin(}e一心'-1 

(+2 ..;4 · 飞 sin2 Ge2心、· 
. 

.. 

I +1 .J百sin砬0#,、｀

2' 
编了今

、

, , , 1 2 。 一 (3cos2妒-1) > a, 5 + 
. , , 飞• 2 . 

, 

. ✓万
\ -l - sinfJcosae-i心., . 

2 
·' 

少， , ．、

- ✓可 sin劝e-2i'1>
．．．俨

l -2 ) . 
> 4 . ,' , /、

< 

' ' .. 

3' \ '. f "·.. 气

.. 
人｀

4 , 一巧，,,.(&, 中） . g 夕、

、· 2!+1 （一1)'、·

.. 

5 -Pl"(啦0) 护吨 h • 
I 

.. 

I ••• 俨' ` • 于俨．． '! ·• ~. 
、· -' 

们看到女找到电子的儿率随角0 的变化如图19-5 所示—一与中无关．这种角分布说明了这
祥的事卖，在分子键联中，态 i-1 的电子对另一个原子的吸引与方向有关－一它是化学吸
引的定向原子价的来源．
,. 
I 

一．，

" '-"',; ;' 

§19-4 氢原子的一般解

在式(19:35) 中我们已经把氢原子的波函数写为
扣，111(矿）一 Yi,m(0, <J,)F1('1'). 

这波函数必定是微分方程(19.7)的解．让我们看看这意味着什么．
得：

(19.37) 

将(19.37)代入(19.7),

牛亭亿）＋志昜(sin弓铲）＋志切 护Yl,m 

钟.ll

' 

一一节(E+子）九，名．
产

现用一相乘并重新整理，结果为
趴

'' ..』,

已俨 . 

s扫矗(sin。了）十志寄
＝一[-f桲差吭）＋号(E+子）｝］兀，m•

, (19.38) 

(19.39) 
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此方江的左边部分仅与队申有关，而与 r 无关．不论我们对 r 取什么值，左边部分都不变．

右边也必然是这样．虽然方括号内的量到处都包含？．，但整个蜇并不取决于 ff". 否则此等式

就不会对所有的 r 都成立．正如你们可看到的，这括号内的抵也与 0 及中无关． 它必为某

个常妏．该常数的值很可能与我们所研究的态的 i 值有关，因为函数凡必定是一个适合此

状态的函数． 我们称此常数为 K,. 因此方程(19.35) 与两个方程等价：

1 a sin0 祠(sino 8Y1,m 1 护兀，m80)+声勹了=-K忆，m,
' 

(19.40) 

讨如玑）＋号(E于）凡＝瓦·旮 ·(19.41) 

现在来看看我们做了些什么．对千任意的由 1 和叨描述的态，函数兀，m 是知道的，我

们可以用式(19.40)来确定常数瓦．将瓦代入式(19 .41)就得到一个关于函数 F,('1') 的微

分方程．若能解出关于小（分的方程， (19.37) 中的所有部分都有了，我们就可给出心(r).

氐是什么呢？首先，注意到对各个叨（对应于一个特定的 l)Ki 必然相同，所以对 Y归

我们可以随意选取任一叨，并把它代入(19.40)式以解得 Ki. 选用兀，I 可能最为简单．由
式(18. 24), 

R.(cp) I Z, l『>=eil<I> jl, 仅
凡(0) 的矩阵元也很简单：

(19 .42) 

(19.43) 

(19.44) 

<Z, OIRu(0) IZ, Z>= b (sin0)1, 

式中 b 为某个数＼把两式合并，得

Yucx::eWsin10. 

将此函数代入(19.40)得
K1==t(i+1). (19.45) 

瓦一旦确定，式(19.41)就告诉我们径向函数 Fi(,r). 当然，式(19.41)就是角度部分

F 
为 Ki-i过斤代替的薛定谔方程．让我们重新将式(19.41)写成式(19.8)的形式，即

主启团）－－告忤于- Z(江严｝趴. (19.46) 

势能中增加了很神秘的一项．虽然此项是由数学把戏得到的，但它有一个简单的物理起源．

我们可用半经典的论证来给你们一些关于它的出处的概念．这样或许你们就不会觉得它太

神秘了．

初像一经典粒子围绕某个力心运动．总能量守恒，并且为势能与动能之和，

U=V(r)+- 叨v.2= 常数．
2 

通常可将 v 分解成径向部分 Vr 和切向部分戒，于是
护＝说＋（动）气

那么角动橇彻产d 也是守恒的，设其等千 L. 我们可写成
' 

1) 你们可以费些功夫来证明这个数来自式(18.35),但按照 18-4 节的概念也很容易从第一性原理得出这一结果．态

1, l) 可以由 21 个自旋为一并且全部朝上的粒子组成，而态 il,O)应有 l 个自旋朝上， l 个自旋朝下．在转动下，自
2 0 

篡挫续保持朝上的振幅为 cos0/2, 而自旋由朝上变为朝下的振福为啦l一．我们要问的是 l 个朝上的自旋仍朝上，2 

而其余的 l 个朝上的自旋变为朝下的振福是多少．这一情况的振幅为(cos !,_,sin!.-)', 与 sin10 一样．2 2 
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雷20=L 或忖＝上一
叨r 、

, 

L 
U=了五+V(r)+ 亡--:. • 

如果没有角动量，上式仅有前两项．加进角动量 L 对能量的影响就相当于在势能中加进了

V 项" --- _g • 但这儿乎正是(19.46)式中的额外项．唯一的差别是看来角动量为 Z(Z+l)~ 而

不是我们所期望的向:a. 但我们在前面就已经看到（例如第二卷 §34-7 节）要使准经典的论

证同正确的量子力学计算结论相一致通常就得作这一替代． 于是，我们可以把这新的项理
解为＂贾势＇），它给出转动系统中出现在径向运动方程中的“离心力”项（参考第一卷§12-5有
关＇，质力”的讨论）．
我们现在就来解关于 F,(,r)的方程(19.46). 它与式(19.8)很相像，所以能用相同的技

巧来解．每一步都与以前的做法一样，一直到式(19.rn), 此时将多出一项．
户

-Z(Z+l)~ 如PK一气 (19.47) 
k=l 

这一项也可写为

一Z(Z+l) 生－{ p 吕如1P11一1 }. (19.48) 

（我们提出第一项，并将求和指数九向后移动 1). 代替式(19.20) 的是

盘[{k(k+l)-Z(Z+l)} 如-2(咄-1泗］产- l(l+:)ai =0. _ (19.49) 

只有一项包含 p一1, 所以这项必为零．系数 a1 必为零（除非 Z=O, 而 Z=O 时我们就得到以前

的解）．令方括号对每个伯皆为零，则其他各项都为零这个取代式(19.22) 的条件为

2(必 -1)
如1= k(k+1)-Z(Z+1) 知， (19.50)

这是对球对称情况的唯一有意义的改变．

与前相同，如果我们一定要能描述束缚电子的解，则级数必须中断．若四=1, 则级数
1 

将在 k=怍处终止．我们又得到关于＂的相同条件，＂必须等于一，这里＂是某个整数． 然
、九

而式(19.50)还给出一个新限制，指数 i 不能等千 z, 否则分母为零，如1 为无限大．这样，因
幻 =0, 由式(19.50)可知所有相继的伤也都为零，直到 ak+l 才不为零．这就意味着 k 必须

从Z+1 开始到n 终止．

我们的最终结果为：对任一i 存在许多可能的解，我们称这些解为 F叫，而九>Z+l. 每

个解具有能量

贮－詈（专），
具有此能量且角量子数为 l 及m的状态，其波函数为

也，l,m= 环， ,,.(0, 中）Fn,1(p), 

而
" pF",z(p) =e-"P~a,.p• 

k~l+l 

系数伤由式(19.50)得到．我们最终对氢原子的状态有了一个完整的描述．

(19.51) 

(19.52) 

(19.53) 

. 
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氢原子波函数

让我们回顾一下我们所发现的结果．满足电子在库仑场中的薛定谔方程的状态，由三个
都为整数的量子数 n,Z,m 来表征．电子振幅的角分布只能具有某种形式，称之为兀,m. 它们

用总角动量量子数 z, 及磁量子数叨来标明，磁量子数叨可以从一l到十 1 变动．对于每一种角
＿＿－－－－－－－－－－－＿－＿－＿＿一a--- - - _-__ -_ 

位形，各种电子振幅的径向分布凡，,(,r)都是可能的，它们用主量子数n 来标明—一九可以从
_-_-_-_-_-_-_- - -

l+1 变化到 oo. 状态的能量只与正有关，并随＂的增大而增加．

能量最低的状态，或基态，为 s 态．对这个态 Z=O, 忙-1, 叨 =0, 它是一个“非简并＂的

状态一一具有此能量的状态只有一个，其波函数是球对称的，在中心处发现电子的振幅最

大，随着离中心的距离增加而单调地减小，我们可以把电子的振幅想像为如图 19-6(a)所示
的一个球

对 n=2, 3, 4…还有其他具有较高能量的 8 态，对于每一个能量只有一种形式（叨=0),
且都为球对称，随着叶内增加，这些态的振幅一次或多次改变符号．这些振幅有九一1 个球
形的波节面—一中趋千零的地方．例如 2s 态(Z=O, n=2)看上去将如图 19-6(b) 中所画的
那样．（暗区表示振幅大的地方，正负号表示振幅的相对相位．）图 19-7 中第一列所示即为
s 态的能级．

叶 皇I

§19-5 

, 

, 

+ 

. 
、- -

J.; ,,. 一0

(a) 

2s; m一0

<ii> 

+ 
., . .. 
''i 

''"'l 
2p; m 一0

鼠＿

X ~ , 

3p; m=O 
'.,,..,,. + 

(c) (d) 

名 I+ ~I 

芬
-· 十名，

劫 lli=O
＂．加＿

(e)·(f) 

图 19-8 表示氢原子一些波函数的一般性质的草囡．暗区表 ` 图 19-7 氢原子能级图
示振幅大的地方．各区的正负号表示该区振幅的相对符号

此外尚有i=1 的 P 态． 对每个贰九必须为 2 或更大），有三个能量相同的状态，对
m=+1 叨=0 和叨＝－1 各有一个．能级如图 19-7 所示．这些态的角度依赖关系列在表
1庄1 中．例如，对于吭=0, 如果当 0 接近oo时振幅为正，则 0 接近 180° 时，振幅将为负．

所以存在一个与my 平面重合的波节平面．对于九>2,也有球形波节面．图 19-6(0)画出了
九=2, 叨=0 振幅的大致情形，图 19-6(心画出了 'l1,p=3, 叨叫0 波函数的大致情形．

氯

工

缸； m-9 亨十

勺
0广一一一一一一一一一一

等等 . '" = :::::;=- = =::= 10 == === = =二二＇
二二二二二二二二二-.6
土立．兰. _2.L_ 4 

3s 3p 汹
- - -----,- 3 

-Z, 勾
一

2p 
-------- :t 

.'' 

~~ 

, ls 
一 l8.6eYJ --一一一一一一一一一 1

I 3 p d f 
I 一l'2 8' 

• 

` 
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.... 

你们可以想像，既然m表示在空间中的某种“取向“，那么沿＂轴或 g 轴振幅峰应有相似

的分布． 这些可能是叨=+1 和仇＝一1 的态吗？不是．但是既然这三个状态的能量相同，
那么这三个态的任意线性组合也将是具有相同的能量的定态． 结果，＂砍态一一对应千图

、 19-6(c) 的"z"态或彻=0 的态，一是叨一十1及叨一一1 的态的线性组合．相应的"'II'态
为另一组合．明确地讲，我们是说 . 

"z"= 11, 0), 

" ,, 1 +1>+ I 1, -1> a,-='' 喜，

＂沪＝比 +1)-11, 一1)
,f,.j歹

当以它们的特定坐标轴为参考轴时，这些态都好像是一样的．

.. 

对每一个能量，d态(Z=2)有 5 个可能的叨值，最低能量为九-3. 其能级如图 19-7 所示．
对角度的依赖关系更加复杂． 例如叨=0 的态有两个圆锥形的波节，所以当你们由北极绕
至南极时，波函数的位相从＋到一再变到十． 它们分别对于n=3 以及n=4 的叨=0 的状
态，振幅的大致形式画在图 19书的(e)及(J) 中．同样较大的九的振幅具有球形波节．

我们不准备再描述可能的状态了．你们可在许多书中找到有关氢原子波函数的更为详
细的描述．有两本很好的参考书，一本是 L. 泡令 (L. Pauling)和 E. B. 威耳孙的量子力学

_-_ - - - -

肆，另一本是 R.B. 莱顿(R. B. Leighto~) 的近代物理原理． 在这些书中都有一些函数
的图形及许多态的表示图．

我们希望提一下对较高的,, 波函数有一个特点：对l>O的情形，在中心处的振幅为零．
这并不奇怪，因为当电子的半径臂非常小时，它很难具有角动量．根据这个道珅， l 越大，被
“推离”中心的振幅就越多．如果你观察 r 很小时径向函数 F(分的变化情况，则由 (19.52~
发现

Fn,1('1')~ 吐

这种对,,.的依赖关系意味着，对于较大的 Z, 必须在远离 1/'=0的地方才会有可观的振幅，顺

便指出，这种性质取决于径向方程中的离心力项，所以同样的结论适用于任何在 If' 很小时变

化比－－慢的势一一大多数原子的势都是这种势．,r 

§19-6 周期表

我们现在希望应用氢原子的理论来大致了解一下化学家的元素周期表．原子序数为 Z

的元素，有Z 个电子被核的电吸引力吸引在一起，而电子之间又互相排斥．为了得到严格

的解，我们需求解 Z 个电子在库仑场中的薛定谔方程．对于氢，其方程为
九弱 沪 2e2~e2 e2 --—~-一（啦+'v神）＋（－一－一＋－中），i at a叨 fJ"1 fJ".11 ff'功

式中可是作用于九的拉普拉斯算符, r1 是一个电子的坐标，可作用于八，而兀2一 lr1-
千,IC我们再次忽略电子的自旋）．为了得到定态和能级，我们必须有如下形式的解，

一（一）Ef 
中一f(九九）o 九 . 

儿何关系包含在f 中，它是六个变量一一两个电子同时存在的位置一一的函数． 虽然最低

能蜇状态的解已用数字法求得，但没人能得出解析形式的解．
`' 'l , . 
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对具有 3, 4 或 5 个电子的原子，想要得到严格解是没有希望的． 至于说量子力学已经

对周期表给出了正确的解释，那是太过分了．但是，至少可用它定性地了解周期表中揭露出

来的许多化学性质．

原子的化学性质主要决定于它的最低能量状态．我们可以利用下面的近似理论来求这

些态及其能量．首先，除了采用不相容原理，即任一特定的电子态只能由一个电子占据

外，我们忽略电子的自旋。这意味着任一特定的轨道组态最多只能有两个电子

一一一个自旋朝上，另一个自旋朝下． 其次在我们的第一级近似中，不考滤电

子之间相互作用的细节，而认为每一个电子都在核及其他电子所组成的堕复竺中运动．例

如氖，它有 10个电子，我们说一个电子所看到的平均势是由核加上其他九个电子所形成的．
1 . 

于是我们可想像在薛定谔方程里，对每个电子我们给与一个势 V(1"), 它为一的场经来自

其他电子的球对称电荷密度修正后的势．

在此模型中，每个电子象独立粒子那样行动． 它的波函数对角度的依赖关系将与氢原
子中的情形完全相同．于是将存在 S 态， p 态等等，并且它们将具有各种可能的叨值．因为

1 
V(1·)不再与一相同，所以波函数的径向部分将稍有不同，但在定性方面将相同，所以我们

有相同的径向量子数九．状态的能量也将有点不同
氢

让我们来看看用这些概念可得到些什么．氢的基态具有仁=m一 0及正=1, 我们称该电

子的组态为 is 态．能量为一13.6 电子伏特，这意味着把电子拉出原子需要 13.6 电子伏特
能量．我们称此能量为“电离能”，用符号 W1 表示． 电离能越大，就越难使电子脱离，一般
说来，电离能大的材料其化学性质就不大活泼．
氮

现在来看氪它的两个电子可处于同一个最低状态

（一个自旋朝上，另一个朝下）．在此最低状态，电子在一
势场中运动，这个势对小的 r 就象 z=2 的库仑势，而对
大的,,., 就象 1$=1 的库仑势．结果是一个＂类氢＂的 ls 态，

只是能量稍低．两个电子占据同一 ls 态 (Z一 o,彻 =0), 所

观察到的电离能（移去一个电子）为 24.6 电子伏特．因为

现在 h壳层已填满了＿＿一只允许两个电子占据该壳层

因此每个电子为其他原子吸引去的趋势很小．氮在
化学上是惰性的．
锤

梩原子核有三个单位的电荷．电子态将又是类氢的，

三个电子将占据最低的三个能级．两个电子将进入ls态，

_c--- -- 6 - ---— -=-1r---二二二勹了-:,:I正二一三了 3
4s 二~-- 3d 
~- 3p _;::;---"'-_ 

----3s .-----
2p ;;::=一,--

2s - ---

~ 
----

--二 --2 

,.• 

第三个电子将进入 ,:i,=2 的态，但 Z=-0 呢还是 l=切在 上一一一一一一一一一一一一 1氢原子中这两个态的能量相同，但在其他原子中则不然， I • p • J 

原因如下，别忘了 2~ 态在核附近有些振幅，而抒态则

没有这就意味着 2s 态的电子将感受到部分悝核的三
图 19-8 当有其他电子存在时原子中电

子能级示意图（标度与图1_9-:-1 不同）
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重电荷，但物电子却呆在外面，该处的电场很象单个电荷所形成的库仑场．这额外的吸引

使得 2s 态的能量相对于 2p 态能量有所降低，能级将大致如图 19-8 所示一一你们应将此图

与氢原子相应的能级图 19-7比较． 所以悝原子将有两个电子在 1s 态，一个电子在 2s 态．

因 2s 态的电子比 1s 态的电子具有较高的能量，所以 2s 态电子比较容易脱离．俚的电离能

仅为 5.4 电子伏特，其化学性质非常活泼．

表 19-2 前面 36 个元素的电子组态 - . 

'. 

原子z序数 电离能 电子组态
元素 ·Wr 

（电子伏特） ls 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 4/ 

1 丑．氢 13.6 I 
2 He 氝 24.6 2 

处千各个态的电子数
3 Li 锥 5.4 1 
4 Be 铣 9.3 满 2 
5 B 硐 8.3 壳

, 
2 1 

6 G 碳 11.3 
, 层 2 2 

7 N 氮 14.5 (2) 2 3 
8 O 氧 13.6 2 4 , 

9 F 掀 17.4 2 5 
10 Ne 氖 21.6 2 6 

11 Na 钠 5.1 1 

12 Mg 镁 7.6 满 满 2 

13 Al 铝 6.0 亮 壳 2 1 
; 

14 Si 硅 8.1 层 层 2 2 

15 P 磷 10.5 (2) (8) 2 3 

16 S 硫 10.4 2 4 

17 Cl 氯 13.0 2 5 

18 A 氮 15.8 2 6 .` 
, 

19 K· 钾 4.3 1 
20 Ca 钙 6.1 满 满 2 
21 沁杭 6.5 壳 志;-,. 1 2 
22 Ti 钦 6.8 层 层 层 2 3 
23 V 轨 6.7 (2) (8) (8) 3 a 
24 :er 铭 6.8 5 1 .. 

25 Mn 猛 7.4 5 2 
26 Fe 铁 7.9 6 2 
27 Co 钻 7.ll 7 a 
28 Ni 铢 7.6 8 a 
29 Ou 铜 7.7 ! , 10 1 
30 Zn 锌 9.4. 10 2 '__ ,' 

31 Ga 镕 6.0 满 满＇ 满 2 1 
32 Ge 错
-

i.9 壳 壳 壳· 2 3 
、，

as- As 砰 9.8 层 层 层 a 3 
34 Se 硒 9.7 (2) (8) (18) a ft 
3/5 Br 澳. 11.8 2 5 
36 Kr 氪 14.0 . 

2 8 
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由此你们能够看出逐步显现出来的图样了；我们在表 19-2 中列出了前面 36 种元素，说

明每个原子处于基态时电子所占据的状态．表中给出了束缚得最松的电子的电离能以及占

据各个＂壳层＂的电子数，这里，壳层指的是，，，，相同的状态．因为不同 l 的态具有不同的能最，

每个 1 值与一个有 2(2Z+1)个可能状态（不同的m及电子自旋）的支壳层相对应．除了一些4

我们忽略的微弱的效应之外，这些态都具有相同的能量．
披

皱与悝相似，只是它不仅在 1s 态有两个电子，在 2s 态也有两个电子．
砸到氖

硐有 5 个电子，第 5 个电子必然进入 2p 态． 因为 2p 态有 2x3=6 个不同的状态，所

以我们可不断增ti: 电子直到总数达到 8 个电子．这样就得到氖． 当电子增加时，原子序数
Z 也增加，所以整个电子的分布越来越接近原子核，以致 2p 态的能量下降．到氖时电离能
增至 21.6 电子伏特．氖不易失去电子，也没有多余的低能空位供电子填充，因此它不会试

图攫取额外的电子．在化学性质上氖是惰性的．另一方面，氛倒有一个空的可供电子跃入
的低能状态，所以氮在化学反应中很活泼．

钠到氢

对钠来说，第十一个电子必须开始一个新的壳层－~进入 3s 态． 这个态的能级很高，
电离能急剧下降，因此钠是一个活泼的化学元素． 从钠到氢， n=3 的 s 态和 p 态完全按照

从俚到氖那样的次序来填充，在外面空的壳层里，电子的角度组态具有相同的次序，电离能
的变化情况也很相似． 由此可以看出为什么随着原子序数的增加化学性质会重复，镁在化
学性质上非常象被，硅象碳，氯象氛．氪象氖那样是惰性的．

你们可能已经注意到在俚与氖之间，电离能的次序略微有点特殊，钠和氛之间也有类
似的情况．氧原子对最后一个电子的束缚比我们预期的要稍微弱一些．硫也有类似的情况．

这是什么原因呢？如果我们加进一点个别电子之间的相互作用效应，对这一情形就能理解了．

考虑一下将第一个 2p 态的电子放进硐原子的情况． 有六种可能一一三种可能的 p 态，每

个 p 态有两种自旋． 想象一自旋朝上的电子进入叨=0 的状态，这一状态也称为"z''态，因

为它紧靠 2 轴．碳的情况将如何呢？现有 2 个 2p 电子．如果其中一个进入"z"态，第二个

电子将进入什么态？如果它远离第一个电子，它将具有较低的能量，譬如说它进入 2p壳层的

立“态就行． （记住，这个态就是叨=+1 及叨=-1 态的线性组合．）接下来，轮到氮，如果

三个 2p 态电子分别处于“矿，；“矿和"z"的组态，则它们将具有最低的相互排斥能． 但是对

氧就不同了，第四个电子必须以相反的自旋进入一个已被填充的态． 于是它受到已经在这

个态的电子的强烈排斥，所以它的能量不如在其他情况下可以达到的那样低，因而更容易被

移去．这扰解释了出现在氮和氧之间以及磷和硅之间的结合能次序上的中断现象．

钾到锌

在氢以后，你们首先可能认为新加的电子将开始填充 3d态．但并非如此．根据前面的

描迷一—以及图 19—8 中说明的一角动量较高的状态其能量要上移．到 3d 态时，其能量

E 比 4s 态的能量高出一些． 所以在钾中，最后一个电子进入 4s 态． 这个壳层到钙原子被

填满后（有两个电子），就开始对伉上从锐填 3d 态．

3d 和 4s 态的能匮十分接近，所以很小的影响就能使两者的差额由正变负或由负变正．

当我们把四个电子放入到 3d 时，它们的排斥作用使 4s 态的能量上升刚好能超过 3d 态能
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批』所以一个电子移回来了．对于络，我们不是得到预期的 4, 2 组合，而是 5, 1 组合．增加

一个新电子就得到猛，此电子重新填入 4s 壳层，此后 3d 态壳层被一一填满，直到铜为止．

因总铁、钻和倪中鼓外面的无层具有相同的组态，所以它们都趋向于具有相似的化学

性质 （此效应对稀土元素更为明显，它们都具有相同的外壳层，而其逐渐填充的内壳层对

化学性质的影响很小．）

在铜原子中，一个电子从心态壳层中被夺走．最后将 3d 壳层填满．然而，铜的 10, 1 组

态的能最，与 9, 2 组态的能量是如此按近，以致附近如有另一原子存在，就能改变两者的差

额由千这个原因，铜的最后两个电子差不多是等价的，所以铜可以是 1 价也可以是 2 价．

（它有时表现出好象其电子处千 9, 2 组态．）在其他地方也发生类似的情况，这说明了其他

金属，如铁，在化合时具有两种原子价的事实．到锌为止， 3d 和 4s 两壳层都完全填满了．
稼到氪

从嫁到氪，填充次序重又正常地继续下去，对 4p 壳层进行填充． 外壳层、能械和化学

性质重复着从砌到氖及从铝到氢的情形．

氪象氢和氖一样，是有名的“稀有“气体，在化学上这三者都是“惰性的＂．这只是尨昧若，

填满了能量相对较低的壳层，在与其他元素进行简凶化合时，它们在能量上具有优势的情况
是很少的．具有一个满壳层是不够的．彼和镁填润了 s 壳层，但这些壳层的能量太高，不能

使得元素稳定．同样，我们会期望在锐的位置上出现另一个“稀土“元素，如其 3d 壳层的能

量更低些（或 4s 壳层能量更高些）．另..,...方面，氪并非完全惰性，它和氯会野成一弱键化合物．
既然我们所举实例己说明了周期表的大多欲主要性质，所以我们就讨论到第 36 号元素

为止一—还有 70 多个元素．

我们想再指出一点我们不仅能在一定程度上了解原子价，而且也可以讲些关于化学键

的方向性质．取一个原子，如氧，它有 4 个 2p 电子．前三个电子处于“矿，＂沪，"z"态，而第四个

电子将戮复这些态中的一个，留下两个态—一譬如说"x"和“矿＇－—-空着．接下来考虑卫20 的

情形．每一个氢原子都愿意与氧共有一个电子，帮助筑填满壳层．这两个电子倾向于进入“沪

和“矿的空位．所以水分子应有两个氢原子，这两个氢原子相对氧原子中心成直角．实际上

这个角度为 1059. 我们甚至能理解为什么这一角度大于的气由于共有电子，结果氢原子有

了净的正电荷．电的排斥作用使波函数“变了形”，把角度扩大到 105°. 在 H类中也出现同

祥的情况．但由于硫原子较大，两个氢原子隔得较远，排斥作用较小，所以角度仅扩大到 93°.

硒原子更大，故在 H尽0 中角度非常接近 900_

我们可以用同样的论证来理解氨（耳N)的几何结构．氨有再容纳三个2p 电子的空位，

对“护，＂矿,'"z'J这种态各一个．三个氢原子应彼此联成宜角．但构成的角度稍大于 90°

又是电排斥的缘故一—但至少我们看到为什么 HsN 不是扁平的． 磷化氢(H心）的角度接

近 goo, 而在 H3As 中角度更接近 goo. 当我们把 H3N 描述为一个两态系统时，我们假定它

不是扁平的．正是由于这种非扁平性才使按微波激射器成为可能．现在我们已经看到从我

们的量子力学也可以理解分子的形状．
薛定谔方程曾经是物理学的巨大成就之一，由千它对了解原子结构的根本机理提供了

线索，从而解释了原子光谱、化学性质以及物质的本性．
.. . 
"'; , > 

., 
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§20-1 操作与算符

20 
算符

到目前为止，虽然我们不时地告诉你们缰子力学琶和方程的一些特殊写法，但是我伬在

蜇子力学中所做的全部工作都可以用普通代数来处理．现在我们想再讲一些描述撬子力学
事件的有趣而有用的数学方法．处理扯子力学问题有许多不同的方法，而大多数书本所采

用的方法都与我们所用的不同．当你们继续阅读其他书籍时，你们可能不会立即看出这些
书中所讲的方法与我们所用的方法之间的联系．虽然我们也能得出一些有用的结杲，但本
章的主要目的在于告诉你们一些描写相同物狸事件的不同方法．知道了这些方法，你们就
能更好地理解别人所讲的了．当人们最初提出经典力学时，他们总是用幻， g 和 z分景来写出

所有的方程式．以后有人指出｝发明矢量记号可以使所有的写法大为简化．的确，当你要计
算什么时，常常需要将矢量变换成它的分量，但是当你使用矢扯时，一般很容易看出发生些
什么，而且许多计算也容易得多．在晕子力学中，使用“志矢最＂的概念可以用比较简单的方
法写出许多事情．当然，＂态矢量"I 肪并非三维空间中的几何矢蜇，而是代表物涅状态的一
种抽象符号，此状态用“标记”或“名字“中来识别．这种概念之所以有用，是因为欣子力学的
规律可以用这种符号写成代数方程．例如，任何状态都可由基础态的线性组合来构成这个
基本定律就可以写成：

1 中 >=EO战＞、 (20.1) 
心

式中 O; 是一组普通的（复）数一—振幅 0;=<心 1 中＞一而 11), 12>, 13>…等等代表在

某个基或麦2、中的基础态．
如果取某个物理状态并对它作些变动一一如转动或等候一段时间 iJt--则得到不同的

态．我们说，“对状态进行一次操作产生了一个新的态。“我们可以用一个方程式来表示同一

概念．

凇=A呻>. (20. 2) 

对态的一次操作产生另一个态．算符 A 代表某个特定的操作．当这一操作作用于任一态，譬
如念呻＞上，它产生某个其他的态炒＞．

式(20.2)表示什么意思呢？我们这样来想忠它的意义，如果用＜引乘(20.2)式，并得 1皊

按式 (20.1)展开，则得到
＜心 1 少 >=}Xi心j> <JI 心． (20.3) 

（知j) 取自和 Ii> 相同的一组）这正是一个代数式．数＜引心＞给出了在态陈＞中找到的各

个垫础态的嫌，它是以 1中＞在各个基础态中出现的振幅的线性叠加表示的．数＜汃A日＞正
是表明有多少勺炒＞进入每个和中的系数．算符 3 可用一组数或“矩阵”以数字来描述，

A;j=<i/1/j>. (20.4) 

所以式(20.2)是式 (20.3) 的高级写法．实际上还不止这样，它含有更多的东西．在式

(20.2) 中我们完全没有提到一组基础态，式(20.3)是式 (20.2)在某一组基础态中的映像，但
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是，如你片］所知，你们可以选用你们想要的任意一组态，而式(20.2)就含有这种概念．算符

的写法避免了作任意特定的选择．当然，当你想要得到明确的表示时，你必须选择一组基，

当你选定后，你就用式(20.3). 因此算符式(20.2)是代数式(20.3) 的更为抽象的写法．这

两种写法之间的区别，类似千下面两种写法的差别．

及
C=a><b 

c., = a11b. - a.b11, 

c11=a.b., 一心如

c.=a., 切一ALL妇

第一种写法要方便得多．然而，当你想要计算结果时，你终究必须相对某组坐标轴给出分

量．同样地，如果你想要说出 1 真正表示什么意思，你必须准备根据某组基础态给出矩阵
A,,. 只要你心中有一组 A计，式(20.2)就与式(20.3)相同．（你们还应记住，一旦你知道了对
一组特定的基础态的矩阵，你总可以算出相对于任何别的基础态的相应矩阵．你可以将矩阵
从一个”表象“变换到另一个“表象".)

式(20.2)中的算符方程也可以用一种新的观点来考虑．如果我们设想某个算符 A, 我
们就可用它跟任意态 I 心来产生一个新的态趴伈．有时用这种方法得到的＂态“可能是很特
殊的一—它也许不代表我们在自然界中可能遇到的任何物理情况（例如，我们可能得到一个
态，它并不归一化为表示单个电子）．换言之，我们有时可能得到数学上人为的＂态”，这种人
为的“态”可能仍然有用，或许在某些计算过程中可能是有用的．

我们已经告诉了你们许多有关量子力学算符的例子．我们已有了转动算符凡(0), 它作
用于状态 l心就产生一个新态，从转动后的坐标系来看，新的态就是原来的态．我们巳有了宇

称（或反演）算符 i>, 它通过将所有的坐标反向来得到新的态．我们对自旋为一的粒子已有
2 

算符 Q'~, 名和 ft,.

算符 J名在第 17 章中是根据小角度引的转动算符来定义的，

知） =l+i-心 (20.5) 

当然这意味着

知）蚀＞＝博＞叶心蛉 (20.6} 

九在这个例子中，iel心是把态 l心转动一个小角 e 后所得的态塾圭原来的态后再乘以-;-
伙．

它代表的态是两个态之差．

再举一个例子．我们有一个算符忙一—称为动抵算符＠分量），由类似(20.6)的式子定

义．如呆立(L)是使一个态沿”方向移动距离 L 的算符，则忙定义为

几(8) =1+ 立咕， (20.7) 
九

式中 8 是一个小位移．将状态 I的沿＂移动一小距离 8 得出一个新的态博＇＞，我们说这一新

态比原来的态增加了一点新的东西
ti, ,. 一切氏悼＞．

我们所讨论的算符作用于像 1吟这样的态矢矗上，而冲＞是物理状况的抽象描述．它
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d 
们与作用在数学函数上的代数算符大不相同，例如，—-是一个算符，它作用于f位）使 J(a,)
了如

变成一个新函数 J'(幻）＝－－ 另一个例子是代数算符沪．你们可以看出为什么在两种情d,a:; • 

况下使用相同的名词．然而你应当记住这两类算符是不同的．量子力学算符 i 不作用于代
数函数上，而作用和心那样的态矢噩上．两类算符都用于量子力学中，而且常用于相似类型

的方程中，不久你们就会看到．当你们首次学习这一课题时，最好一直记住这些差别，以后
对这课题比较熟悉时，你们就会发现保留这两种算符之间的明显区别并不是很重要的．的
确如此，你们会发现大多数教科书对这两类算符通常使用相同的记号．

我们现在接下去看看用各种算符能做些什么有用的事情．但是，首先有一点要特别注

意，假设我们有一个算符 1, 对千某基其矩阵为 A泸三＜趴 AIJ). 态 1 I iJJ> 同时在另一态 I 心
中的振幅为＜中 IA抻＞．这个振幅的共辄复数是否有意义呢？你们应该能够证明

<¢1.A 蚀＞＊＝＜中 j.At 冈坅， (20.8) 

式中扣（读作"A剑号''). 是一个算符，其矩阵元为
At1 一（如）情. (20.9) 

为了得到 _At 的 0, j 元素，你们可以先求 i 的 j、仁元素（要颠倒一下指数），再取它的复数共
扼．态扣炒＞处于 1吟的振幅为态趴中＞处于 1心的振幅的复数共辄．算符 jt 称为 i 的
“厄密伴随＂，量子力学中的许多重要算符都具有一种特殊的性质，即当取它们的厄密伴随时

仍回到原来的算符，若 B 是这种算符，则
和 =B,

我们称这种算符为“自伴随”或“厄密“算符．

§20-2 平均能量

到目前为止，我们主要是使你回忆一下已经知道的东西．现在我们想要讨论一个新间题，

如何求一个系统一一譬如一个原子的平均能撞？如果一个原子处于某个确定能抵的状态，并

且你去测扯这个能量，你将得到一个确定的能量 E. 如果你继续重复测扯所有选定的处在

相同状态的每一个原子，则所有测量结果都将是 E, 你的多次测量的“平均“当然也就是 E.

但是，如果你对某个非定态神＞进行测量，那么会发生什么情况呢？既然系统没有确定
的能量，一次测量将给出一个能量，对处于同样状态的其他原子所作的相同测量将给出不同

的能量，等等．对整个一系列的能量测量求平均，你将得出什么呢？

通过把态呻＞投影到一组具有确定能狱的状态上，我们就能回答这个问题．为了提醒

你这是一组特殊的基础态，我们将这些态称为 I ri,>. 态 I rit> 中的每一个都有一个确定的能量

E;, 在这个表象中，
1 中>=~0巾沁. (20.10) 

当你进行一次能量测量并得到某数值趴时，你会发现系统处于态伽＞．但是对每一次测量，
你可能得到不同的数值．有时得到 E1, 有时得到坠，有时为 Es, 等等．观察到能量 E1的

儿率就是该系统处于状态 l'YJ,> 的几率，这当然就是振幅 01一 I'Y/1 I 心的绝对值的平方．找到
__- 

每一个可能的能量趴的几率为
P,= jO;J2. ·(20.11) 

这些儿率与整个一系列的能釐测量的平均值有何关系呢？设想我们得到这样一系列的
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测址结呆：止，凡， E耳， Eo, E1, 九O, 队，趴，丛，趴， Ea, 趴等等，我们继续测鼠，譬如

说测鼠了一千次．当我们测完后，把所有的能鞋相加并用一千去除，这就是我们所说的平均．

加所有的数时有一条捷径，你可以把得出 E1 的次数加起来，譬如说为 N1, 然后把得出 E2

的次数加起来，称之为汇，等等，所有能量的总和必定为

、

N1趴+N2丛+Na丛+ .. ,=~ 趴趴．

平均能酰为此总和除以测最的总次数，总次数就是所有凡之和，记为 N,
~N;E; 

E平均= j 71, , (20.12) 

我们已相当接近了，我们所指的发生某事的几率，正是我们期望发生的次数除以总的测
N 

试次数．对于大的 N, 比值飞会非常接近于 P;, 即非常接近于找到态伽＞的几率，虽然由

N 于统计涨落 y 不会严格地等千凡让我们把这预测（或期望）的平均能量记为<E〉平均，则有

<E〉平比 =~P1E1.
` 

同样的论证适用于任何测量．测得的量 A 的平均值应等于

<A>平均 ,,,;,~P1A1,

式中 A, 是被观察量的各种可能值，P,是得到该值的几率．
让我们回到最子力学状态 I 心，它的平均能量为

<E)平均 =~IO,j2E,=~OtOi趴．
` 

注意这里的奥妙！首先，我们将该和写为

~<中 1'YJ心双沁如博＞．

(20.13) 

(20.:14) 

(20.15) 

其次，把左边的＜叭当作公“因子”，我们可以把这个因子提到求和号外面，并把它写为
＜中!{~!心趴<'Y)小伈｝，

这个表示式具有下列形式：
＜中 1 中＞，

这里 1 心是某个由下式定义的“杜撰＂的态，

炒>=~(吩趴＜叫妗．
` 

换言之，如果你按匮趴<rJ小肣采取每个基础态凡＞，你就得到这个态．

(20.16) 

现在回想一下态忨＞是什么意思．它们应该是定态一—所谓定态我们的意思是，
趴心＝劂沁

因趴只是一个牧，所以上式右边与 1 吩趴沮同，因而式(20.16) 中的求和与下式一禅，

工庄心＜叫岭
现在 i 只出现在收缩为才的著名的组合中，所以

邸I rii><ri; I沪驾心如凇~fl 淖＞．

真是奇迹！式(20.16) 与下式相同，

心＝且冲＞．
态冲＞的平均能徵可以非常漂亮地写为

(20.17) 
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也＞平均气山 1 且国）． (20.18) 

为了得到平均能拭，就用力作用于 ltfi> 上，然后再乘以 <!/JI, 结杲很简单．
我们所得到的求平均能械的新公式不仅淙亮，而且也很有用．因为现在我们一点也不必

提及任何特定的一组基础态了．我们甚至没有必要知道所有的可能的能级．当进行计算时，

我们将需要用某组盐础态来描述我们的态，但是如果我们知道了对千这组基础态的哈密顿
矩阵丑讨，我们就能得到平均能鼠．式(20.18)衷明，对旦包一组基础态 I 心＞，平均能量可以由
下式求得，

<E〉平均=~<中 1 妢＞＜心 1 庄 j)<j 博＞，

式中振幅 <ilfll分就是矩阵元丑让

(20.19) 

让我们对具有确定能釐的态伐＞这种特殊怕况来捡验一下这个结果．对这种态，且 1分
=E,/j), 所以＜纱卫 1分 =E九，而

也＞牛旷=~<中 Ii>且沁勺悼>=~丛＜中 Ji><0l 中），

“ 这一表示式是正确的． , 

顺便指出，式(20.19)可以推广到其他物理讯的浏低，只要这些量可以用一个算符来表
示例如， L. 是角动量 L 的 Z 分扯算符．名分拭对态 I卓＞的平均值为

也汪＝＜中 Jt~Jtfi>.
证明上式的一种方法是想像某种情况，其能量正比于角动盘．于是所有的论证以相同的方
式进行．

概括地讲，如果一个在物理上观察得到的蜇与一个适当的篮子力学算符 j 相联系， A
对态呻＞的平均值为

我们说这个式子表示

面 ,, 

<A>平均－＜＇）［国＞．

<A>平均气中 I¢>,

炒>=A呻＞．

§20-3 原子的平均能量

.. 

(20.20) 

(20.21) 

(20. 22) 

假定我们想要知道一原子处在由波函数叭r)所描述的状态时的平均能量，我们怎样去

求知首先让我们来考虑一个一维的情况，此时态 11"> 由振幅＜叫盼＝山＠）来定义、我们要

求适用于坐标表象的式(20.19)的特殊情况．依我们常用的步骤，我们用1心和 1畛今来代替
态心和 1分，并且把求和改成积分，得

如杲愿意，我们可将这积分写为
'- ＜中 1 亿＞＜叫心＞血，J' 

而

归勹<a;/妇＇冷'I 麟＇：
(20.25)中对矿的积分与第 16 采式 (16.50)及(16:52)的积分相同，并且等于

－羞二归）+V(祝（吩．
因此有

` 

'·' 

... 

(20.23) 

(20.24) 

(20.25) 
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卢＞＝｛－五 ~+V(x)}归）． (20.26) 

记住仙位>=<m 博＞关＝扩(m), 利用这一等式，式 (20.23) 中的平均能量可写成

也＞平均寸四）｛－差舌 +v}屿）如. (20.27) 

给定波函数中＠），你就可通过完成这个积分而得到平均能量．现在你可以开始看出我们是

怎样反复从态矢量的概念发展到波函数概念的．

式 (20.27)括号中的量是一个代数算符u, 我们将其写成矛》
-_-- 

沪胪护
＝一言忑 +V.

用这种记号，式(20.23) 变为

<E冶=J四）和（吩位 (20.28) 

这里所定义的代数算符戎遠i然与量子力学算符介不同．新算符作用于位置函数中位）
一＜叫盼以给出一个幻的新函数，申＠）＝＜叫心＞，而且作用于态矢橇 1 肪给出另一态矢量
扮，根本不涉及坐标表象或任何特殊表象即使在坐标表象中兑飞和 B 也不严格相同．如
果我们选定在坐标表象中进行计算，我们将以矩阵＜叫力位＇＞来解释介， <ail fr 位＇＞以某种方
式取决于两个”指标”矿和＂＇，即按照式 (20.25), 我们期望＜叫中＞通过某一积分而与所有的

振幅联系起来另一方面，我们发现浮是一个微分算符在 18-5 节中我们就已得出炽趴心
和代数算符兑勹之间的联系．

我们应对我们所得的结果作一限制，我们业已假定振幅中位）＝＜叫中＞是归一化的．这

个假定的意思是指标度的选取，应使 · 

J1伈）陑=1,
所以，发现电子在茎咎的几率是 1. 如果你愿意用未归一化的 tf,(w) 来计算，则应当写成

I炒）和（吩血
(E)平讷＿

Jtf,*(a;)中（吩血．
(20.29) 

这是一回事．

注意式 (20.28)与式(20.18)在形式上很相似，当你使用＂表象时，这两种描写相同结果

的方式是经常出现的．对于任何一个“局域＂算符 1, 可以从第一种形式转变到第二种形式，
所谓局域算符，是一个在积分

伈 1年沁'I 心血＇
中可以写成如心）的算符，这里 6 是一个微分代数算符．但是，也有不是这样的算符．对于
这种算符，你必须用式 (20.21) 和 (20.22) 的基本方程．

你们可以很容易地把这种推导推广到三维的情况，结果为J)

<E心－［西）和(r)dVoi, (20.30) 

而

1) "算符"V位）表示“用 V位）相乘".

2) 我们把体积元写成 cWol. 当然，它就是心d砬s,面对所有三个坐标积分都从一 00 到十o0.
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牙－二守+V(r), (20.31) 

并以

为条件．显然，同样的这些式子可以推广到具有几个电子的系统上去，但是我们不费心去写

出这些结果．

用式 (20.30), 我们甚至不知道原子系统的能级也能计算原子态的平均能量．我们所需

要的只是波函数．这是一个重要的规律．我们将告诉你们一个有趣的陀用．假定你们想知

道某个系统的基态能彖—一譬如说氮原子，但是要解薛定谔方程来求波函数太困难了，因为

变量太多．然而，假如你猜一下波函数一—随便挑选一个函数－一－而计算其平均能量，这就

是说，如果原子真的处在用这个波函数所描述的状态，则你们就可用式(20.29)--推广到

兰维情况一一求出平均能量．这个能量肯定比某态能景高，因为基态能量是原子所可能具

有的最低能量1). 现在选取另一个函数并计算它的平均能量．要是它低千你第一次选取的波

函数所得到的能禄，它就比较接近真正的基态能量了．如果你继续试用各种人为的状态，你

就可能获得越来越低的能最，它越来越接近基态的能怔．如果你很聪明，你会试用某种具有

几个可调参最的函数，所算得的能蜇将以这些参量来表示，通过改变这些参晕来得出最低的

可能的能盐，你同时试用了一整类函数．最后，你会发现，要得到更低的韵晕将越来越困

难，并且开始相信已经相当接近最低的可能能量了．氢原子就是用这种方法解出的一－不

是解一个微分方程，而是造一个具有许多可词参量的特殊函数，通过选抒这些参量最终得

出平均能量的最低可能值．

§20-4 位置算符

原子中电子位置的平均值是什么呢？对任何特定的态博＞坐标幻的平均值是什么呢？我

们将计算一维情况，而由你们自己把这种概念推广到三维悄况以及多于一个粒子的系统的

情形，设有一以 tp(吟描述的状态，我们不断地测量幻，平均值是什么呢？它是

jxP(五
式中 P(x)为在幻处血的小范围内找到电子的几率．假定儿率密度 P(吩随＂的变化如图

1 P(x) 

. 

、.· ~, 

/IC 

阳 20,-1 表示一定域粒子的几率密度曲线、

1) 你也可以这样来考虑，你选用的任何函数（即态）都可写成具有确定能量的基础态的线性组合．既然在此组合中

存在许多较高能量的态与最低能量的态相涅合，则平均能量将比基态能量为高. . ' 
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20-1 所示，则此电子最可g且在曲线的峰值附近被发现. X 的平均值也在靠近峰值附近的地

方，实际上，它就是曲线所削面积的重心．

我们早先己看到 P(幻）就是 1 心（吩尸＝扩位）山位），所以我们可以把对 m 的平均写成

＜吩可均凇(x)呻位）必'. _ (20.33) 

我们所得的令＞平均的式子与式(20.30) 有相同的形式．对于平均能整，能哥算符兑勹出现
在两个中之间，而对千平均位置，就只是幻．（如果愿总，你可以把幻当作一个“用 m 相乘＂的

代数算符．）我们可以把这种对比再加引申，用与式 (20,18)相应的形式来表示平均位置．假

设我们写出
＜吩引均＝＜中 1 心

, l 心 =;;I 心， (20.35)
然后看看是否能找到这个产生状态 I心的算符金J 以使式(20.34) 与式 (20.33)相一致．这就
是说，我们必须找到一个 1心，使得

而
(20.34) 

', 

妇＞＝＠＞平均寸＜中 1立如心血．
首先，把创中心在”表象中展开，它为

卸｀＞寸＜沪＞＜玉＞血．
现在比较上面最后两式的积分，你们看到在＂表象中

＜幻忆＞＝吠叫吟. (20.38) 

将＄作用千冲＞上以得到 1心，相当于用正乘中(x) =<叫小＞以得到＂位）＝（叫心．这样，我
们就有了金在坐标表象中的定义气

［我们并没有费心去设法得出算符金在幻表象中的矩库．如果你有兴趣，你可设法证明
＜叫叫吟= (V() (a; 一a;'), (20.39) 

(20.36) 

(20.37) 

那么你能得到令人高兴的结果

向心＝＂位＞．
算符 i 具有有趣的性质，当它作用于基础态 I心时，它相当于用”相乘．］

你想要知道护的平均值吗？它为
安＞平均＝］四）心（吩如，

(20AO) 

(20.41) 

或者，如果你喜欢，可以写为

并且
＜幻2〉平均＝创吵'),

伈＇＞＝妇的. (20.42) 

这里 £2 的意思是 x•金一一两个算符一个接一个地使用．有了第二种形式，你就可以用你想
用的任何表象（基础态）来计算仓吟平均．如果你想计算云”或任何幻的多项式的平均值，你会
知道如何去求的．

§20-5 动量算符

现在我们希望计算电子的平均动量一一仍限于一维的情形．设 P(p)dp 为测得动匮在

., 

. .. .. 
1) 式 (20.:!8) 并不意味着 la严叫伈．你们不可以把＜纠当作“因子“提出来，因为在＜叫tf,) i前面的乘子＂是一个

数，它对各个态＜叫都是不同的，它是电子在态 1吩中的坐标值．参看式(20.40).

. 
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p 到 p+物之间的儿率．于是

<P泗=fpP(p)吻. (20.43) 

现在设 <P 博＞为态 11"> 在确定动植的态 I份中的振幅，这就是我们在 16-3 节中称为＜动量

矿心的振幅，它是 p 的函数，就像＜纠山）是＂的函数一样．在该处，我们选取归一化的振
幅，使得

P(p)=式广＜卢沪． (20.44) 

于是我们有

＠平均= f <归平卢＞皂．
这个形式和 <ai>平均非常相似．

要是我们愿意，我们完全可用求 <x>平均的方法来处理．首先，我们可以把上面的积分写

伈心＜毗＞岳. (20.46) 

你们现在应该看出，此式就是振幅＜如 /i) 的展开式 用确定动量的基础态来展开．由式
(20.45), 态凇＞在动星表象更由下式定义，

＜叭妢＝叭p 呻＞．

(20.45) 

成

这样，我们可写出

并且

而

(p)平均气中 I !3>, 

陷>=fl 山＞，
上式中算符 f是根据 p 表象而由式(20.47) 定义的．

［再者，如果你愿意，可以证明 f 的矩阵形式为

创分jp')=吵 (p-p'),

妒吩=p凇，

(20.47) 

(20 .48) 

(20.49) 

(20.50) 

(20.51) 

. 

结果与幻的情况相同. J 
现在出现了一个有趣的间题，我们能像我们对式(20.45)和式 (20.48)所做的那样来写

出 <P)平均，并且知道算符份在动量表象中的意义．但我们应如何在坐还覂巠中解释分呢？这
个问题也就是当我们有了某个波函数中＠）而想要求其平均动侣所需解决的问题． 明白地
讲，如果<_p)平均由式 (20.48)给出，我们可以根据动佩表象将该式展开而回到式(20.45). 如果
我们给出了态的 p 描述一—振幅 <Pl心，它是动量 p 的代数函数一—我们可以从式(20.47)
得到创纷，再进一步算出积分．现在问题是倘若我们给出了在勾表象中态的描述，即给
出了波函数 tf,(a;) =<叫心，我们怎样处理呢？
我们首先将式(20.48)在幻表象中展开，它为

＜沁平均寸＜中 1 吩仓凇＞心． (20.52) 

然而，我们需要知道在＂表象中态隔＞是什么，如果我们能求得，就可算出此积分．所以我
们的问题在千求出函数 /3(::v)=<纠妢．

我们可用下面的办法求得它．在§16-3 中我们已知＠祁＞与＜纠纷的关系，根据式
(16.24) 

I <.:Pl"/3> =-矿吓I凡如 /13)如． (20.53) 
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如果我们知道了＠凇＞，那就可由此式解出＜叫防．当然，我们所希望的是以某种方式将结

果用中＠）＝＜叫心表示出来，中(x)是假定已知的．假设我们由式(20.47) 出发，再用式

(16.24)来写出

归＞＝殴 I 心＞＝叶e-吓／九的）如．

既然上式是对＂积分，可以把 'P 放到积分号里去,tt写为

(20.54) 

<Pl 纷= Je-•fl"'I飞(a;)位 (20.55)

把此式与(20.53)式相比较，你们会说＜叫纷等于 p中位）．不，不劝波函数＜叫/3)= 趴石）

仅与护有关，而与 p无关，这就是整个问题之所在．

但是，某个机灵的人发现式(20.55) 中的积分可用分部法来进行. 8刁芦／“对＂的微商是

(i 飞沪.6-;,,必/II, 所以式(20.55) 中的积分等千

－引卢(e玉/II)中 (a,) 如．
如果进行分部积分，它成为

今 [e叩／飞（吩］：：～＋引6主/11 性．必．
dx 

只要我们考虑的是束缚态，以致当 X= 土 00 时中(a;)趋向 o, 则括号就为 o, 我们有

归＞＝钉6一i沁／九詈血．

现在把这结果与式(20.53) 比较，我们看到

归＞＝专卢虳）．
至此，我们已有了能完成式(20. 52) 所必需的关系式，答案是

｀均＝伈:盖；归）血．
我们求得了式(20.48)在坐标表象中的形式．

(20.56) 

(20.57) 

(20.58) 

现在你应开始看出一个有趣的形式的发展了．当我们问及态 I心的平均能量时，我们说

它是
<E〉平均一如心，而 1 心>=fll 妗．

在坐标世界中同样的事件被写为

(E〉平均 =f贮）知）血而知）一和（吩．
夕．

式中 为作用于 z 的函数的代数算符．当我们间及＂的平均值时，我们发现它也能够写成-_ 

在坐标世界中相应的式子为
(ili〉平均气tf,[a:), 而 la:>=~ 悼＞．

<:v>平均＝

当我们问及 p 的平均值时，我们写成
＠沁泊=<中 113>, 而 I份 =p 博＞．

在坐标世界中等价的表示式为

＠冶=f如）扣）如，而扣）丹盖伈）．

. 
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在上面三个例子中，我们都从态博＞开始，由量子力学算符产生另一个（假设的）态．在

坐标表象中，我们将代数算符作用在波函数山位）上来产生相应的波函数．有如下一一对应
~_ 

关菜（对一维问题）：

汇-夕一五五-+V(吩，. 
a; }a; , (20.59) 

＾
九
淳.,=.!Y:_ 立

6 彻·

表 20-1

物 理 量 算 符 坐 标形式
} 

能 景 FL 况 '^=- 沪 'v2+V(r) 
2r几

丘 ~: 』 " 
y y 

位 置
2 Ii! 

, 
夕＾元＝－亢 0Pz 

i ax 

动 量 孔
I 乒y 亢 a

= i oy 

立 邑 九 a
=--,-z 0/J 

在这个表中，我们对代数算符(l;_)y_引入符号夕贮
，彻

爰＝上立
6 彻＇

我们对夕加上下指标也是为了提醒你，我们只是与动量的＂分员打交道．
你很容易地把这结果推广到三维的情况，其余两个动量分量为

(20.60) 

P11一句，分矗，

p. —多分差．
如果愿意，你甚至可以想到动量的矢量算符，并写为

i分多=¾亿矗+e11矗+ez志），
式中 e., e, 及 e.为三坐标方向的单位矢橇．如果我们写成如下形式，则看起来更为漂亮，

＾九P-夕=-;-"·(20.61) 
f,' 

总的结果是：至少对某些量子力学算符，在坐标表象中有相应的代数算符．我们把到目

前为止所得的结果一一推广到三维情况一一摘要列入表20--1 中．对每一个算符，我们有两

个等价的形式芞
1心=Al妗 (20.62)

或
中(r)=神(r). (20.63) 

1) 在很多书中，对 i 及 a 使用相同的符号，这是因为它们都代表柜同的物理量，而且也因为写成不同的字母不方

便．你们通常可以从上下文来区别它们．
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现在我们举一些说明这些概念应用的例子．第一个例子就是指出夕和兑泛间的关哀．
如果使用夕“两次，得

^^ 沪心心人 =-1产
护
，邑cJx~ '. 

这就意味着我们能够写出等式

飞虎炙十爰乏-f 炙先+V(r), 

或者用矢量符号

炉·=上 fj {fo 千
2叨

V(r). (20.64) 

（在代数算符中，任何没有算符符号(/\)的项就表示直接相乘）．此式很妙，因为要是你还没

有忘记经典物理，就很容易记住一匕．每个人都知道能韬（非相对论性）就是动能卫－加势盓，
2叨

而，是总能撇算符．
这结果给人们留下了很深的印象，所以他们在教学生篮子力学之前，设法将全部经典物

理都教给学生．（我们的想法不同！）但是这种类比常引起误解．举个例说，当使用算符时，
各种因子的顺序很重要，但在经典式子中却不是这样的．

在 17 章中，我们根据位移算符儿用下式［参见式 (:17 .27)] 定义了算符忙，

哟=D凇） 1 矗） =(l+T 心） /if,), (20.fi5) 

式中}是一少位移．我们应证明这个式子与我们新的定义是等价的．按照我们刚才所得出
的，此式应与下式

虾）＝妇）＋譬. i5 

有相同的意义．但上式右边正好是山位+a)的泰勒展式，如果使态向左移动 l5(或将坐标向
右移动相同的数屉），你所得到的无疑就是山位+<>). 所以 f 的两个定义相一致！

让我们用这个事实来说明另一些事情．假设有一群粒子处于某个复杂系统中，我们把
它们记为 1,2,3,···. (为了简便起见仍限于一维．）描述此状态的波函数是所有坐标知

幻，知，…的函数，我们可把它写成扒X1, 互知，…）．现再将此系统（向左）移动 o, 新的波函数

可以写成
中'(如， X2, 知，·'·) =if,(x1+0,x2+0, 知十 n, …) 

iµ'(妇，知，如，．．．）＝中（如，心，先

根据式 (20. 65), 态冲＞的动量算符（我们称其为总动摄）等于
.... 

'"' 
归廿击＋去＋志+ .. -}, 

但此式就是
委＝克，＋轧．＋炙,+•··. (20.67) 

动量算符也遵从总动量为各部分动量之和的规律．一切都很好地联系起来，并且我们所讲

过的许多事情都是相互一致的．
. 

§20七角动量
' 

... :. 

让我们随便看一下另一种运算一一轨道角动摄的运算．在 17章中，我们根据立（中）定
义了算符J., 凡(cf,)是绕 4 轴旋转角度少的算符．这里我们考虑一个由单个波函数 t/,(r)所
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描艺的系统，中(r)只是坐标函数，并不考庄电子是否有朝上或朝下的自旋．这就是说，我们

想暂时不去考虑电子的本征角动量，而只考虑其轨道部分．为了区分清楚，我们称轨道角动
_-_- - -- _-_ -

谥算符为 t., 并且根据转动尤限小角 e 的算符将它定义为

知）心=(1+{ 夕叶 1 中＞．
（记住，这个定义仅适用于不包含内在的自旋变量这样的态博＞，只与坐标 r=x,'!I, 炉有关．）

如果我们在一绕 z 轴转过小角 e 后的新坐标系中来看态悼＞，我们所看到的新态为

1 吟＇＞＝众(€) I 沁．
如果我们愿意在坐标表象中描写此态 I 心一一也就是用它的波函数 i/J'(r) 来描写，我们

预期可以把它写为

归） =(1+{e免）中(ai). (20.68) 

免是什么呢？从图 20-2 可以看出，在新坐标系中矿和 ?J (实际上应是勾，和矿，但我们把撇号
省略了）处的一点 P 以前是在少一€'!/和 y+幼处．因为电子位于 P 点的振幅不因坐标转动

面改变，我们可以写出

中＇位，'!/, z) =山位+ey, y- 句, z) =山位， y, z) +ey 昴 €X 
劲

彻劲．

（记住 e 为小角．）这意味着

免－凶二--y 立
'1, oy 彻）．

这就是我们的答案．但是注意，它等价于

免＝迈克－嘉江
回到鼓子力学算符，我们可写为

(20.69) 

A A A 

L,= 叨厅飞叩'"·

这公式很容易记忆，因为它很象经典力学中熟知的公式，它是

的 2 分量．

算符问题的一个有趣的方面是把许多经典方程转变为批子力学的形式．哪些方程并非

如此呢？最好有一些不成立，因为如果每个式子都这样，则量子力学就没有什么特点了，也就

没有新的物理学了．这里有一个式子就不一样，在经典物

理中，

^ L=rxp 

(20.70) 

(20.71) 

(20.72) 

呼厂如iV=O,
在量子力学中它是什么呢？

厂
，
占

”>
. , g , 

一一一一一寸

"" "" . xp1JJ-p1JJX=? 

让我们在幻表象中把它算出来．为了明确起见，我们代

入某个波函数中＠），于是有...... ...... 
吐克山(x) 一 fl)a; 呻位），

或

I 』
-~- 了．－一

-' 
九 o ti, 8 

X - - ip(a;)-- —呻位） • Ji 
i8x i8x 

注意微商作用于它右边的每个函数．我们得出 图 20-2

叶笠－扣＠－午譬＝－扣＠）．

偏:,; 

坐标绕 g 轴转动一小角度 e

(20.73) 
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结果王艺零．整个运算就等于乘以一-;-,
九

1, 

＾＾＾九Xp., - pa;X = - --:-- . 
i 

如果普朗克常数为零，经典结果和量子结果将相同，那就没有量子力学可言了．

顺便提一下，如果任意两个算符 1 和 /J, 当取如下组合
AB-BA 

(20. 74), 

不为零时，则我们说“这些算符不对易”，而象(20.74)那样的等式称为它们的“对易规则＇＇．你
可以看出如和§的对易规则为

",.. "-" p,,y-yp.,=0. 

还有另一个与角动量有关的非常重要的对易规则，它为

L,,L广L占叶九让 @归胁
你可以通过证明这一关系式来练习一下算符金和§的运算．
有趣的是在经典物理中也有不能对易的算符．在我们讨论空间中的转动时就已见过这

种情况．如果你把某物体，例如一本书，先绕幻轴旋转 90°, 然后绕 g 轴转 90°, 所得的结果

与先绕 g 轴旋转90°, 然后绕＂转 90°的结果不同事实上式(20.75) 的根源正是空间的这
种性质．

§20-7 平均值随时间的变化

现在我们要向你们说明一些别的事情平均值如何随时间变化呢？假定在某瞬时有一个

算符 l; 它本身并不显含时间，我们的意思是指像＄或§那样的算符．（我们不考虑像飞时
间而变化的某种外来势算符，诸如 V(幻, t).)现在我们计算在某态神＞的 (.A)平均，它为

<A〉平均＝＜中 )A 冲>. . (20. 76) 

<A)和肖与时间的关系怎样呢？它为何与时间有关呢？一个原因可能是算符本身明显地与时间
有关一—例如，如果它涉及像 V(:Zi, t)这样的随时间变化的势．但是，即使算符与时间 t 无
关，譬如说算符 A=x, 其相应的平均值也可能与时间有关．粒子的平均位置当然可以移动．
如果 i与时间无关，这种运动如何由式(20.76)产生呢？态冲＞很可能随时间而变化．对于
非定态，我们往往把该态写成 1 中 (t)), 以明确地表示它对时间的依赖关系．我们要证明

<A〉平均的变化率是由一个称为 1 的新算符给出的．记住 A 是一个算符，所以在 A 上加一点
并不表示它对时间取微商，而仅为一新算符 2 的一种写法／其定义为

d _,.._ 
百 <A石 =<if, IA 呻＞．

我们的问题是找出算符 .1,
首先，我们知道状态的变化率由哈密顿算符给出，明确地讲为

心九奇的）＞＝吓(t)).

这正是对我们原有的哈密顿算符的定义．

休
dO, 

= ~R1,01 d,t 

的一种抽象写法．如果取此式的复数共辄，它等于 飞

(20.77) 

(20.78) 

(20.W) 
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(20.80) 

其次，看看如果我们将式(20.76) 对 t 求微商，其结果将如何．既然中与 t 有关，则有

啬 <A冶＝（盖创）j圉＋＜口（去心）. (20.81) 

最后，用 (20.78)及 (20.79)两式来代替上式中的微商，我们得到

d 百＜心平均飞－｛（中 1肛心－＜扎 l肆凇｝．
此式与下式相同，

责 <A冶＝卡创（肛－肆）抻＞．
将此式与式(20.77)相比较，可看到

土上（肛-1力）．
九

这就是我们感兴趣的定理，它对任何算符且都成立．

初便提一下，如果算符 i 空些就与时间有关，则必定有

1=.! 吐
九
（力1-1趴＋一ot • 

(20.82) 

(20.83) 

现在让我们用几个例子来试一下式(20.82), 看它是否真的有意义．例如，什么算符与

岔相对应？我们说，它应该是

岔＝互车-xfr).
九

(20.84) 

这是什么呢？找出其意义的一种办法是，用兑，的代数算符在坐标表象中把它算出来．在坐
标表象中，对易子为

己-a;沪叶五岳+V(吓气；；；玉
如果把它作用在任意函数中（吩上，并算出所有的微分，最后可得

－沪必
歹忑·

然而这正好与
．九＾

-'1,-
竹b
少冲，

相同．所以我们得到
彰－社il=-i上

竹b
p. 

或

(20.85) 

岔一 .h-_ (20.86) 
叨

这是一个奇妙的结果，它意味着，如果＂的平均值随时间而改变，则重心的移动等同于平均
动量除以怓．与经典力学完全相似．

再举一个例子．一个态的平均动狱的变化率是什么？同样处理．它的算符是

贫=i(斡-pfr). (20.87) 

你仍然可以在＂表象中运算记住这时§变为羞;'而且这意味着你将取势能 V(在兑中）
的微商一一但仅在牙的第二项中．结果这一项是唯一不被消去的一项，你得到
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或

费勺朸冗学讲义（第三心）

沪pj_.ffe£'= -i'li, cLV 
万'

, ,, . . . . , 

庐＝－虹 (20.88)
dt· 

又是经典的结果．式千彴才飞边是力，所以我们已导出［牛顿定律！但是耍记住——·这些是

关于苞笣的定律，只给出平均的启， 它们并不描述原子内部运动的细节．
一- .-, -

冲子力学具有雀不等于叮这一必不可少的差别，它们只差一点点一—差一个很小的数
值 h. 但是所有如干涉，波动等等奇异复杂的现象都来自于五p-伽金不完全为零这一点点事
实．

有关这个概念的历史也是很有趣的．在 1926 年几个月的时间里，海森伯及薛定谔各自
发现了描述原子的力学的正确定律．薛定谔发明了他的波函数山位）并找到了它的方程．另

九
一方面海森伯发现自然界可以用经典方程来描述，只是叩-px 应等于-;-, 这结果可以通

过用特殊的矩阵定义它们而得到．用我们的话来讲，他使用能量表象及其矩阵．海森伯的矩

阵代数和薛定谔的微分方程都能解释氢原子．几个月以后，薛定谔就能证明这两种理论是

等价的一一如同我们在这里所看到的．但是量子力学的这两个不同的数学形式是各自独立

地发明的．

' , .. 

..、. ·' 
; ,; ;, ·: ' ''i 

. 

'.、:- • 
• , 丫~ ~ ,,,、·



21 
经典情况下的薛定谔方程
关千超导电性的讨论会

§21-1 磁场中的薛定谔方程

这一讲只是供消遣的．我希望用稍微不同的方式来讲这章一看看怎样解决问题．不

要以为我在尽最后一分钟的努力教你们一些新东西，在这种意义上说，这章内容并不是整个

课程的一部分．相反，我设想我在对程度较高的听众，对那些已经受过匮子力学训练的人，就

这个题目举行一次讨论会或作一次研究报告．讨论会和正规讲课之间的主要区别是，讨论会

的报告人不必给出所有的步骤，或者所有的数学运算．他只说：“如果你这样那样去做，这就
是所得的结果”，而不给出所有的详细证明．所以在这一东里，我将始终叙述概念，并且只给

你计算的结果．你应该认识到并不期望你立刻理解每一件事，但相信如果你完成了这些步
－＿－一一，

骤，就会（或多或少）算出这些结果．
撇开这些不谈，以下是一个我想要讲的课题，这是最近的、现代的，并且完全是一个正统

的研究讨论班上的报告．我的题目是经典背景中的薛定谔方程一一超导悄形．

通常，出现在薛定谔方程中的波函数只适用于一个或两个粒子．而且波函数本身并不

是具有经典意义的某种东西一一不同于电场，或矢势或这种类型的东西．单个粒子的波函

数是一种＇谡场”一一从它作为位置的函数意义上来说一一但一般说来它并不具有经典的意

义．然而，在有些情况下，一个量子力学的波函数笆壅具有经典窘义，这就是我想要讲的．物
质在小尺度范围内所特有的量子力学行为，在大尺度范围通常感觉不到，除非在标准的方式

中它得出牛顿定律一一所谓经典力学定律．但是在某些悄况中，量子力学的独特性能以特

殊的方式在大尺度或“宏观”范围内呈现出来．

在低温情况下，当一个系统的能量减至非常非常低时，所牵涉的只是靠近基态的非常非

常少的态，而不是大量的态．在这种情况下，基态的量子力学特亿可以在宏观尺度上显示出
来，这一讲的目的就是要说明釐子力学与大尺度效应之间的联系一一不是通常那种由阰子
力学平均面雇新得出牛顿力学的讨论，而是一种特殊悄况，在这种情况下，量子力学将在大

的或“宏观”的尺度上产生它自己的特征效应｀
我将以提醒你们某些薛定谔方程的性质来开始1). 我想用薛定谔方程来描述一个粒子

在磁场中的行为，因为超导现象涉及到磁场．一外磁场用一矢势来描写，而问题是：在矢势
的情况下量子力学的定律是什么？描述矢势情况下的量子力学，行为的原理是很简单的．当
有一个场存在时，粒子沿一定的路线从一处到另一处的振幅，等于无场时沿同一路线的振幅
乘以矢势的线积分乘上电荷除以登塑垒常数“后的指数（见图 21-1):

1) 实际上我不是提醒你们，因为以前我并没有给你们说明过这些方程，但是别忘了这个讨论会的猜神．

2-) 第二卷， §15-5.
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(21.1) 

它是量子力学的一个基本陈述．

在没有矢势时，带电粒子（非相对论性的、无自旋）的薛定谔方程为

-¾~=和－幸（于对·停吵+q钟， (21.2) 

式中少是电势，从而钟是势能立式(21.1)相当于下列陈述：在磁场中，哈密顿算符中的梯
度在每一种情况下都用此梯度减去 qA 来代替，所以式(21.2)变为

今譬＝浮气＝卢停 \7'-心（尸-qA泸+q妙， (21.3) 

这就是带有电荷 q 的粒子（非相对论性，无自旋）在电磁场 A、申中运动的薛定谔方程．
为了证明这是正确的， 我想举一个简单的例子：我们有一列沿＂轴排列的原子， 其间

隔为 b 而不是连续的，当无外场存在时， 电子从一个原子跳到另一个原子的振幅为 K气

---------个 按照式 (21. 1), 如果在无方向有矢势七(x, t), 

则电子跳跃的振幅将从原来的振幅改变一个因子耄 ... 

& 

图 21一1 沿路径 I' 由 a 至 b 的振幅与 exp(!f·A心），其中指数是f乘矢势从一个原子到下
叫子）f:A心成正比 一个原子的积分．为简便起见，我们令（份）上可＠），

因为生通常取决千＂． 如果将位于＂处的原子＂祒找到电子的振幅称为 0(吩兰On, 那么振
幅的变化率由下列方程给出

九 8--— O(a,) =队0(吩 -Ke-.bt(弓）0(叶b)-Ke十几t(,.号）O(ai-b). (21.4) 
心仇

上式右边有三个部分．首先，如果电子位于＂处，则有某个能最Eo. 像通常那样，它给出

丛0(幻）这项．其次，存在-KO(:v+b)这项，它是电子从位千忙吵处的原子"·n.+1"回跳一步

的振幅但是发生在矢势中时，该振幅的相位必定按照式(21.1)的规则移动．如果 A. 在一个
原子间隔范围内没有明显改变，那么积分可写为中间一点处的 A,. 值乘上间隔b. 所以（节~)

乘积分正好是时（叶f). 因为电子是往回跳的，所以我已证明这种位相移动带一负号．这
就给出了第二部分．同样地，存在从另一边跳过来的一定的振幅，但这时我们需用在＂另一

b 边一处的矢势，乘上距离 b. 这就是第三部分．总和即是在矢势中＂处振幅的方程式．
2 

现在我们知道，如果函数 0(吩足够平滑（我们取长波长极限）并且如果我们让原子靠得
更近些，则式(21.4) 将接近于电子在自由空间中的行为．所以下一步是假定 b 很小，将式

(21.4)的两边以 b 的幕次展开．例如，若 b 为零，则右边正好是(E0-2K)O位），所以在零
级近似下，能量为岛-2K. 接下来是 b 的项．但是因为两个指数函数具有相反的符号，所
以只剩下 b 的偶次幕．因此你如果把 0(吩， f(:v)和指数函数作泰勒展开，然后收集沪的项，
则得

九印（吩
- = i C\.L 

E心（分

1) 注意不要与我们以前使用的关千状态的标记令相混淆．

2) K 与无磁场时线型点阵问题中称为 4 的量相同．见第 13 章．
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-2KO(吩 -K沪{O"(a;)-2if位）O'(a;)-汀＇位）0(幻） -jll位）O(吩｝．

("撇勹”表示对 ili 的微商．）

这个令人讨厌的组合看起来非常复杂，但是在数学上它与下式严格相同，

九 oO位）
0 ot --:- -——= (Eo-2K)O(a;)-Kb11 [卢－如）］［志-~归） Joe吩. (21.6) 

第二个括号作用在 O(x)上得 O'(吩加上订(a;)O(吩．第一个括号作用在这两项上得 O"项和
含有f(a;) 的一次微商及 0位）一次微商的项．现在记住，零磁场1) 的解代表一个具有有效质

(21.5) 

量叨有效的粒子，彻有效由下式给出

K护＝－－
九

, 彻有效

如果令岛=-2k, 并且代回f位） = (q/九）All), 你可以容易地验证式(21.6)与式(21.S)的第

一部分相同．（势能项的来源是众所周知的，所以我不再把它包括在这个讨论中．）式(21.1)

关于矢势以指数因子的方式改变全部振:的陈述是与动晕算符（于）V 用

心
-V-qA 

来代替的规则相同的，正如你在薛定谔方程(21.3) 中所看到的 . 

. 

§21-2 几率的连续性方程

现在我转向第二点．单粒子薛定谔方程的一个重要部分，是在某处找到粒子的几率由
波函数绝对值的平方给出的概念．在狭隘的意义上说儿率守恒也是量子力学的特征．当在

某处找到电子的几率减少，与此同时在另一处电子的几率增加（保持总几率不变），其间必有

某种东西在流动．换言之，如果几率在一个地方减少，而在另一处增加，则在其间必有某种

流动，从这个意义上说电子具有一种连续性．例如，如果你在其间加一道墙，它就会有影响，
几率就不同了．所以单几率守恒并不是守恒定律的完整陈述，正如单单的能量守恒不像座整
的能僵守恒2)那样深刻和重要．如果能量消失了，必定有相应的能量流动．同样，我们希望

找出一种几率“流”，如果几率密度（单位体积内的儿率）有任何改变，就可认为是由千某种流

的流入或流出引起的．这种流将是一个矢量，可以这样来理解这一矢量：其幻分量是一粒子
在见方向每秒通过平行于 wy 平面的每单位面积的净几率．向＋”方向通行的认为是正流，

向相反方向通行的认为是负流．

是否存在这种流呢？你知道几率密度 P(r, t) 可用波函数表示为

P(r, 寸）＝扩 (1·, t) 中 (r,t).
我现在同是否存在这样的流J

oP 
~" -

祝
平J?

如果我对式 (21. 7) 求时间的微商，就得到两项

8P 骨 a中创P
玩-=rp 石十中方了·

现在对竺利用薛定谔方程一—式(21.3), 并取它的复共扼以得出竺
街彷

号，你得到

(21.7) 
书

`̀  

(21.8) 

(21.9) 

每一个心都变

1)§13--3, 
8) 第二卷，f7-l.
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翌－－坛气丘一心（巨-qA 护的扩山i)t 九 2叨心 'l, ) 

嗖上(!. ) (九
2叨 'l,

. V+qA, 了 V+qA)扩-ecp吵. (21.10) 

势项和其他许多东西都可以消掉，而剩下的正好能写成一完整的散度项．整个方程式就相
当于

(21.11) 

这实际上并不像它看起来那样复杂．它是一个对称组合，该组合为扩乘对中的某种运算加上

扩乘上对中运算的复共辄．它是某个量加上该量的共辄复数，所以其和为实数一一它本应如
此．这种运算可以这样去记忆它正好是动量算符夕减 qA, 我可以把式(21.8) 中的流写为

8P 
祝

1 
2 

七 (21.12) 

于是就有一个完成式(~1.8)的流 J 了．

式 (21.10)表明儿率是局域守恒的．如果一粒子在一区域消失，若没有某种东西在中间

流动，它就不可能在另一个区域出现．设想最初的区域被一足够远的封闭面所包围，而在该

面上找到电子的几率为零．在此面内某处找到该电子的总几率为 P 的体积分．但是根据竖暨
定理，散度 J 的体积分就等于 J 的面积分．如果中在表面处为零，式(21.10)表明 J 亦为

零，所以在曲面内找到粒子的总几率不可能改变．只有有些几率向边界靠近，才会有某些几
率漏出．我们可以说它只是通过表面而漏出一—这就是局域守恒．

§21-3 两类动量

关于流的方程是相当有趣的，而且有时也带来不少困扰．你会把流想像为粒子的密度乘
上速度那种东西．密度应是如护这种东西这是对的．式(21.12) 中的每一项看上去像是算符

多-qA
l 仇

(21.18) 

的平均值的典型形式，所以多半我们会把它想像为流动的速度．看来似乎我们对速度与动

量的关系有两种意见，因为我们也认为动量除以质量一－ffe 
，应为速度．这两种速度相差一矢

势.·
厕叨

, 

碰巧在经典物理中也发现了这两种可能性，动量可以用两种方式来定义立一种称为“运
动学动景”，但为了完全清楚起见，我在这章里称它为＂叨v-动量”，这是由质量乘速度而得到
的动量．另一个（动量）是更数学化、更抽象的动釐，有时称为“动力学动蠹＂，面我将称它为
"p-动量”．这两种可能性是

叨0一动量＝叨v, (21.14) 

？一动量＝忆V-t-gA. '-. (21.15) 

这表朋在量子力学里，在存在避场的情况下，与梯度算符多相关的是 p-动量，所以扔到式
(21.13)是速度算符的结论．

我想暂时离开本题，告诉你们下述问题中最重要的东西，为什么在量子力学里必须有某
些像式(21.15)这样的东西．波函数按照式(21.3) 的薛定谔方程随时间而变化．如果我突然
改变矢势，波函数在最初的一刹那并不改变，只有它的变化率才改变．现在考虑一下在下列

忙：：

1) 例如，见 J. D. Jackson. 经典电动力学. John Wiley a11d Sons, Inc. New York (1962)", p.\tJ8. -. 
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俨况下将发生什么． 假定我有一长螺线管，在其中可以产生一磁场(B-场）的通崇，如图

21-2 所示．同时有一带电粒子呆在附近．假定该通量几乎在一瞬间由零增至某个值．我从零

矢势开始，然后加进一矢势．这意味着我突然产生了一个周界矢势 A, 你将记得A绕一间路

的线积分与穿过这一回路的 B 的通量相同气现在如果我突然加进矢势将发生什么情况呢？

根据蜇子力学方程， A 的突然变化并不引起中的突变，波函数仍是相同的．所以梯度也不变．

但是记住，当我突然加进磁通量时，在电学方面发生的情况．在通芷上升的短时间内，
就有一个电场产生，电场的线积分等于磁通量的时间变化率：

E=--8A 
Bt . (21.16) 

如杲通量迅速变化，则此电场是极大的，同时它给该粒子一作

用力，该力为电荷乘电场．所以在通量增加的过程中，粒子获

得一等千 :--qA 的总冲量（就是叨V 的变化）．换言之，如果你

在电荷处突然加一矢势，则该电荷立即获得一等于-qA 的动

量．但是有些东西并不立即改变，它就是彻V 和一qA 之差．

所以当你突然改变矢势时，和 p=mv+Aq 不改变．此掀P

就是我所说的 p-动掀，在经典力学的动力学理论中它是一个

重要的量，但它在量子力学中也有直较的意义．它取决于波函

数的特性，并且认为它与算符

步=~V

B 

I

一

是相同的．

§21-4 波函数的意义

当薛定谔最初发现他的方程时，他发现式(21.9) 的守恒定律是他的方程的结果．但是
他错误地设想 P是电子的电荷密度，而J 是电流密度，所以他认为电子是通过这些电荷和
电流与电磁场相互作用的．当他对氢原子解出了他的方程并且算得中时，他并没有计笲任何
事件的几率一一那时还没有振幅——于是解释就完全不同了．原子核是稳定的，但是有电
流在其周围流动，电荷 P 和电流 J 将产生电磁场并将辐射光．他在解一些问题时立即发现
结果不太正确．正是在这一点上玻恩对我们有关抵子力学的观念作出了重要的贡献．玻恩
根据几率振幅的概念正确地（就我们所知）解释了薛定谔方程中的中，几率振幅是一个非常
难懂的概念，振幅的平方不是电荷的密度，而只是在某处单位体积内找到电子的几率，而且
当你在某处找到电子时，电子的全部电荷就在该处．这整个思想都属千玻恩

于是原子里面的电子波函数中 (f")并不描述弥散的、具有平滑的电荷密度的电子．这个
电子不是在这里，就是在那儿，或者别的什么地方，但是它无论在什么地方都是一个点电荷．
另一方面，我们可以设想一种情况，在这种情况下大量粒子处于完全相同的状态，其中非常
多的粒子具有完全相同的波函数．然后怎样呢？它们中的一个粒子在这里，另一个在那里，
并且在一给定区域找到其中任何一个粒子的几率正比于 心扩．但是由于存在如此多的粒子，
所以如果我只看任何一个体积如dydz 的话，那么我通常将找到一个接近剌扩dwdy血的数．

1) 第二卷， 14 章，§七1.



300 费曼物理学讲义（第三卷）

所以在大量粒子都处于相同的状态，而山是其中一个粒子的波函数的情况下，剌扩可以解释
- - . 

为粒子的密度在这种情况下，如果每个粒子带有相同的电荷 q, 那么，事实上我们可以进一

步把中扩解释为叟堕密度．正规地说，只给予剌扩几率密度的量纲，因此中应乘 g 才给出
电荷密度的量纲．就我们现在的目的而言，我们可以把这个常数因子放到中中去，而把叫护
本身当作电荷密度．根据这种理解，J(我们曾计算过的儿率流）就直接变为电流密度了．

所以在许多粒子都处于完全相同状态的情况下，波函数就可能有一种新的物理解释．电
荷密度和电流密度可直接从波函数计算出来，且可把波函数的物理意义推广到经典的、宏观
情况．

对于中性粒子也有类似的情形．当我们有了单个光子的波函数时，该波函数就是在某
处找到一个光子的振幅．虽然我们一直没有写下光子波函数的式子，但是光子波函数也有
一个与电子薛定谔方程相似的方程．光子的方程正好与电磁场的麦克斯韦方程相同，并且
它的波函数与矢势 A 相同．光子的波函数结果就是矢势．因为光子是没有相互作用的玻
色子，许多光子可以处千相同的状态一—正如你所知道的，它们覂竺处于同一状态，因此量
子物理与经典物理是一回事．当有无数光子处千相同状态（也就是处在相同的电磁波中）时，
你就可以直接测量该波函数，即矢势．当然，在历史上起作用的是另一种方式．最初的许
多观察是对许多光子处于相同状态的情况进行的，所以我们可以通过在宏观水准上亲自观
察波函数的性质，来发现单个光子的正确方程．

对于电子，麻烦的是你不能在相同状态放进多千一个的电子．因此，人们长期相信，薛
定谔方程的波函数决不会有一个类似千光子振幅的宏观表示．另一方面，现在认识到超导
现象显示出的正是这种情况．

§21-5 超导电性

正如你所知，许多金属在低于某一温度（对于不同的金属此温度也不相同）时就变为超
导体气当把温度降得足够低时金属导电时就没有电阻．这种现象已经在绝大多数（但不
是全部）金属中观察到，而这种现象的理论引起了很多困难． 为了了解超导体内部的情况
曾花费了很长的时间，而就我们目前的目的而言我们只作足够的描述．原来这是由于电子
与点阵中原子的振动间的相互作用，使得电子之间有一个净的有效吸引，结果使电子合在一
起，如果非常定性和粗糙地讲，就是电子形成束缚偶．
现在你知道，单个电子是费密粒子．但是一束缚偶将表现得像玻色粒子．因为，如果我

交换一个偶中的两个电子，我就两次改变了波函数的符号，这意味着我没有改变任何东西．
因此一个偶是一个玻色粒子．
成对的能量一即净的有效吸引一一是非常非常弱的，只要有很小的温度，热骚动就能

使这两个电子分开变回到“正常“电子．但是当你把温度降到足够低，以致它们不得不尽力
进入绝对的最，低态时，它们就聚集成偶

我木希望你把偶想像成真像一个点粒子那样很紧密地结合在一起．事实上，最初了解这
种现象的最大困难之一是事情并非如此．形成偶的两个电子实际上散布在一个相当大的距
离上，偶之间的平均距离相对地小于单个偶的大小．儿个偶在同一时间占据着同一空间．

1) 首先由 Onnes 在 1911 年发现. H.K. Onnes, Comm. Phys. Lab. univ. Leyden. Nos. 119, 120, 122(1911) •. 

你可以在 E. A. Lyuton 所著的座巠座佳，John Wiley and Sons, Inc, New York,1962 中找到最新的讨论．
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关千在金属中电子形成偶的原因以及对在形成偶时放出的能量的估计，这两者都是最近取
得的成就．超导理论中的这个基本论点，首先在巴丁、库珀和施里弗的理论中得到解释芞但
这不是本章的主题．然而，我们将接受电子确实以这种或那种方式形成偶的概念，并且我们
可以把这些偶想像成或多或少地表现得像粒子，因此我们可以谈论关于一个“偶＂的波函数．

现在，这种偶的薛定谔方程多少有点像式(21.3). 有一个区别是现在的电荷 q 将为电

子电荷的两倍．同时，我们不知道在晶格中偶的惯性或有效质量，所以我们不知道对叨要代

入什么数值．我们也不应该认为如果进入很高频率（或短波长）的区域，这就是正确的形式，
因为与极其快速变化的波函数相对应的动能可以大到使偶解体．一个偶破裂的儿率正比于

exp( 一心/kT). 没有被束缚在偶中的电子叫做“正常“电子，它们以普通的方式在晶体内运

动．然而，我将只考虑基本上是零度的情况一—或者，无论如何，我将不顾那些由不在偶中

的电子所造成的复杂情况．

因为电子偶是玻色子，当一给定的状态中存在着很多电子偶时，其他的偶具有特别大的

振幅进入同一状态．所以几乎所有的偶都被锁在最低能量的完全相同的状态一一很不容易
c-_-_-_-_-_-_-_- - -一-_- ---

使其中一个偶进入另一个状态．进入相同状态的振幅比进入未被占据的状态的振幅要大

一个著名因子...;r;:, 这里九是最低态的占有数．所以我们认为所有的偶都在同一个状态中

运动．

那么我们的理论将会像什么呢？我将把中称为在最低能量状态的一个偶的波函数．但

是因为中扩将要与电荷密度 p成正比，我不妨把tf,写成电荷密度的平方根乘上某个相因子：
中(r) =p(r)e访(r)1 (21.17) 

式中 p 和 O 都是 r 的实函数．（当然，任何复数函数也可以写成这样．）当我们谈到电荷密度

时，我们的意思指什么是很清楚的，但是，波函数的相位 0 的物理意义是什么呢？那么，让我
们来看一看把 tf,(r)代入方程(21.12)时发生些什么，并且用这些新变量 p 和 0 来表示电流

密度．它仅是变量的变换，我不想写出全部运算步骤，其结果为＇

J=士（吭0-卡心p. (21.18) 

因为电流密度和电荷密度对超导电子气具有直接的物理意义，所以 p 和 0 两者都是实在的
东西．位相就像 p 一样是可观察量，它是电流密度J 的一部分．笣怼的位相不是可观察量，但
是如果各处的位相梯度知道的话，位相就知道了，除了差一个常数．你可以在一点上定义位

相，并且各处的位相也就确定了．
顺便提一句，当你把电流密度 J想像为实际上是电荷密度乘上电子流的运动速度即 pV

时，就能够把电流方程分析得略好一些．于是式(21.18)就相当于
叩刁~"i/0-qA. (21.19) 

注意 mv--动量有两部分，一部分是来自矢势的贡献，另一部分是来自波函数行为的贡献．换
旬话说，量 "i/0 正好就是我们曾称为?动量的量．

§21-6 迈斯纳效应

现在我们可以来叙述某些超导现象了．首先是没有电阻，之所以没有电阻是因为所有
的电子都聚集在同一状态．在正常的电流中你可把一个电子或别的电子从有规则的电流中

li i Bardeen, L. Y. Cooper 和 J. R. Schrie任er, Phys. 邸v. 108, 1175 (1957). 
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打出来，逐渐使普迎的动豐退化．但是在这里要使一个电子偏离所有其池电子的行为立困

难的，因为所有玻色子都有进入同一状态的趋势．电流一旦产生了，就永远保持下去．

如果你有一块处于超导态的金属，并且加上一不太强（我们将不去详细地叙述倒底有多

强）的磁场，则此磁场不能穿过该金屈，这现象也是容易理解的，当你建立起磁场时，如果其
中任何一部分磁场在金属内部产生时，则会有一个产生电场的磁通摄的变化率，而根据楞次
定律，该电场会立即产生一反抗通摄的电流．既然所有的电子将一起运动，一个无限小的电

场将产生足够的电流，以完全抵消任何外前的磁场．所以你如果将一金属冷却至超导态后
加上磁场，则该磁场将被排除．

一个由迈斯纳通过实验发现的有关现象更为有趣1). 如果你有一块处于高温的金展（所

以它是正常导体），并且建立一穿过该金属的磁场，然后你把温度降到临界温度（这时金喝变
为超导体）以下，磁场就被排除出去．换言之，金司中突然出现它自己的电流一一其大小正
好把磁场推出去

我们可以在方程中看到关千这种现象的理由，我愿意来解释一下．假定我们取一整块超
导物质，在任何稳定情况下，电流的散度必然为零，因为电流无处可流．为方便起见我们

选取使A 的散度等于零（我应该解释一下为什么这种简单的选取不会失去普遍性，但是
我不想花这个时间）．取式 (21.18) 的散度，则得 0 的拉普拉斯算符等于零．等一等，请间 p

的变化怎样呢？我忘记提及一个要点，由于原子离子的点阵，在金属中存在着一个正电荷背

赘．如果电荷密度 p是均匀的就没有净电荷和电场．如果在一区域内有电子的积聚，电荷

就不会中和，在那里就有一巨大的排斥使电子分离2). 所以在正常悄况下，超导件内电子的

电荷密度几乎是完全均匀的一一我可以取 p为常数．唯一可使沪0 在金属块内每一处皆为

零的方式是0为一常数．这就意味着r动量对 J 没有贡献．于是式 (21.18)表明电流与 p 乘

A成正比．所以在一块超导物质内的每个地方，电流必定与矢势成正比．

J~-p !;A. ·(21.20) 

因为::.p 租 q 有相同的（负）符号，而 p 又为常数，所以我可以设 pq/彻＝－（某个常数），千是
J=-(某个常数）A. (21.21) 

这个方程最初是由H. 伦敦和 F. 伦敦3)提出来解释对超导电性的实验观察的，这是在了解此

效应的噩子力学起因之前很久的事． ` 

现在我们可以把式(21.20)用到电磁的方程中去以求关于场的解．矢势与电流密度旧关

笑为

i 

., .. 
与、 , 

"v2A =--上-J2 • 
• E妒

如果我对J 采用式~21.21)~ 则得

式中庄就是一个新常数，
守A=入2A,

~ ~ ~. 

(21.22) 

'· 汜=p___!l__
e。竹nc

ll• 

、
丿
）

34 )-

2 

,· 
1
1

上

22 (( 

·;, :;'J.) W. Me担ll釭andIt. 00hsenfeld, lv'ati/1/"叶ss. 21. 787 (1933). 
-

纷事实上心］杲电场太强，偶将破裂，所产生的“正常“电子也需要徙量．所以宇哼的一点是近乎均匀的密度 p 王育且
量上是有利的．

3) H.London 和 F. London, Pr<>!:. RoY. Soc. (London)Al的. 71{1沁5); physics 2, 341 (1935). 
, 
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巩在我们试着解此方程求 A, 并且看看出现些什么细节．例如，在一维情况下式(21.23)

具有形式为 e七和 6丑“的指数解．这些解表示当由表面深入 I I 'B \ ' I 

到材料内部时，矢势必然指数式减少．（它不能增加，否则将是

1 
一个爆炸．）如果金属块比一大很多，那么磁场只透入表面一

1 入
簿层一一厚度约为一，整个内部的其余部分皆无磁场．如图

入

21-3 所示．这就是迈斯纳效恼的解释．

距离入有多大？记住 r。是电子的“电磁半径"(2 .8 X lC一13

厘米），它由下式给出

mc2=—』
4立o'f。.

还得记住，式 (21.24) 中的 q 是电子电荷的两倍，所以

q 8$'fo 
=. 

e。me qe 
把 p 写成 qaN, 这里 N 是每立方厘米中电子的数目，我们有

炉=8~N,,.。 (21.25)

对于像铅这样的金属，每立方厘米有 3 x1022 个原子，所以如

1 
果每个原子只贡献出一个传导电子，一大致为 2x10一5 厘米，

入

它给出了这个蜇的数量级．

\ 

B! 
! 

,,. 

图 21~3 (a) 祜场中的起导圆柱

体； (b)磁场B 作为 T 的函数

§21-7 通量的量子化

伦敦方程(21. 21)的提出是为了说明所观察到的包括迈斯纳效应在内的超导电性实验

事实．然而近来有了更富有戏剧性的预言．伦敦提出的预言太特殊了，以致到最近才受到

人们较多的注意．我现在来讨论它，假定这次我们不用一整块材料，而用一厚度大千一的入

苍．如果开始我们加一穿过此环的磁场，然后使环冷却到超导状态，接着再移去原来的 B
源，我们来看看在这种情况下会发生些什么．事件发生的先后次序画在图 21-4 上，在正常态

时环的体内将有场，如图 21-4(a)所示．当环成为超导态时磁场被迫排除在材料之外（正如
我们刚才看到的）．于是就有一些通量穿过环中的孔，如图 (b)所示．如果五百－移去外磁场，

<)if) 
穿过孔的磁力线将被“陷住“，如图(c)所示，穿过中心的通屉 0 不能减少，因为一一必须等. at 
于 E绕环的线积分，而在超导体内这是零．当外磁场移去后，超导电流开始绕弥流动以保持
穿过环的通盘为一常数（这是旧的涡流概念，只是电阻为零．）然而，这些电流都靠近表面
流动（至一的深度），同样可以用我们对实心金属块的分析方法来证明．这些电流能够使磁

场保持在环体之外，并且产生一个永久被陷住的磁场．

然而，河在有一个基本的区别，而且我们的方程预言了一个惊人的效应．上面我们所作
出的在实心块中 0 必为一常数的论证，对环不适用，你可以从下面的论证看到．
我们知道在环体内部电流密度 J 为零，所以由方程(21.18)得

九V0=qA. (21.26) 
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如果我们取 A 绕曲线 r 的积分，该曲线在环的横截面中心附近绕环一周，所以它绝不

会靠近表面，如图 21—5 所示，我们来考虑在这种情况下我们得到些什么．由式(21.26)

叶V0•dS=q伈•ds.
现在你已知道， A 绕仔何回路的线积分都等千穿过该回路的 B 通噩

(21.27) 

B 

. 
• 

..~~· 

I 

1\7 

，
咖

B 

. 
I 

... 

(a) . (b) (c) 

图 21-4 在磁场中的环： (a) 处于正常态； (b) 处千超导态； (c)外磁场移去后

伈•ds=少
式(21.27)变为

一函数梯度从一点到另一点（譬如从点 1 到点 2) 的线积分等于该函数在这两点的值之差．即

『V0•ds心-01.
如果我们设此两端点 1 和 2 重合在一起，使积分曲线构成一闭合回路｝起初你会认为 02将
等于礼从而(21.28)式中的积分将为零．对于一简单连接的超导体中的回路，这是对的，
但是对千一环状超导体它就未必正确．我们能够作出的唯一物理上的要求是：壅二息垫勇
数斗一只可能有二土售．不论 0 绕环如何变化，当回到出发点时，你必须得到波函数的相同值

中=✓p 泸．

若 0改变 2元九＠是任意整数），就出现这一情况．所以如果我们绕环一整圈，式(21.27)的左
边必为扣2吓．利用 (21.28)式，得

2:n;n'/i,==gW. (21.29) 
2~ 亢＇

被陷住的磁通量必定永远是一一的整数倍！如果你把环看作为一个具有理想的完全（即无q 
．二_-_-二－－＿＿二 －－勹一一＿．千_-_r_-二二二二_- - .- _-_-_·c一二－－一二

限大）导电性的经典物体，那么你会认为最初发现的穿过该物体的通量将始终保留在那儿
任何数值的通量能够完全被陷住．但是超导的量子力学理论告诉我们通量只能是 O、

2呻付、4动/q、6动/q 等等，而无介于它们之间的值．它必然是一基本的量子力学单位的倍
数．

伦敦“预言被一超导环陷住的通量将是量子化的，并指出此通量的可能值由式 (21.29)

给出，其中 q 等于电子电荷．按照伦敦的预言通量的基本单位应是 2m;九/qe, 约为 4x10-a>

特斯拉·厘米．为使这种通量形象化，想像一直径为十分之一毫米的小圆柱，当它含有这祥

1) F. London.Super fluids John Wiley and Sons, Inc., New York,1950, Vol. I, p. 152. -----
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多的通釐时，内部磁场大约是地球磁场的百分之一．用一灵

敏的磁测量装置应能观察到这一通量．

1961 年迪弗和费尔班克1) 在斯坦福大学寻找并找到了这

一量子化的通量~ 差不多与此同时多尔和纳贝尔.2)在德国也发
现了这一量子化的通量．

在迪弗和费尔班克的实验中，超导体的细小圆柱是由 1 图 21-5 超导环内的曲线 P

厘米长的56 号(1.3 x 10-8cm 直径）铜线电锁一薄层锡制成的． 锡在 3.8K以下成为超导体，

而铜仍为正常金属．将该导线放在一可控的小磁场中，并将温度降低到锡变成超导为止，然
后将磁场外源移去．你会预期由于楞次定律这将产生一电流，结果导线内部的通量保持不
变．这时小圆柱应有一与内部通量成正比的磁距．此磁矩可以通过导线在小圆柱两端的一
对小线圈里面上下轻轻跳动（就像缝纫机的针一样，但其频率为每秒 100 周）而测得．线圈
内的感应电压即为此磁矩的量度．

当迪弗和费尔班克做这个实验时，他们发现通量是量子化的，但是其基本单甡旦查世塾
座岑．多尔和费尔班克得到相同的结果．起初这是十分难理解的3)J 但是现在我
们已了解为什么会那样了．根据巴丁、库珀和施瑞弗的超导理论，出现在式(21.29) 中的 q 是
一电子偶的电荷，所以它等于 2孔．基本的通量单位是

冗九
仇＝— ~2x10一11特斯拉· 厘米， (21.30) 

qe 
或是伦敦所预言的量的一半．现在一切都吻合了，并且测量表明在大尺度范围内所预言的

纯量子力学效应是存在的 . 
. 

§21-S 超导动力学

迈斯纳效应和通量量子化是关于我们一般概念的两个证据．只是为了完整起见我希望

说明一下，从这个观点出发完整的超导流体方程将是怎样的一一这颇为有趣．到现在为止

我只把山的表示式代入电荷密度和电流密度的方程式．如果把它代入完整的薛定谔方程，就

得出关于 p 和 0 的方程．因为我们这里有一个具有电荷密度 p 和不可思议的 0 的电子偶的

“流体”，所以看看能导出什么方程是很有趣的一—－我们可以试试，看一下对这种“流体“能得

到什么类型的方程！所以我们将式(21.17) 的波函数代入薛定谔方程(21. 3), 并记住 p 和 0

是气g 和-z 的实函数．如果我们把方程的实部和虚部分开，于是就得到两个方程．为了把它
们写成比较简洁的形式，可根据式(21.19)写成 , . 

h — V0-且 A=v.
仇彻

(21.31) 

于是我得到的方程之一是

垄气• pV. (21.32) 
祝

因为 pV 是最初的 J, 所以这刚好再次是连续性方程．我所得到的另一个方程告诉我们 9 如

何变化，它是

1) B. S. Dever. Jr and W. M. Fairbank Phys. Rev. Letter 7, 43(1961). 

2) R. Do11 及 M. Vabauer, Phys. Rev. L etters 7, 51(1961). 

3) 翁萨格 (Onsager) 曾提出这是可能发生的（见F. 伦敦. Ref 10), 虽然别人都不了解为什么．
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心－－子＋吵—差{-3=; v2心） }. (21.33) 

如果我们认为,~凡是“速度势”一—除了应该是流体压缩能印最后一项具有对密度 p 的相当

奇怪的依赖关系外，对流体力学非常熟悉的人（我相信你们中这种人不多）将会认出：这是一

个带电流体的运动方程无论如何，该方程表明屈韶的变化率由动能项卢叨护，加上一势能

项 qp, 和另一附叩项给出，该附加项包含因子胪，我们可称之为＂量子力学能“．我们已经知
道，在超导体内部静电力的作用将 p 保持得非常均匀，所以倘若我们只有一个超导区域，那
么在所有的具体应用中，我们无疑可以忽略这一附加项．如果两个超导体之间存在--个边界
（或者其他的 p 值可以急剧变化的情况），则这项就变得很重要．

对于不很熟悉流体力学方程的人，我可以利用式 (21. 31)用 V 表示 0, 从而将式(21.33)

重新写成物理意义更为明确的形式．对整个方程(21.33)取梯度，并利用 (21:31) 式以 A和
V 来表示 'v0, 我得到

誓忍－邓－譬）-vx ('vxv) 一(v 心）v气差（六 v心）．
这方程的意义是什么呢？首先，记住

aA 
-'v心－一＝

祝
E, 

其次，注意如果我取式(21.19) 的旋度，我得到

'v XV= -立'vxA,
叨

因为梯度的旋度恒为零．但 VxA 是磁场 B, 所以式(21.34) 的前两项可以写为

且(E+vxB).
怓

(21.34) 

(21.35) 

(21.36) 

加
最后，你应了解百代表流体在一点的速度的变化率．如果你注意一个特殊的粒子，它的加

速度是 V 的全微商（或者在流体动力学中有时称为“合运动加速度”，它与 av· －一的关系“为
&t 

dv av -I =—+ (v•'v)v. (21.37) 
dt 合运动 at 

这一额外的项也出现在方程(21.34) 右边的第三项中，把它移到左边，我可以将(21.34) 式写

成下列形式：

如立- =q(E+vxB)-'1· 旦（上v心）. . (21.38) 
dt 合运动 2 ../ p 

由式(21.36)我们有

Vxv= --!;B. (21.39) 

这两个方程是过导电子流体的运动方程．第一个方程只不过是节电流休在电磁场中的
，牛顿定律．它说期每一个电荷为 q 的粒子的加速度来自于普通的洛伦兹力 q(E+vxB)加
上一个附加力，该附加力是某个神秘的蜇子力学势的梯度一一除了在两个超导体之间的结
处外，该力不很大．第二个方程说明此流体是“理想的＂一一V 的旋度有零散度(B 的散度恒

1) 见第二卷， §40-2.



笫 ~l 章 经典情况下的薛定谔方程：关于超导电性的讨论会 307 

为零）．这意味着速度可以用速度势来表示．通常对一理想流体我们写为 'vXV=O, 但是对

于在一个在磁场中的押和奶电沪体来说，应修改成式(21.39).
a·. - - - - - - - - - -··-- - - - - - - - -.-·. - • -. - - • - - .-• - - - - - - - - - - -·---. - - - - - - -

所以，超导体内电子偶的薛定谔方程给了我们一带电理想流体的运动方程．超导电性

与凇电液体的动力学问题相同．如果你想解任何有关超导体的问题，你就应用这些对流体的

方程［或用与其等价的一对方程(21. 32)和 (21.33)], 并将它们与麦克斯韦方程相结合，以求

得场．（你用来求得场的电荷和电流，除了包含外源的部分，当然还必须包括由起导体而引
起的部分．）

顺便说一说，我认为式(21.38)并不十分正确，而应该有一个涉及密度的附加项．这新

的项并不取决千量子力学，而是来自与密度变化有关的普通能量．正如在普通流体中那样，
应该有一个与 Po 和 p 的偏差的平方成正比的势能密度J 运呈 p。为未受扰动时的密度（它在
这里也等于晶体点阵的电荷密度）． 因为存在与这个能量的梯度成正比的力J 所以在式
C21. 38) 中会有另外一项，其形式为：（常数）V(p-p汇．这一项不能从分析中得到，因为它
来自粒子之间的相互作用，而在应用独立粒子近似中我把它忽略了．然而，它正是我在定性
分析中所提到过的力，那时我括出静电力趋向了使 p 在超导体内近乎保持一个常数．

.. :. 

§21-9 约瑟夫森结

我接下来想讨论一个很有趣的情况，它是约瑟夫森在分析两个超导体间的结处将发生
些什么时注意到的1). 假定我们有两个以一薄层绝缘村料相
联结的超导体，如图 21-6 所示．这种装置现在称为“约瑟夫森
结＂．如果绝缘层很厚，则电子不能穿过它，但是，如果绝缘层
足够薄，则电子有相当大的最子力学振幅横跃过此薄层．这
不过是量子力学势垒的穿透的另一个例子．约瑟夫森分析了
这种情况，并且发现应该出现许多奇异的现象．

绝缘层

图 21-6 两个起导体国一薄

为了分析这种结，我将把在一边找到电子的振幅叫做也， 绝缘层隔开

而在另一边找到它的抎幅叫如．在超导态，波函数中是所有的屯子在一边的共同的吱函
数，而如是在另一边的相应波函数．我可以对不同种类的超导体来斛这个问题，但是让

我们取一个非常简单的情况，即两边为相同材料的，从而结既对称又简单．再有，我们暂时
假设不存在磁场，于是此两振幅应该有如下的关系：

祜鸟但=U呻+K如，

8如i九—~=U呻+K如．

飞数 K 是结的一个特征常数．如杲 K为零，这两个方程将只描述每个超导体具有能

量为U的最低能量状态．但是通过振幅~, 两边有耦合，可从一边渗透到另一边．（它就是

双态系统的“触发器“振幅）．如果两边相同，则亿应等于 U.2, 我就可以把它们悄去．但是

现在佷定我们把两个超导区域联至电池两端，使得结两边有一电势差 V. 于是
U1-贮=qV.

为了方便起见，我们可定义结的中央为能益的零点，则此两方程为
』·,,

1) B. D. J osepnson, Physics Letters 1, 251 (1962). 
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休号尸平如+K如，

祜警－－斗如+K也．
这是标准的两个量子力学态耦合在一起的方程．这次让我们用另一种方法来分析这些

方程．我们作下述代换

(21.40) 

也一石elB,,

如=v'云产．
式中 01 和 02 是结两边的位相，而 Pl 和 P2 是该两点的电子密度． 记住在实际应用中， p1 和

P2 几乎完全相同且等于陨 Po 为超导材料中电子的正常密度．现在如果你把这个关于归

和如的方程代入式(21.40), 并且令每一种情况的实数和虚数部分分别相等，你就得到四个

方程．为简单起见，设(0:a-01) =a, 则结果为

(21.41) 

\ 

贞＝＋主
九

k✓P ll"肛 sinci,

2 Pll=--K歹 sinci,
九

忙＋竺✓云cosci-立
九肛 为，

幻＋子｛云cosci+立
Pll '>'I< • 

前面两个方程说明 Pi--妇．”但是＂，你会说，”如果凸和 Pa 皆为常数且等于零，则庄

和妇必定都为零＂．不完全对．这些方程并不是全部的情况．它们只说明如果丕存在因叟
子流体与正离子背景之间的不平衡而造成的额外电力，·
_-_ _ -_-_-_-__ -__ -_- _________ --------------------"------- _-二了_-_-_-_-_-_-一 --------- -------- 户和加应该是什么．他们告诉我们

密度怎样开始变化，因而描述即将开始流动的电流种类．这个从边 1 到边 2 的电流将就是

(21.42) 

(21.43) 

- - -

P人或一妇），或

J..., 卒歹石sin8. (21.44) 

壁悲我们忘记了这两边是由导线联结在电池上的，否则该电流将立即对边 2 充电．因为电

流将流动以保持电势恒定，所以流动的电流并不对区域 2 充电（或对区域 1 放电）．这些来

自电池的电流不包括在我们的方程中．当它们被包括进去时， Pl 和 p:,i 事实上并不改变，但

穿过结的电流仍由式(21.44) 给出．

既然 Pl 及 p:,i 确实保持恒定且等于伪，我们令 2Kp。／扣=J。,并写成

J=J。 sin 沁. (21.45) 

于是和 K 一样，J。是表示这一特定结的特征数．

另一对方程(21.43)告诉我们关于 01 和 0ll 的情况．我们感兴趣的是用于式(21.必）的

差 S=fJ.1-礼我们所得到的是

8一心－么＝笃， (21.46) 

这意味着我们可以写出

如） =()。升』V(t)dt, (21.47) 
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式中沁是 t=O 时的 8 值．再记住 q 是偶的电荷，即 q=2g•. 在式 (21.4.5)和式(21.47) 中，

我们有一个重要结果，就是约瑟夫森结的一般理论. ~ 

现在来看看结果如何．首先，加一直流电压．如果你加一五流电压凡，则正弦的宗量

就变为(a。叶叨．因九是一个小的数量（与通常的电压和时间相比），所以此正弦振荡相
当迅速，并且没有什么净电流．（实际上，因为温度不为零，所以你会得到一个因“正常“电子

的传导而形成的小电流．）另一方面，如果结上的电压为零，你反而能够得到一电流！无电压

时的电流可以是十Jo 和一J。之间的任何值（取决于 i5o 的值）．但是若在结上试加一电压，电
流反而趋于零．这种奇特的行为最近已在实验中观察到丸

还有另一种获得电流的方法一~在宜流电压上再加一个频率很高的电压．令

式中仅~v。．于是 <3(t) 为
V=V。+vcos wt, 

8。十丑 V。t+ 且 V • 
九

-smwt. 
九 o

对于血很小的情形，
sin(汇+J吩 ~sinx+&比0劝．

对 sin6 应用这一近似，得
" 

J=J。[ sin 伈+f厅）+f沪nwtcos(8。+f 厅）］．
第一项平均为零，但是如果

应~_!l_ V。
h 

劓第二项不为零．如果交流电压正好为此频率，则应有电流．夏皮罗2)宣称已观察到这样一

种共振效应．

如果你查看一下论述这个题目的文章，你将会发现他们常把电流的公式写成

J心sin (沁＋乎JA• 心）． (21.48) 

式中积分将穿过结．写成这样的理由是，当存在穿过结的矢势时，要以我们以前解释过的方

式修改触发振幅的位相．如果你一直追踪这一额 “绝缘休

外的位相，则得到上面的结果. ~ 了~.;;;乙z
最后，我想描述一个很富有戏剧性而又有趣

的实验，它是最近根据两个结中来自每个结的

电流的干涉而做成的．在量子力学中我们习惯于

来自两个不同狭缝的振幅干涉．现在我们来做两

个结之间的干涉，它是由电流经过不同路径到达

，，外超导体

时的位相差异所引起的．在图江-7 中，我给出了 图 21-7 两个并联的约瑟夫森结

两个并联的不同结”““和"b". ·P 端和 Q 端联至电学仪器上，它测量任何流过的电流．外部

的电流 J且将是通过两个结的电流之和，设 Ja 和 Jb 是流过两个结的电流，并设它们的位相
为斗和沁无论你走这条或那条路线，P 和 Q 之间的波函数的位相差必定相同．沿着通过
结"a"的路线， P 和 Q 之间的位相差为 8。加上矢势沿图中上面路线的线积分： ' 

I) P. W. Anderso; and J.-M. Rowell, Phys. Rev. Letters 11, 230(1963). 
2) S. Shapiro, Phys. BeT. Le忱ers 11, 80(19邸）．

. 
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今位相贮Q心＋争LA•ds. (21.49) 

为什么呢？因为 0 与 A 的关系为式 (21.26). 如果你沿某一路线对该方程进行积分，则左边

给出位相的改变，正如我们在这里所写的那样，它正好与 A 的线积分成正比，沿图中下面的
路线位相变化可以类似地写为

车111P.:.O玉＋纽f A· 心．
九下

(21.50) 

这两个位相差必须相等，如果我把它们相减，则得到 8 的差必然是 A 沿回路的线积分的结
论：一

炉炉竿炉•ds.
这里积分系沿图21-'7 中穿过两个结的闭合回路 r. 对 A 的积分就是通过回路的磁通量．

所以两个 0 之差为主L
九 乘上穿过回路的两支路之间区域的磁通量仇

炉兑＝亟 w.
九

(21.51) 

我可以通过改变回路上的磁场来控制这个位相差，所以我能够调节这个位相差，并且看看流
过结的总电流是否显示这两部分的任何干涉．总电流将是 Jo 和 Ji, 之和．为了方便起见，我
们写成

沁动。＋上心，
九，

c5o=o。一上 <P.
九 ` 

于是

女

: 

-=Josino 。cos q心 (21.52) 

现在我们对 ~o 一无所知，而大自然能够根据环境随意调节它．尤其是，它将取决于我
们加在结上的外加电压．然而，无论我们做什么， sinao 永远不可能大于 1. 所以对于任何给
定的O 电流的极大值为,_-_-_ - -

{ , `` 
｀
，
编

\̀ 
.~, 

~ Jmax=J。 !cos肚 I : 
九＇． ,. 

飞

(
任
意
单
位
}

1 

约
瑟
夫
逊
电
流

_ 

,.•:. 

这个极大电流将随 0而变化，每
当

O一”—
元九

、 'g.'

'·I I 
时，它本身为最大，此处九为整

-500-400-妫一200 -100 0 、 100 200 砌妫卿 数．这就是说在磁通匝连数正好
磁场(1妒T)

具有我们在式(21.36)中得出的
. 图~1-8 一个穿过一对约瑟夫森结的电流记录

该电流是两个结之间区域的磁场的函数（见图 21-7). [此记录由福特汽
最子化数值时，电流有极大值．

车公司科学实验室的 R.C.J吐levi<l,.J.压mbe, A. B: Silve了及 J.E. 最近对穿过两个结的约瑟夫
Mer呤:reii.u 提供．］ 森电流，作为两结之间区域内的

磁场的函数进行了测量1). 图 21-8 所示为其结果．存在一个普遍的背景电流，它们来自各

., 
.; 

•. 
1) Jaklevic1 Lambe, Silver and Me立ereau, Phys. Rev. Letters 12, 159 {1964). 
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种被我们忽略的效应．但是随磁场而变化的电流的快速振荡是由式(21.52)中的干涉项

w 
oosq。一引起的．

在无磁场的地方矢势是否存在，这是关千量子力学的一个具有迷惑力的问题“．我刚才

描述的这个实验，也用置于两个结之间的细小螺线管来做过，此时唯一主要的磁场B 在螺线
管的内部，而在超导导线本身上的磁杨微不足道．据报导电流的量值根据该螺线管内部的
磁通量而振荡，即使该磁场从不接触导线——-这是矢势的“物理真实性”的又一个证明2).

我们不知道接下来将出现什么．但是采看看能完成些什么吧．首先注意，两个结之间
的干涉可以用来做成一个灵敏磁通计．如果把一对结所包围的面积做成，譬如说 1 毫米气

荆在图 21-8 的曲线上极大值之间的间隔为 2x10丑0 特斯拉．判断出两个峰之间距离的 1
冗

是完全可能的，所以用此结测量小到 2x10一11 特斯拉的磁场应该是可能的一一或者以此精
度来测量较大的磁场．我们甚至能走得更远些．例如，假定我们把一组 10 个或 20 个结以
相同的间隔放在一起，于是我们就会有 10 个或 20 个狭缝之间的干涉，并且当我们改变磁场
时，我们将得到非常尖锐的极大值和极小值．我们可以有一个用于测量磁场的 20 个或者甚
至为100 个狭缝的于涉仪，而不是两个狭缝的干涉．或许我们可以预言，磁场的测量一一用
量子力学的干涉效应一将最终变得和光的波长测量一样精密．

这些都是关于现代所发生的事情的一些例证一一晶体管、激光以及现在的这些结，它们
最终的实际应用仍属未知. 1926 年所发现的量子力学已经有了近 40 年的发展历史，而且
相当突然地，开始在许多实用方面得到利用．我们正在非常精美的水准上取得对自然界的
控制

很遗憾，要参加这项冒险活动，尽快学习量子力学是绝对必要．我们的希望是在这门课
程中找到一种方法，使你们能尽早了解物理学的这一部分的奥秘．

.. 

1) Jaklevic, Lambe, Silver and Mercerea-d, Phys. Rev. Letters 12, a74 (1964). 
2) 见第 3 卷 15 章 a 15-5. 

; 
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好，我已经给你们讲了两年的课，现在我就要停下来了．在有些方面我愿意道歉，而在
另一些方面却不必．我希望一一事实上，我知道一一你们中有两到三打的人怀着极大的兴

趣听懂了所有的内容，并且学习得很愉快．但是我也知道，除了在那些令人感到指导实际上
并非必要的、顺利的情况下，是很少有成效的．所以对你们中已经懂得所有内容的两到三打
人，我可以说，我并没有做什么事，只不过把这些内容告诉你们．对于其他的人，如果我使你
憎恨这门学科，我感到抱歉．我以前从未教过基础物理，我向你们表示歉意．我只希望我没

有给你们带来过多的麻烦，而且希望你不会离开这个令人激动的事业．我希望别的人能以

不致使你难以理解的方法来教你，并使你有朝一日会发现它并不像乔起来那样令人可怕．
最后，请允许我再说一句，我教这门课的主要目的不是替你为应付某种考试作准备

甚至也不是替你为参加工业部门或军事部门作准备．我至多希望使你对奇妙的世界以
及对物理学家看待这一世界的方式有所了俘，我相信这是真正的现代文化的主要部分．（或
许其他学科的教授会反对这种看法，但我相信他们是完全错误的．）

或许你不仅会对这种文化有所了解，甚至还可能想要加入这一人类心智早已开始了的
最伟大的冒险．

... 
, 

., 
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Precession of spin one-half particles III-86 

Spin waves III-196 

Spin orbit II-81 

Spin-orbit interaction III-208 

Resonance in nature I-225 

Self-indnetanoo II-187, 204 

Oolor vision I-331, 338 

Physiochemistry of oolor vision I-339 

Ohromaticity I-337 

Dispersion I-293 

ExohangI force II-464 

Alt釭nating飞urrent oircnits II-265 

Alternating-current generator II-i99 

infrared~lectromagnetio waves I-14, 262, 226 

Inf邓r或 radiation I-226, 244 

Dyna.mies I—64, 86 

Dynamical momentum III-298 

Kinetic energy I-7, 32, 36, 383, 386 

Momentum III-13 I-86, 369 

Conservation of line momentum I-38, 97 

Momentum operator III-280, III-286 

Momentum spectrum II-360 

Yukawa, H. 1-17, II-3卯

Yukawa potential III-121 II-359 

'l1hompson II-52 

Thompson a切mio model II-52 

Thompson scattering cross section I-3氓

Pressure I-3 

Piezoelectricity II-126 

Compression 1-382 

Oosmio rays eleotromagnt10 wave 1-14 

Cosmic rays II-100 

Rigid body I一178

Rotation of rigid body I-179 

Light electromagnet沁 waves I-14 

Optics I-244 

Light II-251 

Photon III-39 III-7 I-16, 244, 363 
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,22 费曼物理学讲叉（第兰卷）

光子的偏振态

光波

光的反射

光的动量

光的折射

光吸收

光轴

光速

光散射

光晶石

亚当斯 J. 0. 

亚里士多德

亚稳态原子

有电流和电荷时的麦克斯韦方

程组

有极分子

有效质量

导体

导体的场

导带

导数（微商）

约运动

约瑟夫森绪

约输逊噪声

场

场方程

场动量

场线

场的叠加

场的洛伦兹变换

场（的）能量

场的强度

场指数

场致发射显微镜

场叠加

轨道角动量

轨道运动
. 

1• 、、:i'

` 

, 
' ''' , 

Polarization s妞tes of photon III-140 

Light waves I-470 

Reflection of light II-409 

Momentum of light I-329 

Refraction of light II-409 

Absorption of light III-114 

Optic axis I-311 

Speed of 1屯出 I-148, II-216 

Sea ttering of light I-305 

Spinel II-47 4 

Adams, J. 0. I书8

Aristotle I-40 

Met~stable atom I-421 

Onrrents and charges maxwell's eqna廿ons

Polar. molecule II一120

Effective mass II-177 

Oonductor II-2 

Fields of a conductor II-5'1 

Conduction band·III-184 

Derivative I-80 

Col:\strained motion I-140 

J·osephson junction III-307 

Johnson noise I-403, 409 

Fields J一耳， 13, 15, 104, 123, 136, 145 

Field equa:tion I-124 

Fie.Id momentum II-343 

Field lines Il--47 

Superposition of fields I-125 

Lol'.entz lransformation of fields II-321 

Field energy II-335 

Field strength I-4 

Field index II-366 

Field-ion, microscope II-73 

. Superposition of fields I-125 

Orbital angular momentum III-270 

Orbital motion II-425 

'.. : 

II-泌直

』、、

, 

画
义

' 

七
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系数

亨利（单位）

余斯托伐

坐标轴平移

劳顿

位错

伴随，共辄

伯努利定理

作用千电流上的磁力

杆状细胞

扭棒

两维空间中的转动

圆周运动

近轴光线＇

连纳德－维歇特势

时间

时间的标准

时间变换

进动角

进动的角度

阻尼振动

阻抗

阿伏伽德罗

阿伏伽德罗数

氪

阿哈朗诺夫

折射

折射率

里兹组合原则

里奥纳多·达·芬奇 , 

里德伯（单位）

里德伯能量

克尔盒

克劳修斯 R.

克劳修斯－克拉珀龙方程

克劳修斯－莫索提方程

克朗内克

声（波）

声速

索引

Ooeffioient II-403 

Henry(unit) I-241 

Y ostova I-339· 

Translation of ax: 邸 -I-106

Laughton II-56 

D:isloca tion II-380, 381 

Adjoint III-153 

Bernoulli's theorem 11-509 

Magnetio force on a o匹eni;

Rods cell I-332, 347 

Torsion bar Il-482 

,· 

II一146

Rotation in two dimensions I-178 

Oircnlar motion I-205 

Paraxial rays I-254 

Lienard-Wiechert potentials II-262 

Time I-12, 40, 75, 76, 263 

Standard of time I-44 

Transformation of time I-44, I-152 

Angle of precession II-426 

Angle of precession II-426 

Damped oscillation I-231 

Impedance I-242 II-265 

Avogadro I-379 

Avogadro's number I-411 

Argon III-277 

Aharanov II-178 

Refraction I-245 

Index of refraction I-289 IF-396 

Ritz combination priciple I-375 

Vinci, 压onardo da I-344 

Rydberg (unit) III-81 I-374 

Rydberg energy III-118 III-264 

. Kerr Oell I-312 

Ola画us, R. I-433, 434 

Olausius-Olapeyron equation I-450 

OJ心瓜画-Mossotti equation II-126 

Kronecker delta II-386 

Sound I-12, 462, 489· 

Speed of sound I-468 

823 

'; ; 

. 

、

! ; ..... . 

' 

`` 



824 费曼物理学讲义（第三卷）

库仑定律

库艾特流动

麦卡拉

麦克斯韦， J. 0. 
麦克斯韦方程组

角动量

角动量的合成

角动量守恒

角频率

角膜

休积胁变

体积胁强

体积（弹性）模量

杨（氏）

杨氏模量

抛物形天线

抛物运动

张量

张量场

伽利略

伽利略变换

伽利略相对性

运动

运动方程

运动电荷

运动电荷的场动量

运动学(mv)动量

运动学的动批

狄拉克， P

狄拉克方程

闵可夫斯基

闵可夫斯基空间

环流

英费耳德

范德格喇夫起电机

苯分子

Coulomb's law 1-263 II-38, 56 

Oouette fl.ow II-526 

Mc Onllongh II-10 

Maxwell. J. 0. l-51,60,262,398,408,458 II-8,11,55,209 

Maxwell's equations 1-149, 239, 468 II-12, 19, 37, 60, 

209, 398 

Angular momentum III-240, 290 I-71, 182, 198, 201 

Composition of Angular momentum III-252 

Conservation of angular momentum I-38, 183, 108 

Angular frequency I-204, I-沉o, 271 

Cornea I-83-1 

Vol皿e.strain II-479 

Vol皿e stress II-4 79 

Bulk modulus II-479 

Young I-;338 

Young's modulus II-478 

Parabolic antenna I-283 

Parabolic motion I-85 

Tensor II -328, 382 

'l'ensor field II-392 

Galileo I-40, 64, 511 

Galil组n transformation I-126 

Galilean rel~ 缸vity I-98 

Motion 1-40, 75 

Equation of motjon II-505 

Moving charge II-348 

Field momentum of moving charge II-348 

Mv momentum III-298 

Kinematio momentum III-298 

Dirac, P. III-91, 60 , I租8 II-12, 354 

Dirac equation 1-109 

Minkowski 1-177 

Minkowski space II-393 

•• 

八 画

Circulation II-5 31 , 
!B.feld JI-353 

Van de Oraaff genera tor II-59 

Benzene molecule Ill-:l,24, 202 

嘈



奈伊,J. F. 

坡印廷， J.

帕斯卡三角形

泊松比

罗末， 0.

金刚石晶格（点阵）

受迫谐振子

倒易原理

物理定律的对称性

迪凯， R.H.

庞加莱（彭加勒）， H.

胧（悬臂）梁

刷形放电

非尔金耶效立

非保守力

表面

表面张力

取向极化

取向磁矩

态矢量

态矢量的分解

变分学（法）

变压器

变换振幅

经典极限

经典电子半径

放大率

放射性（材料）的钟

单位矢量

单位矩阵

单原子气体

单斜晶胞

奇异性

“奇异“粒子

“奇异“数

奇异数守恒

拉姆齐， N.

拉莫频率

拉莫定理

索引

Nye, J. F. II-381 

压ynting, J. II-337 

Pascal's triangle I-54 

Poisson's ratio II-478 

Roemer, 0. I-68 

Diamond lattice III-186 

Forced harmonic o心illator J- 207, 220 

Reciprocity principle I-283 

Symmetry of physical laws I-161, 50~ 

Dioke, R. H. I-74 

Poincare. H. I-150, 152, 159 

Cantilever beam II-486 

Brush discharge II丑07

Purkinje effect I-333 

Nonconservative force I-144 

Surface II-47 

Surface tension II-136 

Orientation polarization II-122 

Oriented magnetic moment II-437 

State vector III-90 

Resolution of state vector III-91 

C斗oulus of variations II-223 

Transformer II-186 

Transforming amplitudes III-64 

Classical limit III-86 

Classical electron radius 1-303 II-349 

Magni且cation I-258 

Radioactive clock I-43 

Unit vector I-116, JI-16 

Unit matrix III三L33

Mona tomio gas I-382 

Monoclinic cell II-378 

Strangeness III-143 

"Strange" particles II-91 

"Strangeness" number I-18 

Conservation of strangen函 III-143

Ramsey, N. I-45 

Larmor frequency II-428 

Larmor's 社eorem II一战8

325 
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拉普拉斯， P.
拉普拉斯方程

拉普拉斯算符

泡利自旋交换算符

泡利自旋矩阵

波

波义耳定律

波长

波节

波包

波导

波（动）方程

波函数

波函数的意义

波前

波数

波模

法拉（单位）

法拉第 M.

法拉第感应定律

空间

空（间）－时（间）

空间转动

空腔里的场

空腔谐振器

视网膜

视组

视觉

视觉皮层

视神经

线电荷

（线）动量

（线）动量守恒

线性系统

线性变换

线积分

质子

质子自旋

质心

费曼物理学讲义（第三卷）

Laplace, P. I-468 

Laplace equation II-75 

Laplace operator II-20, 60 . 
Pauli spin exohange op~ra的r
Pauli spin matrices III-132 

Wave I-499, II-236 

III-160 

Boyle's law I-3邠

Wavelength I-243, 482 

Wave nodes III-86 I--482 

Wave paeket III-176 

Waveguides II-297 

Wave equation I-462 II-217 

Wave function III-212 

Wave function meaning III-299 

Wavefront I-464 

Wave number I-271 

modes I-481 

Farad (unit) I-242, II-72 

Faraday, M. II-111 

Faraday's law of induction II一195

Space I-76 

Space-time I-15, 169, II-332 

Rotation in space I-194 

Fields in a cavity II-58 

Cavity resonator II-285 

Retina I-331 

Visual purple I-339 

Vision I-342 

Visual cort~x I-345 

Optic nerve I-332 

Line of Charge II-52 

Linear momentum I-38 97 , 
Conservation of linear momentum 

Linear systems I-235 

Linear transformation I-112 

Line integral II-24 

Proton I一13

Proton spin II-91 

Oen的r of mass I-178, 185 

I-88, 9'1 

'·' 
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索引 32T 

质心、质量中心

质能

质能相当性

质量

固（刚）体的角动董

固态物理学

周期表

周期性的（时间）

周期振动

居里－外斯定律

居里定律

居里温度

欧几里德

欧几里德几何学

欧姆（单位）

欧姆定律

欧勒力

转动动能

转动矩阵

转动惯量

转矩

胁变

胁（变）强张量

胁强

胁强张扯

势能

面电荷

保守力

统计力学

威尔逊， 0. T. R. 
李生子佯谬

屏的衍射

氛

革拉赫

香农， o.

结

胡克定律

, .、,．

Center of mass I-178, 185 

Mass energy I-32, 37 

Ma酪-energy equivalence I-157 

Mass I-86, 148 

Angular momentum of rigid body 

Solid-s扭te phys迪 II-90

氐iodio 切，ble III-274 

Periodic (time) I-41 

Periodic oscillation I-89 

On玉Weiss law II-129 

Curie law II-124 

Onrie temperature II-460 

Euclid I-45 

Euclidean geometry I-119 

Ohm (unit) I-241 

Ohm's law I-241, 428 

Euler force II-488 

Rotational kinetic energy I-191 

Rotation matrix III-67 

Moment of inert迨 I-184

Torque I-182, 194 

Strain II-491 

Strain tensor II-392 

Stress II-479 

Stress tensor II-389 

Potential energy III-82 I-34, 129, 139 

九 画

Sheet of oharge II-53 

Oonservative I-141 

Statistical mechani顷 I-21, 390 

Wilson, 0. T. R. II-107 

Twin paradox I-161 

Diffraction by screen I-297 

Fluorine III-! 打7

~r laoh II-436 

Shannon, 0. ·I-433 

Junction III-190 

Hooke's law I一123, II-447 

. 

I-201 

` 
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陡（梯）度算符

顺磁性

测不准原理

秒（单位）

科里奥利力

钠

施主位置

栅极的静电场

独立粒子近似

狭义相对论

轴矢蜇

染料

点电荷

点电荷的（电）场能量

点电荷的场

点电荷的静电能

洛伦兹， H.A.

洛伦兹力

洛伦兹公式

洛伦兹收缩

洛伦兹规范

洛伦兹变换

洛伦兹条件

佩斯

派因斯

衍射

衍射光栅

玻尔， N.

玻尔半径

玻尔兹曼， L.

玻尔兹曼因子

玻尔兹曼定律

玻尔磁子

玻色子

玻姆

玻恩

带电导体

. 

Gradient eperator II-19, 24 

P釭amagnetism II-423, 434 

Uncertainty principle III-8, 10 I-15, 61, 366, 373. 

II—52 

Second I-45 

Coriolis force I-193 

Sodium III-277 

Donor site III-187 

Electrostatic field of a grid II-83 

Independent pa寸iole approximation III-196 

Special theory of relativity I-148 

Axial vector I-514 

Dyes III-126 

Point charge II-96 

Field energy of point charge II-347 

Field of a _point charge II-347 

. 

Electrostatic energy of a point charge II-96 

Lorentz, H. A. I-150 

Loren~z fo函 II-145, 180 

Lorentz formula II-262 

Lorentz 的ntraotion I-154 

Lorentz gauge II-219 

Lorentz transformation I-150, 169, 326, 510, :II-310, 血，

327 

Lorentz condition II-317 

Pais III-143 

Pines II-81 

Diffraction I-227 

Diffraction grating I—274, 279 

Bohr, N. I-419, II-52 

Bohr radius III-81 III-264 I-374 

Boltzmann, L. I-402 

Boltzmann factor III -187 

Boltzmann's law I-391 

Bohr magneton II-433 

Bose particles III-33 

Bohm II-81, 178 

Born, M. III-1, 20, 299 I-356, 376, II-3邸

Oharg创 eonductor II-86 



带电导体的场

带电面

带电球体

带电球壳

氢

氢分子

氢（分子）离子

氢的波函数

氢的超粒细分裂

氢原子

标（点）积

标积

标准偏差

标量

标量场

（相）干涉振幅

相对论

相对论中的能量

相对论动力学

• 相对论性动量
相对论记法的电动力学

相对论性质量

相对磁导率 . '' 

相速度

相移

“柏伊斯”照相机

柏派

科里奥利力

科学方法

重力（引力）加速度

重力（引力）势能

重力（引力）场

重子

重（引）力加速度

复阻抗

复变（函）数

复眼

复数

费马， P.

索引

Fields of a charged conductor II-67 

Sheet of charge II一出

Sphere of charge II-54 

Sphere of 01?-arge II-54 

Hydrogen III-275 

Hydrogen molecule III-122 

Hydrogen·moleoular ion JII-116 

Hydrogen wave functions III-打3

Hyperfine spl迅ing in hydrogen III-155 

Hydrogen atom III-262 

Dot product II丑5,312

Scalar prqduot II-312 

Standard deviation I-60 

Scalar I-110 

Scalar field II-13 

Interfering amplitudes III-85 

Theory of relativity I-74, 169 

Relativ迫ioene屯y I-159 

Relativistic dynamics I-156 

Relativist沁momentum I-103, 159, 166 

Relativistic notation eleotrodynami岱 II-310

Relativistic mass I-164 

Relative permeability II-455 

Phase velocity I-475 

Phase Shiff I-204 

"Boys" Camera II-108 

Bopp II-邸

Coriolis force I-192 . 
Scientific m~thod I丑0

Acceleration of'grevity I-89 

Gra.vitational energy I-32 

Gravitational 油ld I-124, 136 

baryons III一144

Acceleration or飞ravity I-89 

Complex im陨danoo I-225 

Complex variable·II-76 

Oompourui· 芍ra, I-348 

Complex numbers I-214, 21j 

Fermat, P .. I~2却

329 
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. 

费米子

费米（单位）
费曼， R.

绝对零度

绝热去磁

绝热压缩

绝热膨胀

绝缘体

矩

矩阵

哈密顿矩阵

哈密顿第一主函数

氖

钾

埃（单位）lc10-10 米）
起伏

诺埃曼， J. von 

调幅

哥白尼

莱布尼茨， G. W. 

爱因斯坦， A.

衰减

旁频带

泰勒展式

格林函数

海森伯， w.

胶态粒子

朗德 g 因子

被动（性电路）元件

涡流

涡旋线

涡旋度

流动

流体

流体动力学

流体流动

流体静力学

Fermi pa讨icles III-33 

Fermi (unite) 1-48 

Feynman, R. II-356 

Absolu妇 zero I-5 , 
Adiabatio demagnet过ation II-442 

Adiabatio compression I-382 

Adia ba tio expansion I-436, 437 

Insulator II-2, 110 

Moment I一122

Matrix III-51 

Hamil沁nian matrix III-98 

Hamilton's first principal function II--228 

十 画

Helium III切5

Potassium III一如

Angstrom (unit) I-3 

Stat迫ioal flue沁ations I-53 

Neuman, J. von II-141 

Amplitude modulation I-473 

Oopernious I-63 

Leibnitz, G. W. I-79 

E血压， A. I妞， 74, 面， 148, 159, 401, 419, 4沁
Attenuation I-296 

Side bands I-473 

Taylor expansion II-66 

Green's function I-238 

He这enberg, W. III-1, 8, 10, 20, 294 I-61, 356, 豌，砌

Oolloidal partioles II-81 

Lande g-faotor II-425 

Passive oironit elemen捻 II-269

Eddy current II~188 

Vortex lines II书14

Vorticity II-508 

Flow II-140 

Fluid II-140 

Hydrodynamics U-500 

Fluid flow II-140 

. 

' 

. 

~, 

C 

Hydrostatics II-504·.·, ( 
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流线

通量

通量法则

通噩量子化

透射波

透磁合金

透镜公式

速度

速度分量

速度的变换

速度势

速率

．高电压击穿

高斯面

高斯（单位）

高斯， J{.

高斯定律

高斯定理

热

热力学

热力学定律
热电

热电离

热平衡

热机

热传导

热导率

热扩散方程

热流

热能

原子

原子电流

原子过程

原子轨道

原子极化率

原子的 m(亚稳）态

原子的卢瑟福－玻尔模型，

原子的汤姆孙模型

原子的假设

索引

Streamlines II-509 

Flnx II-43 

Flux rule II-195 

Flux quantization III-303 

Transmitted waves II-416 

Permalloy II-473 

lens formula I-258 

Velocity I-78, 87 

Components of velocity I-88 

Transformation of velocity I-163 

Velocity potential Il-141 

speed I-77, 87 

High-vol如ge breakdown II-72 

Gaussian surface II-且1

Gauss (unit) I-322 

Gauss, E:. II-29, 184 

Gauss'law II-50 

Gau茨'theorem III-298 II-28, 46 

Heat I-3, 131 

Thermodynam1os II-466 I-379, 443 
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