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§1-1 电力

现在来考虑这么一种力．这种力活象引力，也是与距离平方成反比地变化的，但比引力
要强约二互坠坠坠亿倍．另外还有一点区别，即存在两种我们可称之为正的和负的物质，种
类相同的相斥，不同的相吸．这就不象引力，那里只存在吸引．这样，会出现什么情景呢？

一堆正的物质会以巨大之力互相排斥，并向四面八方散开，一堆负的物质亦然．但一堆
正和负均匀混合的物屈就完全不同了． 相反的物质会以巨大的吸引力互相拉挽着，净结果
将把那些可怕的力差不多完全抵消了，这是通过形成坚牢而又精致的正和负的混合体而达
到的，面这祥两堆分开着的混合体之间实际上就不再存在任何引力或斥力了．
确实存在这样一种力-电力．世间万物都是由此种巨力互相吸引和排斥着的正质子

与负电子所组成的混合物．然而，平衡竟是那么完善，以致当你站在别人旁边时也根本没有
任何受力的感觉．这时拿即使只有一点点不平衡，你都会觉察到的．例如，要是你站在别人
旁边相距只有一臂之远，再假定各自有比本身的质子仅多出互生之二的电子，其排斥力就会
大得不得了！多大呢？足以举起那座帝国大厦飞不！举起珠穆朗玛峰？不！这个斥力应足
以举起相当于整个地球的”重量"!

了解到在这种致密湿合物中这些巨大之力是那么完善地抵消掉，我们就不难于理解：当
物质试图保持正与负的电荷最细致的平衡时，它该拥有多大的硬度与强度？例如，帝国大厦
在大风之下只会摇摆八英尺左右，因为电力把每一电子与质子多少总保持在其适当位置上．
另一方面，如果我们在一个足够小的尺度范围内考察物质，使得只能看到几个原子，那么任
一小部分就往往不会有相等数目的正电荷和负电荷，从而会有一些强的剩余电力． 即使在
相邻两小部分中两种电荷数目相等，也仍有可能拥有巨大的净电力，因为各电荷之间的力是
与距离的平方成反比的． 如果一部分中的负电荷与另一部分中的正电荷靠得较近，而与负

电荷离得较远，则净力就会发生．因此，吸引力可能大千排斥力，从而在两个不带额外电荷
的小块中就有一个净吸引力存在． 那种把各原子结合在一起之力、把各分子保持在一块的

化合力，其实都是电力在电荷的平衡不够完善、或在距离都十分微小的那些区域里才显示出
来的作用．

当然，你会知道，原子是由在其核心上的一些正质子和核外的一些负电子所构成的．你
也许会问：“如果这种电力那么厉害，为什么质子和电子不会凑到一块来呢？如果它们想要

形成一个亲密混合体，为什么不会更亲密些呢？答案是，这与量子效应有关．要是试图把电

子关在一个很接近于质子的区域中，那么按照测不准原理它们就得拥有一个均方动量，而随

着我们把它关得越紧，这个均方动量就会变得越大． 正是这一种由量子力学规律所支配的
运动，才使得电的吸引力不会把两电荷移得更接近些．

还有一个问题：“是什么东西把核维持在一起的呢？”原子核中有若干个全都带着正电
督帝国大厦指美国纽约市第五大街上的一座邃筑物，地面上共 102 层，高"¥·5 苤· 一一译者注

•• 
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荷的质子．为什么它们不会互相推开呢？事实是，愿工整中？除了电力之外还有一种称为核
力的非电力，它比电力还要大，因而尽管有电的排斥力存在，仍然能够把那些质子维持在一

起然而，核力是短程力了＝耸核子间的力削隅得比 1/r1 怀要急剧．这就产生了一个重要后

果如果核中所含质子数过多，核就会太大，便不能永远维持在一起铀就是这么一个例子，

它含有 92 个质子．核力主要作用于每个质子（或中子）乃茸最近邻质王，而电力则作用在毯

左塑堕华，使每个质子与核中所有其他质子之间都具有排斥力．在一个核中质子的数目越
多，这电的排斥力就越强，宜到如同在铀的情况下，平衡已经那么脆弱，由于排斥性电力的缘

故使得核儿乎就要飞散了．这么一个核，如果稍为“轻轻敲＂一下（就象可以通过送进一个慢
中子而做到的那样），就会破裂成各带有正电荷的两片，而这些裂片由于电排斥力而互相飞
开．这样释放出来的能量，就是原子弹的能量．这种能量通常称为“核“能，但空际上却是当
电力足以克服吸引性核力时所释放出来的“电“能午

最后，我们还可能会间，是什么东西把带负电的电子保持在一起呢？（因为它没有核力）．
如果电子全都是由一种物质构成的，那它的每一部分理应排斥其他各部分，但又为什么不会
飞散呢？不过，电子是否还含有“各部分＇，？也许，我们应该说电子只是一个点，而电力只是

在王匣点电荷之间起作用，以致电子不会作用于其本身．或许是这样吧． 电子由什么东西
拴住，我们只能说到这里． 这个问题曾经对千试图建立一套完整的电磁理论产生过不少困
难，而且至今也没有人作出满意的解答．我们将在以后某些章节中对这一课题作些讨论，为

我们本身助兴．

正如我们已经见到的那样，应该指望电力与量子力学效应相结合来确定整块材料的细
致结构，从而确定它们的特性．有的材料硬，有的材料软．有的是电的“导体,,_因为它们

中的电子能够自由行动；其他则是“绝缘体”一一因为其中电子被牢固地束缚在各个原子之

中．这些性质是如何得来的？我们将在以后加以讨论，那是一个十分复杂的课题． 因而现
在仅就一些简单情况下的电力进行考察．也就是说，现在着手处理电方面一也包括磁方
面（那实际上是同一课题的一部分）一—的规律．

我们曾经说过，电力正如引力一样，与电荷间距离的平方成反比而减弱的．这一关系叫
做库仑定律． 但当电荷运动时，这一定律就不完全准确一—电力也是以一种复杂的方式依
赖千电荷的运动．运动电荷之间的力，有一部分我们称之为塾力．事实上，它是属于电效应
的一个方面．这也是为什么要把这一课题叫作l~砑该:.

存在着这么一个重要的普遍原理，因而有可能以相对简单的方式来处理电磁力． 从实
验方面得知，作用于某一特定电荷上之力一一不管其他电荷的数量和运动方式如何一一－只
取决于该特定电荷的位置、速度以及所带的电荷量．我们可把作用于一个以速度 0运动着

的电荷 q 上的力 F写成：
'F=q(E+t,xB)) (1.1) 

式中， E 和 B 分别叫做在电荷所处的飞石汗谪苍蔓和塾堑．重要的是，宇宙中一切发源于
电荷的力都可以仅给出这两个矢量而加以综合． 它们的值将取决于这一电荷放在包处，并
且可能随时匣而改变．此外，如果我们用另一个电荷来代替该电荷，则作用于这一新电荷上
之力恰好与其电荷量成正比，只要世界上所有其他电荷都不改变其位置和运动就行了．（当
然，在实际情况中，每一电荷总会对千邻近的所有其他电荷都产生力，从而可能引起这些电

荷运动，所以在某些情况下，如果我们用另一个电荷来代替该特定电荷的话，那些场是有

、
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可能改变的．）-_ -

我们从第一卷已经懂得了A怎样去找出一个质点的运动．如果已知道了施于其上之力的

话，式(1.1)可以同运动方程相结合而得出： '' 

a [叩.,百 (1-孕）112] -F-q(E+vxB). (1.2} 
. ~--_,-,_三二~户~-~一也~~亡叩,-.,一

因此若B和 B 均为已知，则可以求得运动．现在我们需要弄清楚 E和B是怎样产生
的．

关于电磁场产生的途径有一个最重要的简化原则：假设有若干个以某种方式运动着的

电荷本应产生一个场 E山而另一些电荷应产生Eii,而这两组电荷同时被置在各适当位置上
（保持与它们过去被认为是分别作用时相同的位置和相同的运动），那么所产生之场恰好是
这么一个和：

E==尾＋乌． ..'. (1.3), 

这一个事实称为场的迭加原理．这原理也适用千磁场．

这一原理意味着，如果知道了一个以任意方式运动着的巠二电荷所产生的电场和磁场
的规律，那么所有电动力学的规律就告齐全了． 如果我们想要知道施于电荷 A上之力，就
只须算出由 B、 C、 D 等各电荷所产生的 E和 B, 然后把这些由所有各电荷产生的E和B

都相加起来而求得总场，再从这两个总场求得施于电荷 A 之力． 要是事实竟会证明，由一
单独电荷产生之场很简单，这就是描写电动力学规律的最简洁方法了．可惜，就我们曾给出
的有关这一定律的描述_(第一卷第二十八章）看来，那却是相当复杂的．
事实证明，电动力学规律中表现得最为简单的那一种形式，并非是人们所期望的：要把

一电荷对另一电荷所产生之力的公式写出，并非那么容易．的确，当电荷静止不动时，库仑
定律是十分简单的． 但当电荷运动时，由千时间上的延迟和加速度的影响以及其他一些原
故，关系就变得复杂了．结果将是我们并不希望仅仅凭作用于各电荷间的力律来表达电动

力学；而发现更方便的是去考虑另一个观点一—那才是电动力学规律表现得最易于掌握的
一种观点．

§1-2 电场和磁场

首先，我们必须对电和磁矢量，即 E 和 B 的概念稍微有所扩充．依据一个电荷所感受
到之力，我们已对 E和 B 下了定义． 现在想要谈论甚至没有电荷存在的某一点上的电场

＿－．一_-_

和磁场．实际上，我们要说的是，既然有力”作用在“电荷上，则当电荷移去时也仍有“某种东
西“存在那里．如果置于点（亿， Y, Z)上的电荷、在 t 时刻感觉到由式(1.1)所给出的力 F, 则我
们便可以把矢量 E和B 联系到空间笆尽（亿， 1/• z)上去．就是说，把 JI}(无，'!/., z, t) 和 B(ai->i
y, z, t) 设想成会给出一个位于他， g, 分点的电荷，在 t 时刻能体验到那个力，这就要塑足
这样一个条件：在那里放进该电荷时，不致＿一＿动产生那些场的所有其他电荷的位置或运动．

根据这一概念，我们对于空间的坐二点（亿， Y, z) 就联系到这两个矢量 E和 B,. 它们也
可能会随时间而变的．因此，电场和磁场就都可视作 a;... y、 Z 和 t 的经覂勇塾．既然矢量是
由其各分量所规定的，场丑和场 B 就可分别用三个 a; __ y、 z 和 t 的数学函数来代表了．

正因为E(或B)可以在空间每一点上规定下来，它才被称为＂场”． 所谓“场”，就是在
空间不同点上会取不同值的一种物理量． 例如，温度就是一种揭一一在这一情况下是一标

~ 
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量场，我们把它写成 T(x,'!f, z). 温度本来也可随时间变化，那么我们就应该说温度场是与
时间有关的，从而把它写成 T(x, y, z, t). 另一例则是关于流动液体中的“速度场”，我们把
在空间每一点而在时间 t 上的液体速度书写成 v(x,'!I, z, t). 那是一个矢量场．

回到电磁场方面来，虽然它是按复杂公式由电荷所产生的，但却具有如下重要特性：在
空间一点处的场值与一邻近点处的场值之间存在十分简单的关系。仅凭儿个以微分方程表

- - - _-_-_ - _-_-_-

达的这种关系，场就能完整地被描述了．就是用这样的方程式，电动力学规律才得以最简洁

地写出来．

曾有过种种发明，试图帮助人们形象化地看待场的行动． 其中最正确的也正是其中最
抽象的一种是：把场仅认为是位置与时间的数学函数．我们可以试图通过在空间的许多点
上各画出一些矢量来获得一个关于场的心理图象，其中每一矢量提供在该点上场的强度和
方向．这一表达方式如图 1-1 所示． 另外，我们还可以进一步画出处处都与那些矢量相切
的一些线来．好比说，这些线尾随着那些箭头并跟踪着场的方向．当我们这样做时，就已丧
失了矢撮的兰座记录，但这可通过对于弱场场线排列得较疏，而对于强场场线排列得较密的

办法来记录场的强度．我们采取这样一个惯例：垂直于线的舞＿一位面积的堡覂与堑翌成正
比．虽然，这只是一种近似，一般说来，有时还需要在某处画出一些新的线才能保证线数达
到场强那种程度．这样，图 1-1 所示的场就可由图 1-2 所示的场线来表达．
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图 1-1 矢量场可用一组前头来表

达．每支箭头的大小和方向为画出

箭头的那一点上的矢量场之值

图 1-2 矢炽场可用一些线来表达，这些

线与每一点上的矢量场方向相切，而线的

密度则与场矢景的大小成正比
、．

§1-3 矢量场的特性

我们将采用矢量场在数学上的两个重要性质，以便从场的观点来描述电学定律． 设想
一个闭合面，看是否有＂某种东西”会从里面失去．这就是说，该场有没有一个“流出＂的量？
例如，对千速度场，我们也许要问，该面上速度是否总是向外，或更普遍地间，是否（每单位时
间）流出的流体会超过流入的．我们把单位时间流经该面的净流体昼称为通过该面的“速度
通量”． 流经一个面积单元的流量就恰好等于垂直该面积的速度分量乘以该面积． 对于任

一个闭合面，塗莲县堂（或塑覂）等于速度的垂直向外分量的平均值乘以该闭合面的面

积：
通量＝（平均法向分量）·(面的面积） • (1.4) 

在电场的情况下，我们可以从数学方面定义一种与流出量相类似的东西，就称作通量，
当然这并非是任何物质的流量，因为电场并不是任何东西的速度．然而，事实证明，场的法

\ 
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向分量的平均值这个数学量仍有其实用意义． 因此，我们就要来谈论患遇覂一－－这也是由

式(1.4)定义出来的．最后，不仅谈论通过一个完全
闭合面的通量，而且还谈论通过任一个有边界的面
的通量，这也是很有用处的．综上所述，通过这样一

个面的通量被定义为矢量的法向分量的平均值乘以

该面的面积．这些概念如图 1-3 所示．
矢量场还有第二个性质，那是与一条曲线而不

垂直于面的分量 是卢与一个面有关的．我们再来回顾一下描写液体流

动的那种速度场，也许会提出这样一个问题：该液
休是否存在环流？这包含的意思是，是否有绕行某
一回线的净旋转运动？如图 1-4 所示，除在一条口
径均匀的闭合管子里的液体外，液体突然处处都被
冻结了．也就是说，管外的液体都停止了流动，但在

管内的那一部分液体，由于被禁锯着的动量｛这就是

说，如果围绕管子朝一方的动量大于朝对方的），液
休仍可继续流动．我们定义管里液体的净流速乘以
该管周长这个量为还莲．我们再把上述概念加以引

伸，就可对任一矢量场下个“环流”定义（即使没有任

何东西在流动也罢）．对于任一矢量场，＿绕行任t:一一想
象主的＿一合曲线的环流可以定义为矢量（沿一致向
指）的平均切向分量乘以该回线的周长（图 1书），

1(矢量

/ 

图 1-3 矢量场通过一个面的通量，定义为

矢量的法向分量的平均值乘以该面面积

(0) 

(bl 

-- -- - ------

三卢｝

，、

即

三丿. 
图 1-4 (a)液体中的速度助设想有一截

面均匀，按照图(b)所示的任一闭合曲线安

放着的管子；假如液体只除管内的外~ 处

处都被冻结，那么管里的液体便将按图
(c)所示的那样环流

环流＝（平均切向分量）·(环行距离） • (1.5) 

你将会看到，这一定义确实给出了一个正比于上述

迅速被冻结的管子里的速度环流的数值．

只要有两个概念一一通量与环流一一我们便能
立即描述电学和磁学的所有各种定律．你可能不会
一下子就理解其意义，但它们将给你关于电磁方面
的物理学的最终描述方式的一些概念．

.. 

. 

_ 
'' 

图 1-:5 矢量场的环流等于矢量

（沿一致向指）的切向分量平均值
乘以该回线的周长

. -; 

. 

、

·一
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§1-4 电磁学定律

电磁学第一个定律对电场通量是这样描述的：

通过任一闭合面的 E 的通量一 面内净电荷
Eo 

(1.6) 

式中， Eo 是一常数．如果在闭合面内没有电荷，即使在面外附近存在电荷， E 的法向分量的

巠仍然等于零，所以并没有净通量通过该面．为证明这一种表达方式的威力，我们可以

指出式(1.6)与库仑定律是等同的，只要再加上从单一电荷发生之场是球对称的这么一个概

念．对于一个点电荷，我们作一个围绕着该电荷的球面，那么，平均法向分量就恰等于 E在

任一点上的大小，因为这个场应是径向的并且在球面的任一点上应有同一强度． 现在我们

在法则中申述，在球面上的电场乘以球面面积一也即跑出去的通量——－应正比千在球面

内的电荷．要是我们使球的半径增大，面积便按半径的平方增加，电场的平均法向分量乘以

该面积仍应等千球面内的电荷，因而该场便应跟着距离的平方减弱．这就得到了一个“反

平方“场．

在空间如沿一任意曲线量度电场的环流，那么我们便将发现这一般并不等千零（虽则对

于库仑定律是如此）．在电方面，倒不如说还存在第二条定律，即对于任一以曲线 O 为边缘

的（非闭合）面 S,
d 

环绕着 O 的 E 的环流＝－一（通过 S 的 B 的通量） • (1. 7) 
dt 

再写出两个关于磁场 B 的相应方程，我们就能完成电磁场的全部规律．

B 通过任一闭合面的通量 =0. (1.8) 

对于边界为曲线 O 的一个面 s,

d 
奴环绕着 G 的 B 的环流）＝－－（通过 S 的 E 的通量）＋ 通过S 的电流通量

dt 
(1.9) 

式(1.9)上出现的常数夕是光速的平方．它之所以出现是由于磁场实际上是电的一种

相对论效应．至于插入常数句，则是为了使电流单位能够以一方便的形式出现．

式(1.6)~ (1.9)以及式 (1.1), 都是电动力学定律姆．正如你会记起的，牛顿定律写起来

虽然简单，但它会引出一大堆复杂的结果，而你要深入地学习就得花费很长时间．现在这些

定律既然写下来就没有那么简单，那当然意味着其结果将会远为煞费匠心，而我们也将花更

多的时间才能对它一一理解清楚．

通过做一系列小实验（这些实验在定性上表明电场和磁场的关系），我们就能验证某些

电动力学定律．当你梳头发时，将会对式(1.1) 中的第一项有所体会，因而我们就不想去证

明这一项了．式(1.1) 中的第二项可以通过给悬挂在一条形磁铁上面的导线输入电流，如图

1-6 所示的加以演示．当电流接通时，飞导线由于受力 F==qvxB 作用而发生了运动；当存在
电流时，线里的电荷在运动，所以它们有一速度 v, 而来自磁铁方面的磁场就会对它们施加

力，结果把导线向一旁推开了．

当导线被推向左时，我们该预料磁铁会感到被推向右．（否则就可将整套设备装在一辆

车子上而构成一个动量不守恒的推进器！）虽然这力过小、不足以使磁铁的运动成为可观

的，但一块支持得比较灵活的磁铁，比如象磁针那样，就会表现出运动来的．

．我们仅须添加关于环流往旦某些惯例的注释．

- -- - - - .• . 一--
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导线为什么会推动磁铁呢？线里的电流会产生它本身的磁场，从而施力于磁铁上． 按

照式(1.9)中的第二项，电流应有

一个 B 的还莲一一在这一情况

片 下， B线乃是环绕该导线的回线，

如图 1-7 所示．施于磁铁上的力，

就是由这B 产生的．
式(1.9)还告诉我们，对于通

过导线的一个固定电流， B的环

流对包围导线的佳二曲线都相

同曲线——比方说是一圆周

距离导线越远，则其周长越
大，从而 B 的切向分量就应相应-

图 1-e 一块条形磁峡提供在寻线附近的磁场 B. 当有电流沿 地减小． 你可以看出，事实上我
线流动时，该导线由千受力 F一qvxB 作用而运动

们该期待来自一条长直导线的B

应随距离线性地减弱．

现在我们已经说过，流经导

线的电流会产生磁场，而当有磁

场存在时就有一力施于通电流的

线上． 千是我们便也该指望，如

果用流经一条导线的电流来产生

磁场，则它理应施力于另一条也

通有电流的线上．这可由采用如

图 1书所示的两根挂线来作演

示．当两电流同向时，两线相吸；

但当电流反向时，它们将相斥．
图 1-7 导线的磁场施力千磁铁 简言之，电流和磁铁均会遣

成磁场．且慢试问磁铁究竟是什么？如果磁场是由电荷的运动产生的，那么，来自一块铁

的磁场是否有可能也是由千电流 、

的结果呢？看来的确是这样我

们可以将实验中的磁佚用一个线

圈来代替，如图 1-9 所示．当电

流通过线圈——同时也有电流通

过在线圈上面的那根导线一一

时，我们便会观察到导线的运动

恰如以前用磁铁而不用线圈时一

样换言之，线圈里的电流模仿＋／＇

了一块磁铁． 因此，看来一块铁、

的作用就如同它含有一种永恒的

环行电流一样． 事实上，我们可

索至负墙
`` 

N• 

$1 际形磁铣

, 

© 
, l ., 

图 1-8 两条通电流的导线互相有力作所着

..., 

' 
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以用铁原子中的永恒电流来理解磁铁．在图 1—7 中，作用千磁铁上之力就是起因于式(1.1)

中的第二项．

究竟这些电流是从哪里来的

呢？一种可能是从电子环绕其原子

轨道的运动而来． 实际上，这对于

铁来说却是不正确的，虽然对于某

些材料来说是正确的．一个电子，

除了在原子中环行之外，还有绕其

本身之轴的自旋——有点象地球的

自转一正是由于自旋所产生的电

流才为铁提供了磁场．（我们说“有

点象地球的自转＇，，这是因为这一问

图 1-9 图 1-6 中的磁铁可用一个通电流的线圈来代答， 题在量子力学中竟是那么奥妙， 以

有一相似的力作用千导线上 致一些经典概念并不能真正恰当地

描述这些事物．）在大多数物质中，有些电子这样自旋，有些那样自旋，所以磁性互相抵消，

可是在铁里一一由于某一我们将在以后加以讨论的神秘原因一一有许多电子却绕着排列整

齐的轴自旋着，这正是磁性的起源．

由于磁场都是来自电流，我们便无需在

式(1.8)和 (1.9)中引进任何额外的项来照顾

磁铁．我们只须取胚直各种电流，包括自旋

电子的回环电流，那么该定律便就对了． 但

你应当注意，式(1.8)说明了并没有与出现在

式(1.6)右边的电荷相类似的磁“荷“存在，从

来都未曾发现过．

式(1.9)右边的第一项是由麦克斯韦从

理论上发现的，而且十分重要． 它说明一个

变化着的座场会产生磁场． 事实上，若没有

这一项，该方程便说不通因若无此项，在一非完整的回路中便不会有电流，但这祥的电流确

实存在，正如我们在下述例子中将见到的．试设想有个由两块平行板构成的电容器，它正在

靠流向其中一极板而流出另一极板的电流充电，如图 1-10 所示的那种情形．若我们围绕

着其中一条导线画一条曲线 0, 并用一个被该导线所贯穿的面来盖满这条曲线，如图中所示

的 81 面．按照式(1.9), 绕行着 O 的 B 环流是由导线中的电流（乘以 c2)所贡献的．可是若

我们用另一个看来象个碗、并通过电容器两板间、始终保持在导线外面的一个不同的＆面
- - __ -_ 

来盖满，那又将怎样呢？肯定不会有任何电流通过这一个面的．然而，仅仅改变一下想象中

的表面位置，总绝不会改变一个实际的磁场的吧1B 的环流必然要和以前一样．是的，对千

＆和岛两个面，式(1.9)右边的第一项并结合着那第二项，确实会给出相同的结果． 对于

岛来说， B 的环流乃是由电容器两板间 E的通量的变率给出的．可以计算证明，正在变化

着的 E 与电流间的那种关系恰好就是使式(1.9)能够保持正确所必需的形式．麦克斯韦看

到了这个必要性，因而成为第一个写出该完整方程式的人．

8 
.（来自线圈）

• 

接至负端
线圈

` 线圈上电流

电浣
｀干... 

_ 
. 

面斗

图 1一10 绕曲线 C 的 B 环流，可以由通过面

趴的电流给出，也可以由通过面岛的 E的通

量的变化率来给出

` _、---•一． .. - - -一------ - -一＂~一~－
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采用图 1-6 所示的那种装置，我们还可以对另一个电磁学定律进行演示． 我们将挂线

两端从电池组上解开而接上一个会告诉我们何时有电流通过该导线的电流计．当我们在磁

铁产生的磁场中，向旁塑翌导线时，便会观察到电流． 这样一个效应恰恰是式(1.1)的另一

个结果一一线里的电子感觉到力 ll-=gvx·B. 电子之所以具有侧向速度，是因为它们伴随

着线在一起运动．这个＂同来自磁铁的竖向的 B.J...道产生了一个施于电子的堂导线方向

之力，此力促使电子通过电流计而流动．

然而，假设我们动的不是导线而是磁锐从相对性来讲，可猜测到这不应当产生任何差

别，的确，我们在电流计中观察到一个相似电流．磁场怎么能产生作用于静止电荷上之力

呢？按照式(1.1)一定要有一个电场．一块动着的磁铁应该会造成电场．这到底怎样发生，

可以由式(1.7)定量地给予解答．这个方程描述了许多具有巨大实际价值的现象，诸如那些

出现在发电机和变压器中的现象． , 

我们的方程组最引人注目的一个结果是，式(1.7)和(1.9)包含着关于越过广大距离的

电磁辐射效应的解释解释大致如下：假设在某处比如由于线里电流突然接通，这就使得磁

场增大；千是，根据式(l..7)就应有一个电场环流；当这电场建立起来以产生该环流时，根据

式(1.9)又有一磁环流将被引起；可是，姿企磁场逐渐建立起来又将产生一个新的电场环

流……如此等等．就这样，场在越过空间时，除了在它们的发撕处以外，并不需要有电荷或

电流．这就是我们都能够互相翌翌型的关键所在！这一切都存在于电磁场的方程组中．

§1-S 场是什么？

现在就我们对这一课题的看法讲几点意见．你也许会说“所有这一切关千通量和环流

的玩意太抽象了．但正是由千在空间每一点上有电场存在，才有这些｀定律＇的． 但茎座发

生的情况究竟怎么？为什么你不能用比如查什么东西在电荷之间走动来加以解释呢？＂唉

呀！这可是由你的偏见所造成的．许多物理学家经常说，在两者之间没有任何东西存在的那

种直接作用是不可思议的．（人们怎么会对某一概念已经加以思议而又认为它是不可思议

的呢？）他们会说“看！我们现在唯一知道的一种力就是一件东西对另一件东西的直接作

用．这不是一种无需由媒质来传递的力．“但当我们研究一件东西紧靠着另一件东西的“直

接作用”时，真正发生的究竟是什么呢？我们发现，并不是一件东西紧靠着另一件，而是彼此

稍为有点分开，并有电力在微小尺寸上作用着这样，我们就发现，要用电力的图象来对所

谓直接接触作用作解释若事实已经弄清楚，肌肉的推挽力必须用电力来加以说明时，还试

图坚持说电力得看成象那种古老的、大家所熟悉的肌肉推挽力，那肯定是不切合实际的唯

一通情达理的问题是，什么才是看待电效应的垦立堡途径． 有些人喜欢把这些效应表达成

电荷在一距离上的互作用，从而采用一个复杂定律．另外一些人则喜欢利用场线．他们无

时无刻不在画出场线，而感觉写出各个E和 B'则是太抽象了．然而，场线只不过是描写场
的一种草率办法，要用场线直接给出那些正确而又定量的定律来，那是很困难的．而且，场

线概念并不含有电动力学的最深刻原理，即是那迭加原理． 即使我们已知道了一组电荷的

场线看来象个什么样子，而另一组电荷的场线看来又是如何表现，但当两组电荷同时并存时

场线的图样究竟会怎么样，我们就得不到任何概念了．另一方面，从数学的观点看，迭加原

理则是很简单的一—我们只须把两矢量相加起来．场线对于提供一个生动图象是有某种优

点的，可是也有一些缺点．直接相互作用的想法对千静止不动的电荷固然有极大优点，但当

• 
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涉及迅速运动着的电荷时就会有一些重大缺点．

最好的办法是采用抽象的场概念． 它属于抽象的这一点固然可惜，但却是必须的． 企

图把电场用某种齿轮的运动、或用线、或用某种材料的张力来表达的尝试曾经耗费掉物理学

家们的精力，比起直接探索电动力学的正确答案所必需的要多得多．有趣的是，在晶体里光

的行为的正确方程本来已由麦卡拉(Mo Oullough)千 1843 年得出．可是人们却对他说：“是

的，但没有任何实际物质的机械性能会满足那些方程的，而且由于光应当是在某种东西一中的

一种振动，我们便不能相信这个抽象的方程式了．“要是人们稍为虚心一点，他们也许会在

早得多的时候就相信有关光的行为的正确方程了．

对千磁场的情况，我们可提出如下论点：假定你最后已能够成功地用某种线或某种在

空间运行的齿轮来构成一幅关于磁场的图案． 然后，你再去解释两个以同一速率互相平行

地在空间运动着的电荷所发生的情况．既然它们在运动，就将如同两电流那样动作，并会有

磁场和它们联系在一起（就象图 1-8 中流经该两导线里的电流那样）． 可是，一个跟着这两

个电荷奔跑着的观察者看到它们却都是静止不动的，从而应该说那里不应有磁场． 当你骑_- __ - _-_-_-

在物体上一道运动时，就连“齿轮”或“线”也都消失不见了！上面我们所做的一切，就发现一

个堑问题．那些齿轮怎么会不见了呢？那些画出场线来的人们也同样会陷于困难．不仅不

能说出到底场线是否会跟着电荷跑一一而且在某些参照系中这些场线竟会完全消失不见

了．

原来，我们现在是在讲，磁性实际上是一种相对论效应．在我们刚才所考虑的两个作平

行运动的电荷的情况中，我们该指望对于它们的运动应当作出相对论修正，即是会出现一个

数量级为吐／户之项．这些修正就应该相当于磁力．但在我们的实验（图 1-8)中，出现于两

条线间之力又是怎么一回事呢？那里的力全都是磁力．这看来似乎不象是一种“相对论修

正＂．而且，倘若我们估计一下线里电子的速度（你们可自行做出来），就将得到它们沿线的

平均速率约为每秒 0.01 厘米．所以护/c2 约等于 10一气肯定是一个可以忽略的“修正”了．

可是不对！尽管在这一情况下，磁力仅等于两运动电荷的“正常“电力的 10-111 倍，但应当记

取，由于受到几乎完全的衡消作用一一即由于导线里存在相同数目的质子和电了~该“正

常“电力就已完全消失不见了．衡消的程度远较 10211 分之一来得准确，从而那个我们称之为

磁力的小小相对论项就是唯一剩下来的项．它变成主要项了．

正是由于电力效应儿乎完全抵消，才容许相对论效应（即磁现象）受到注意，而其正确方

程组一一准确至心•;a2 的一—才被发现，虽则当时物理学家还不堂翌究竟发生的是什么事

情而这就是为什么，当相对论被发现时，电磁规律并不需要改变它们一—不象力学

已准确至护/tr 的程度了．

§1七科学技术中的电磁学

让我们指出下述事件来结束本章．希腊人所研究的许多种现象中有两种是十分奇特

的：如果你擦擦唬珀，你就可用它来吸起一些小纸片；又有一种来自麦尼西亚(Magnesia) 岛

的奇怪石头会吸引铁． 想起古希腊人，当时只认识到这两个现象是把电或磁的效应表现得

足够明显的，这就令人惊奇了．之所以仅仅出现这两种现象，其原因主要在于上述关于电荷

间的非凡准确衡消作用．跟在希腊人之后的科学家通过研究又发现了一个又一个的新现

象，而这些实际上都不过是这骁珀和（或）磁石效应的一些景象而已．现在我们认识到，化学

·- -• ••. ·-- . . • 一．一. 一...
咖/
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作用以及最终生命本身的现象都得要用电磁学来加以理解．

在对电磁学这一课题的理解正在发展的同时，曾经使人们以往不敢去想象的一些技术

可能性出现了，因此，下述这些就都成为可能在漫长距离之间五通电报；对没有任何接线

的千里迨逜处的另一个人说话；以及转动巨大的动力系统——庞大的水轮，其主轮带动另一
机器旋转，再用干线接至远隔千里之外一千千万万条支线——使千家万户工厂和家庭里
机械转动的千千万万套电动机．所有这些，都是由于电磁定律的知识而运转起来的．

今天我们还能应用更为精巧细致的效应．电力虽然很巨大，但也可以十分微小，从而能

够对之施加控制，而又在许多方面加以利用．我们的仪器竟会那么精致，以致只要某人对千

百里外的一根细小金属棒中的电子施以影响，你就能说出他正在干什么． 我们所必须做的

一切只是用该金属棒作为电视机的天线l . . 

从人类历史的漫长远景来看一—即如过一万年之后回头来看一一亳无疑问，在十九世

纪中发生的最有意义事件将判定是麦克斯韦对电磁定律的发现．与这一重大科学事件相比

之下，同一个十年中发生的美国内战餐，将会降低为一个地区性琐事而黯然失色．

` 

，、
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．美国内战也叫美国南北战争， 1861 年开始至 1865 年结束．一一译者注
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矢量场的微分运算

§2-1 对物理学的理解

对物理学家来说，要有从各不同观点去看问题的技巧． 因为对实际物理问题的准确分

析往往非常复杂，任一特定物理情况都可能因过千复杂，以致不能直接通过解微分方程来进

行分析． 然而如果人们对于在不同情况下解的特性有某种感触，则对于一个系统的行为仍

可以获得十分良好的概念．如场线、电容、电阻以及电感等概念，对此目的来说都是十分有

用的．因此，我们将花不少时间来进行分析．通过分析，对千在不同情况下所应当发生的事

情我们就会获得一种感觉．另一方面，在比如说场线这类启发式模型中，却没有一种会对所

有情况都是真正充分和准确的． 只有一种表达定律的准确方式，那就是通过微分方程． 因

为微分方程具有下述两个优点，它既是基本的，就我们所知又是准确的．如果你已学习过那

些微分方程，便可以经常回去复习查对，就不必再重新学习的了．

要了解在各种不同情况下会发生什么事悄，这将花费你一些时间．你必须求解那些方

程．每次解方程时，就将对解答的性质有所体会．为了把这些解答牢记在心，利用场线及其

他概念来研究解答的意义也是有益的．这就是你将确实“理解”方程式的途径．这也是数学

和物理学的区别所在．数学家，或者具有十分数学修养的人，在“研究“物理学的过程中往往

由于看不见物理学而误入歧途．他们说：“看，这些微分方程－－－麦克斯韦方程组一—就是

电动力学的一切；物理学家已经承认，没有什么东西不包含在这些方程式之内了．这些方程

尽管复杂，但毕竟不过是一些数学方程式，要是我能在数学上对它们里里外外都理解透，那

我对物理学也就理解得透彻了＂．可惜，事实却并非如此．大凡抱着这种观点研究物理学的

数学家一~也确实有不少这样的人一—往往很少会对物理学作出什么贡献，而实际上对数

学的贡献也很可怜．他们之所以失败，是由于现实世界的实际物理情况竟会那么复杂，以致

需要对方程式具有远较为广泛的理解．

确实理解一个方程式——即不仅在严格的数学意义上的理解—一意味着什么，狄喇克

对此就早有所评述． 他说：“如果无需实际解一个方程而对于解答的特性已有一种估计办

法，那我就算已懂得了该方程式的意义．“因此，若我们无需实际解那个方程组而对在特定情

况下会发生什么便已有一种了解的办法，则我们便算“理解”了应用到这些情况上去的那个

方程组了．物理上的理解乃是一种完全非数学性的、不准确的、亦并非严格的东西，但对于

一个物理学家来说却是绝对必需的．

照常规说，象这样一种课程是通过物理概念的发展过程一即从简单的情况开始逐渐

过渡到越来越复杂的情况—一来编排的．这就要求读者要不断忘记以前所学到的一一忘记

在某些情况下正确，而在一般情况下却不正确的那些东西．例如，电力取决于距离的平方那

一条“定律”就不是二阻正确的．而我们在本书中宁可取相反的途径．一开始我们就讨论那

些经覂定律，然后才回过头来把它们应用于一些简单情况，从而在这些过程中发展物理概
念．这就是我们将要做的事情． ` 

.,_ 
- -
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我们所采取的途径与历史的途径完全相反，人们在后一途径中是用从中获得知识的各

种实验来发展这一过程的．但物理学这一学科在过去约二百年中是由一些十分有发明天才

的人们发展开来的，而如果我们仅以有限时间就要获得我们的知识，那就不可能包括他们曾

经做过的一切事情．可惜的是，在这些讲课中我们很可能会丢失的东西之一就是这个历史

的实验的发展方面．希望在实验室中这个缺陷能够得到某些弥补．你也可以通过阅读«大

英百科全书”来补充我们所不得不割爱的东西，那里载有一些卓越的历史性专题，涉及电学

及物理学其他部分．你也可以在有关电磁学的许多教科书中找到一些历史知识．

§2-2 标量场和矢量场一一-T 与 h

现在我们要从电磁理论的那种抽象的、数学的观点开始． 目的是为了解释第一章中所

给出的那些定律的意义｀而要做到这一点，我们必须首先对一种将要用到的崭新而又特殊

的记法加以解释．所以就让我们暂时忘却电磁学而转过来讨论矢量场的数学．这不但对千

电磁学而且对于所有各种物理情况都是十分重要的．正如通常微积分学对于所有各物理部
门都那么重要一样，矢量的微分学也是如此．现在我们就转到这么一个课题上来吧．

下面列举一些来自矢量代数的若干项事实，并假定你们都已经学过了．

A0B一标量=A龙+AvB,+A.B.
·A:xB"."矢量

(Ax B).=.A,,B,,-A,,B. 

(AxB)雾=~止-;-A)J,
(AxB)11.=A龙-:-A龙

AxA一0

A·(4xB)=O 
A·(B X-.C) 7,(4 X B)•C 

Ax (BxC)=B(A-C)-C(A·B) 

我们也要用到从微分学方面得来的下列两个等式：

, 

~ 睿． ` 

' 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

如， y; z)~ 芷血＋差匈＋誓也； (2.7) 

a2f a2f 
芦＝芦· (2.8) 

这里，第一个等式(2.7)当然只有当血、匈、上都趋于零时才正确．

最可能简单的一种物理场是标量场． 你应当记起，我们所说的场是指取决千空间位置
的一个量．所谓堑覂堑，是指每点仅由一个单独数量一一一个标量一—所标志的那种场．

当然这个数量还可随时间而变，但眼前我们还无需为此操心． 我们将只谈论在某一特定时

刻，场看来是个什么样子．作为标量场的一个例子，试考虑一块固体材料，其中某些地方受

热而另一些地方受冷，使得该物体的温度以一种复杂方式逐点改变． 于是温度将是从某一
直角坐标系上量得的代表空间每一位置(a;,'!/, z) 的函数．可见温度是一标量场．

考虑标量场的一种办法是去设想一些“恒值面”，即将所有具有相同场量的点都连接起

来而成的一些想象中的面，正如在地图上那些由等高点连成的等高线一样． 对于一个温度
场来说，这些恒值面被称为”等温面”或等温线． 图生1 表示一温度场，并表明在z=O 处 T

~. 、一一 - -一~一--一·一-气~ 一-- - --
- ...:a邑J丿
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图 2-1 温度 T 是标量场的一个例子．与空间每一点(:,;, y, 11)相
联系的有一个数量 T(11:, 11, 11). 所有处千标记着x-20• 的那个
面（图中所示为 B一0处的一条曲线）上之点都有相同温度．箭头

是热流矢量 h 的一些标本

图 2-2 旋转物体中原子速度

是矢量场的一个例子

对于 Z 和 g 的依赖性．在该图上画出了几条等温线．

还有一种场叫作矢量场．意义也十分简单．就是在空间的每一点给出一个矢量．这个

矢量逐点变化．作为一个例子，可考虑一个旋转物体． 在每点上物体中物质的速度便是位

置函数的矢量（图 2-2). 作为第二个例子，考虑在一块材料里的热流． 如果某处的温度高

于另一处的，热量就会从较热处流至较砱处． 在材料中的不同位置热量将朝不同的方向流

动．这一热流就是一个有向量，而我们将称之为 h. 它的大小是表明有若干热量在流动的

一种量度．关于热流矢量的范例也示如图 2-1 上．

让我们对 h 下一个更准确的定义：在一点上这个热流矢量的大小就是单位时间单位面

积流经一个垂直于流动方向的无限小面积元的热能量． 这个矢量朝着热量流动的方向（见

图 2-3). 符号表示为：若心代表每单位时间流经面积元血的热能，则

应
h=-一

心
e,, 

y 

飞

(2.9) 

式中 e, 是沿流动方向的单位矢量．- -_-_- _- -_-

矢量h也可按另一种方式-用它

的分量一一来下定义． 我们试问，到底

有多少热量会流经一个相对于流动方向

成任意角度的小面积．在图 2-4 中，
- -_-

Tl 
热流

图 2-3 热流是一种矢量场．矢量 h 指向热量流动的

方向．它的大小则是每单位时间流过某一垂直千流动

方向的面积元的能量除以该面积元的面积

“8\ 

\ 
恤
＼

＾
力

图 2寸L 流经心2 的热量与流经心1 的相同

｀凡,

~、- -飞~＿ - ---- --- -、
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我们所表示的一个小面积 Lia, 与垂直于热流的另一个小面积血1 作成某一角度． 单位矢量

n 与面积血2 垂直. n 与 h 之间的角度就等于该两面积间的角度（因为 k垂直千山1). 那

么，每单位面积流经知的热量有多少呢？流经血耋的热量就等于流经血1 的，只不过面积

不同罢了．事实上，血1=血”也队因此，流经血，的热流就是

LIJ LIJ -==—oos0=h•n. Lia, 血1
(2.10) 

我们就此式加以注解：流经侄胜垂直于单位法线优的面积的热流（单位时间、单位面积）为
h•n. 同样，我们也可以说：垂直于面积元心，的热流分量为 k•n. 如果我们愿意，也可以
认为这些说法座义了 k. 我们也将把这些相同概念应用于其他矢量场．

§2-3 场的微商－－－陡度

当场随时间变化时，可通过给出场对时间的微商来加以描述｀我们希望也按同样办法
来描述场对空间的变化，因为对于例如在一点上的温度与在某一邻近点上的温度间的关系，
我们是感兴趣的． 怎样求得温度对位置的微商昵？是否应该对 Z 求温度的微商？还是对
fl' 或是对叮

有用的物理定律应当不依赖于坐标系的取向． 因此，它们应被写成两边都是标量或两

边都是矢量的一种形式．一个标量场的微商，比如说印飞加，究竟是什么呢？是标量，还是

矢量，或还是其他什么东西？它并不是标量，也不是矢量，因为正如你能容易领会的，假如取

另一条 4 轴，肯定切／加就会改变可是要注意，微商可能有三个： o'l'/彻、 a'I'/的和沉＇／社

由于有这三种微商，而我们又知道要形成一矢量需要三个数量，也许这三个微商就是一个矢

量的分量吧：

（詈詈誓）上矢量． (2.11) 

当然，一般并非廷胜三个数量都能构成为一矢量的．只有当我们旋转坐标系，矢量的各

个分量按照正确的方式变换时，这才成立．所以需要分析坐标系旋转时，这些微商究竟是如
何变换的．我们将证明(2.11)确实是一个矢量．当坐标系转动了某一角度，这些微商的确
会按正确的方式变换． ` . 

我们可以从儿方面看到这一点．一个途径是，提问的答案是一个与坐标系无关的问题，

而试图用“不变量”的方式来表达这一答案例如，若 8=A•B, 而且若 A 和 B 都是矢量，

则我们知道一一因为我们已在第一卷第十一章中加以证明—-8就是一个标量．不须去审
查是否会随坐标系改变而改变，我们就已包遴了 S是一个标量．改变是丕翌座的，因为它是

两个矢量的标积．与此相仿，如果我们竺遐A是一矢量，而我们又有三个数 Bi、 B2、 Ba, 并
且找出 -

A卫1+A11凡+A..B3=斗 (2.12)

式中 S 是对于任何坐标系都相同的数值．那么，这三个数 B1、 B2、 Ba 就应这是某一矢量B

的分量比、 B.、 B. 了．

现在让我们想一想温度场．假设取凡和乌两点，它们之间有一微小距离 &B. 在 Pi

上的温度为 T1 而在几上的为兀，彼此间的差值丑1-T:i-T1. 在这些实际的物理点上温

度肯定不会与为量度其坐标而选取的各条轴有关．具体地说， d'l' 是一个与坐标系无关的数

. 

气.-=...贮.. - ---一编~ ~-- -- -- - -

',,, ,, 矿十个 -
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值．它是一个标拯．

如果我们选取一组方便的坐标轴，该可以写出饥=T(x, y, :z)和 T,=T(::v+.Ll::v, y+L1y, 

Yi Z十 .dz), 其中血、匈和上是矢量 LlR 的分量（图 2-5).

记住式(2.7), 我们便能写出：

y ̂z `
I
I
I
I
7

凸
, 
、
，

、
，

y A 
气

i
1
J
'

，
儿
一
”
1
1
+

上L
/
/

」

-Z 
飞
-l-

- 文
一

A 

-- -lll _--- 
互＝车血＋罕－匈＋誓 .dz. (3 .13) 

式(2.13)的左边是一个标量．右边是各含有 4气匈和

上一一一一个矢量的分量一一的三个积之和． 这样我们

` 得出结论，这三个数值
aT aT aT 
言、可、言

也应是一矢量的 Z、 g 和 1 分量．我们用符号VT来写

出这个新的矢量．这个符号 V 是 4 的颠倒，这点会使我们回忆起微分来的．人们用各种不
同方法来读出 V仅 "del-T", 或 "T 的陡度”，或 "grad T"; 

6X 
1,z.,rc- :::,-- --­, .... _ .... 

图 2-5 矢量 .1R, 其分量为血、勾和 ..1s

gradT=VT=(詈詈詈）．＊
利用这一记法，可以把式 (2 .13)写成一个更简洁形式：

(2.14) 

四=VT•L1R. (2.15) 

用文字表达为：这个式子申明，在两邻近点间的温度差等于 T 的陡度与两点间的矢最位移

之点积．式(2 .15) 的形式也清楚地说明了上面我们关千 VT 确是一个矢量的证明．

也许你还未必相信吧！让我们用另一种办法来证明

它．（虽然如果你仔细加以考察，你可能会看到这实际上
,,l y 

是兜一个更大的圈子的同种证法．）我们将证明， VT 的

分量会按照与凡的分量完全相同的方式变换． 如果它

们的确是这样，则按照第一卷第十一章里我们关千矢量

的原来定义， VT就应该是一矢量了．试采取一个新坐标

系 4、 y'、 z'' 并在这一新系统上算出叙飞尥＇、印农为＇和

勿;a认 为了使事情稍为简单些，我们令 z=z', 以便可 , y 

以忘记 2 坐标．（你尽可以自己核对那个更普遍的情
,I 

况．）

我们取一个相对于叨系已转过一个角度 0 的亿'y'

系，如图 2-6(a)所示的那种情况．对于某点(a;, y), 在加

上了撇的系统上其坐标为：

(a) 

` ---..:--
... xi 

` 

(b) 

心. -"'\ 
麟

_.. I凶＇广i.i.1 _,.Pa 

a:'=a:oos0+ysin0; (2.16) 

y'= -xsin0+yoos0. (2.17) 

或者，解出＂和 'Y, 则得：

z=:v'cos()一 y'sin0;

.~ 
凌

图 2-8 (a)变换到一个已转动了

的坐标系上去； (b)与 Z轴平行的

间距 AR 的一个特殊情况

(2 .18) 

＊在我们的记法中， (a, b, c) 这个表式代表一个其分量各为 a、 b 和 C 的矢量．如果你喜欢用单位矢量 i 、 i 和 k, 那J

你便可以写出：
oT oT oT 

VT-i-+j-+k-
知劲 08°

. -· - ----八- - -、-~-- -- • 
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g一幻'Slllo + 11'oos 0. (2.19) 

如果任何一对数字在用这些方程进行变换时，其方式与 z 和g 的变换方式一样，那么它们便
是一个矢量的分量．

现在让我们来看看如图2~(b) 所选取的那两个邻近点凡和几上的温度差．若我们
按＂和 g 的坐标计算，该可以写成

因为匈等于零．

` 

狈｀
&'=--::--血，

在那个加撇的系统上进行计算，应该得出个什么呢？我们必须写出

看一看图 2-6(b), 即可见

和

皿＝岳Lia;'十哥.&u'.

血'=A::z:oos(J

射=-血sin 0, 
因为当血为正时匈＇为负．把这些代入式(2.21) 中去，得：

oT aT 
皿－—~oos0---:-上 sin0

aa1 a: 
一（岳008~-詈sin0)生

比较式(2.25)和 (2.20), 我们得到

勿 aT aT —-— 009 6--sin fl. 珈姊＇ 时

., 

(2.20) 

(2 .21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

这个式说明：玑V彻可从印＇／知＇和印1;a扩获得，正如同式(2.18) 中的无可以从＂＇和扩获

得那样．因此祖1/aa; 就是一个矢量的 G 分最． 同样的论据也该可以证明，沉'/a11 和印＇／彻 ' 

分别为它的 g 和 2 分量． 所以 VT 肯定就是一个矢量． 它是从标量场 T导出来的一个矢
量场．

§2-4 算符 V

现在我们就能够做出一件非常有趣而又巧妙的事情一一．并且是使数学绚丽多采的一些

事物的标志上面对 T 的陡度或 VT是一个矢量的论证，并未与我们究竟是在对覂二主标
量场进行微分有关． 假若 T 是由任二:1种标量杨来代替，所有论证也该同样进行．既然不管
我们对之进行微分的是什么，那些变换公式都相同，那就满可以略去 T而由一个算符方程
式来代替式(2.26):

a a a 
荔一一a;,OOS•0:7:'""亏 sin 0. 

正如琼斯(Jeans) 曾经说过的那样，我们留给算符去“忙千对某一件东西取微分".
由于这些微分算符本身就已如同一个矢量的分量应该变换的那祥进行变换，

以称之为一个竺覂笆笣的分量，即可以写成：

那当然就是意味着

V=(立立立彻＇匆'oz).
.'.. ... 

(2.27) 

我们便可

(2.28) 

气-- -一--- --- " -- "夕 J＂·--心良
.. . •. 
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• 

a a a 
立＝— V,,=- V=-彻＇匆, • oz . (2.29) 

已经把 T 除去而抽象出陡度来了一一这是一个绝妙的主意．

当然，你必须始终记住 V 是个算符． 它单独没有什么意义． 如果了本身没有什么意

义，那么要是我们乘以一标量一—比如 T-—那乘积 TV 又会有什么意义呢？（我们总可以

对一矢量乘以一标量．）它仍然不具有什么意义．它的＂分量是

T a 
ax· (2 .30) 

它并非一个数值，而仍然是某种算符．然而，按照矢量代数，我们仍可以把 TV 叫作一个矢

量．

现在让我们在勺的另一边乘以一标量，使之形成乘积 (VT). 在一般代数中

TA=AT, (2.31) 

但我们得要记住，算符代数稍有别于一般的矢量代数．用算符时，我们必须时刻保持正确顺

序，以便使算符能够构成适当意义．如果你只是记住算符 V 会服从与微商记法相同的惯例，

那你就不会有任何困难．凡想要微分的东西一定要放在 V 的右边．这里，先后次序是重要

的．

牢记这个次序问题，我们就懂得了 TV 是一个算符，但VT 却不再是一个饥饿的算符，

该算符已完全满足了．并且它确实是一个具有意义的物理矢量．它代表了 T 的空间变率．

VT 的也分量，就是在汇方向上 T 变化得多快． 究竟矢量 VT 的方向指向哪里呢？我们知

道，在任一方向上， T 的变率等于 VT 在该方向的分批（见式 2.15). 由此可以推知， VT 的

方向应该是那个具有尽可能大的分量的方向一一拣诈句话说，其中 T 变化得最快的方向. T 

的陡度具有（在 T 上的）最陡峭的斜率的方向．

§2-5 V 的运算

矢量算符 v, 能否作其他方面的代数运算？如把它同一个矢量连结起来． 可以通过点

乘来连结两个矢量，这可构成这样两种点积：

（矢量） •V; 或 V•(矢量）．

这第一个还没有什么意义，因为它仍然是一个算符． 最终的含意取决于它所运算的对象如

何．那第二个乘积则是一个标量场. (A•B 总是一个标量．）

让我们就用一个熟悉的矢量场、比如 h, 来试试它与 V 的点积吧．把它写成分量式：

或
V•h-V.Ji叶V11h11+V, 九 (2 .32) 

V•h=处'.!..+乌十处
彻 ay 彻·

(2.33) 

这个和式在坐标变换之下是不变的．假如我们选择一个不同的坐标系（通过加撇来表明），
则我们会有骨

V'•h=垒＋丑立4处
如＇匆＇彻I'

(2.34) 

这个值应该与从式(2 .33)所得的相同，虽则看起来是不同的．这就是说，对于在空间每一点，
- _-

餐我们把 h 设想成一个取决于空间位置的犊理量，而不是把它设想成一个严格的含有三个自变量的数学函数．当 h---
对于 z、 g、 2 或对于夕、叭矿取微分时， h 的数学表式就必须先表达为各该自变量组的函数．

~--~ 一一---- --- . - . 
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V'•k=V•k. _ (2. 郘）

因此， V•k 确是一个标量场，它必须代表某一物理量．｀你应当体会到，在 V•k 中，各微商的
结合方式相当特殊此外，还有许多象 8hw/知的其他各种结合，那既不是标量，也不是矢量
的分量； , 

标量 V.•(矢量）在物理学中非常有用．它捣名称叫做散度．例如，
---- 

;·'· 

,V.•h=出v'k兰伍的散度". (2.36) 

就象在上面我们对 VT 所做的，也可以赋予 V•k 一个物理意义． 然而，我们将把这项工作
推迟到以后．

首先，我们愿意来看看，是否还有别的东西可以由矢量算符 V 得到的？我们应当指望

会有这么一种东西：

vx忙'"7个矢量．
它是一个矢量，其分量可按照有 叉积的通常规则（见式 2.?) 来写出: ,, " 关八 ··,, 

'! .(V心）•F-"..t.气人一些－生
彻匆·

, 

同理， . 令．．

片 (2.37) 

: 
• (2 .38) 

` 

(Vxh) • .;..v少,:....VA=-, ·ah. .ah, 
可一言·

＂
．
上

(2.39) 

(Vxh), 心心夸－告. (2.40) 

Vxh这个结合式叫做"h 的塾区”．其定名原因及其物理意义都将在以后讨论．
综合起来，同 V的结合总共有三种：

叩勹严dT_'.""矢量，
V•l&-<U心1标量｀ ｀寸

.. vx矗一oml矗＝矢量. . : 

利用这些结合，就可以按照一种方便方式一一一种并不依赖于任一特定坐标轴组的普遍方
式－~来写出关于场的空间变化．
作为对矢量微分算符 V 应用的一个例子，不妨写出曾在第一章中用语言表达的那些电

磁定律内容相同的一组矢量方程．它们称为麦克斯韦方程组．
麦克斯韦方程组：

(1) V•B-,-· 卫一
. ,fe , 

(2)VX贮－旦
、，社＇

{8) V•B=O; 

• -』

aE .; (4) trVXB= -一－＋－8t E。.

:. : 

』；：, .. ·•• 

',. 
,' 4· 

(2.41) 
., 

式中， p 代表“电荷密度”，即每单位体积的电量； i 代表“电流密度”，即每秒流经单位面积的
电荷流率．这四个方程式包含电磁场的全部经典理论．我们将看到，采用这一套新的记法，

将会得到多么优美而又简洁的形式！

.. ·-
" .. .. 
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佟 2-6 热流的微分方程

让我们举一用矢量来描写的物理定律的另一个例子． 这一定律并不十分精确，但对千

金属和若干种能导热的其他物质来说还是很准确的．你知道，如果取一片材料，将其一面加

热至温度 T耋，而另一面冷却至温度 T1, 那么热量便将经材料从匹流向饥［图 2-7(a)]. 热

流将与板的面积成正比，也与温差成正比，而与板的厚度 d 成

反比．（对于某一给定温差，板越薄热流就越大．）令 J 为单

Ta 院勿T, I 位时间通过那块板的热能，我们便可以写成

流热
（

!--d-{ 
(0) 

飞 +AT~l飞

lb) • 

J气 (T2士）奇， (2.42)

比例常数％称为热导率．- _-__ -_-

在一较复杂的情况中将会发生什么呢？比方说，在一块

奇形怪状的材料中，温度以某种特定的方式变化． 假设我们

正在注意该整体中的一小部分，并设想有一块在微小尺寸上

看来象图 2-7(a)那样的薄片． 把这薄片旋转至与等温面平

行的方向，象在图 2-7(b) 中的情形，使得式(2.42)对千这一

小片是正确的．

设这一薄片的面积为 M, 则每单位时间所流过的热量为

AA 
L1J= 兄LlT --;--, (2.43) 

式中上是该薄片的厚度．原来我们已在上面把心萨/LIA 定义

为 h 的大小，其方向则为热流方向． 热量将从饥+dl' 流向

T1, 所以热流就应当垂直于如图 2-7(b) 所画出的那些等温

面．并且，皿/ils 恰好就是 T 对位置的变率．又由千位置变

化乃垂直于等温面，这个 JT/Lls 便是极大变率．因此，它恰好

就是 VT 的大小．现在既然 VT 与 h 反向，便可以将(2.43)

写成一个矢量方程式：

图 2-7 (a)通过一块板的热流；
h= -,ev'T. (2.44) 

(b)在一大块材料中平行于等温 （负号是必需的，因为热量在温度中会往“下坡“流．）式(2.44)

而的一个无限小薄片 是大块材料中关于热传导的微分方程． 你该会看到，这是一

个恰当的矢量方程．如果％仅仅是一个数值，式子两边就都是一个矢量．这是由矩形板

的特殊关系（式 2.42)推广至一任意情况的普遍化过程．我们以后还应该学习把所有象式

(2.42)那样的基本物理关系用更为雄辩的矢量符号来记录． 这种记法之所以有用，不仅是
由于它会使方程壁捏坴比较简单，而且它也能在无需参考任何一个随意选取的坐标系的情

况下最清楚地表明方程的物理内容．

§2-7 矢量场的二阶微商

迄今我们只有场的一阶微商．为什么就没有二阶微商呢？我们本来应可以有下列几种

结合式：

... --··-··..... 
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(a) V•(VT); 

(b) Vx (VT); 

(o) V(V~h);_ 
(d) V• (V xk); 

(e) Vx (V_xh). 

你可以核实一下，这些是所有的各种可能结合．

让我们首先看一看那第二个式(b), 它与下式有相同形状＄
Ax (AT) 一 (4xA)'l''."'O,

因为 AxA总是等于零．因此，我们就应该有e
”~、

ourl(gra!iP)-='V x (VT) =0. 

如果用分量来计算一遍，便可以看出这个式是怎样产生的：

21 

(2. 心）

(2 .46) 

[Vx (VT)J.-V.(VT)心(VT).,=去（詈）－奇（誓）， (2.47)
这会等于零（根据式 2.8). 对于其他分量也是如此．因此，在任何一种温度分布中（实际上，
对于一何了~个标量函数），始终是 Vx(~伪 =0.

现在让我们来取另一个例．试看能否找到另一个零．一个矢量与一个其中含有该矢量

的矢积点乘的结果为零，即

A•(AxB)•O, (2.48) 

因为 AxB 垂直于 A, 所以在 A方向上就没有 AxB 的分量． 与此相同的一种结合出现

在式(2.必） (d) 上，因而我们有：

V• (V xk) -div(四rlk) =0 (2.49) 

再次用分量进行运算来证明上式为零并不困难．

现在我们将不加证明地陈述两个数学定理．它们是物理学家亟待了解的十分有趣而又

有用的定理．一
在一个物理问题中，我们经常会发现某一个量一~比如矢量场 A一一的旋度为零．如

我们由式(2.46)就看到，一个陡度的旋度为零，这是很容易记住的，因为矢量的特性就是这

祥．于是，肯定有可能A本来就是某一个量的陡度，这样它的旋度才必然等千零． 这个有

趣的定理说明，如果 curl.A等千零，则 A 总是某种东酉的陡度一一始终会存在某一标量场
中使得 A等于 grad中．换句话说，我们有这样一个

座：
如果 VxA=O; 

就有一个中

使得 A=V中. (2.50) 

当 A 的散度为零时，还有一个相似定理． 从式(2.49)我们看到，某种东西的旋度之散

度总是零． 如果你遇到 divD 为零的一个矢量场 D, 那你就可以下结论说， D是某一矢量

场 C 的旋度．

座：

- •• 一

如果立D='6,

就有一个C

,,. 
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使得 D=VxC. (2.51) 

在检查由两个 V 算符的可能结合中，我们已经找出了其中有两种结合总是等于零的．

现在要来看看那些丕等于零的结合． 考虑表上所列的第一个结合， V• (VT). 我们把它写
成分量式：

于是
VT= (V,,T, V11T, V.T). 

V• (VT)心(V,,T)心(V11T) +叉(V.T)=笠寻譬， (2 .152) 

上式一般应给出某一数值．它是一个标量场．

你会看到，式中无需保留那个括号，因而可以在不会引起湿乱的情况下写成：

V• (VT)=立VT= (V•V)T=V叮'. (2 .53) 

这里我们把 v2 看成一个新的算符．这是一个标量算符．由于经常出现在物理学中，因而它

被赋予一个专用名称，即拉普拉斯算符．

拉普拉斯算符＝沪＝羞＋责炉羞；. (2.54) 

由于拉普拉斯算符是一个标量算符，就可以用它来对一矢量进行运算一一这意味着对

在直角坐标系的每一个分量进行同一种运算：
vah= ('vll比，守h11, V九）．

让我们再来看另一个可能性： Vx (Vxh), 那是表上的第(e)个．原来如果我们应用矢

量等式{2.6):

Ax (BxC) =B(A·C)-C(A·B), (2.55) 

便可以把一个旋度的旋度写成另一种不同形式． 为了使用这一公式，我们应当把其中的 A

和 B 都代以算符 V, 并令 C=h. 若我们这样做，就可以得到：

V x (V xh) = V(V•h)~h(V•V)•··??? 

但请等一等！有点不对头了．前两项不错，那都是矢蜇（算符都给满足了），可是末项就不知

会产生出什么名堂来．它仍然是一个算符．麻烦乃在于，我们曾经不够小心以保持各项的次

序正确．然而，若你再看一看式(2 .55), 就会见到我们本来也尽可以写成：

Ax (BxC) =B(A·C)-(A·B)C. (2.56) 

这几项的次序看来要好些．现在就把上述各种符号代入式(2.56) 中，便得：

V x (V xh) =V(V•h)- (V•V)h. (2.57) 

这个形式看来不错．事实上，它是正确的，正如你能够通过分量运算以对它核实的那样．末

项就是拉普拉斯算符，因而我们也同样可以写成：

V(V xh) =V(V•h)-'v2h. (2. 邸）

除了第(c)个 V(V•h) 以外，我们对列于表上的双 V 的结合都已多少谈过了．它可能是

一个矢量场，但对它却没有什么特殊情况可说的．那不过是偶尔会出现的一种矢量场罢了．

把我们的结论都列成一表将很方便：

......、令·• ....• 
~ ~. 

(a) V• (VT) ='v2T =标量场；

(b) Vx (VT) =0; 

(o) V(V•h) =矢量场；

(d) V• (V xh) =0; (2.59) 
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升
，
．
＇
，
．

(e) Vx (Vxk) 一V(V•k)-V1k,
(f) (V• V)k = V1k一矢量场．

你可能会注意到，我们从未试图发明一个新的矢量算符 (VxV). 这点你能看得出个所以然

来吗？
... ` 

.§2-8 陷

我们刚才正在把关千一般矢量代数的知识；应用到算符 V 的代数上来．可是还必须当
心，因为有可能会误入歧途的．存在两个即将提到的陷阱，虽然它们并不会出现于本课程

中．对千含有两个标量函数山和今的下列表式：

(V中） x-(V中），

你该说些什么呢？你也许会说：它必然等于零，因为它恰好象

, (Ao) X (.Ab) , 

那样等千零的，因为两个担匣矢量的叉积始终是零i"'但是在我们的例子中那两个算符 V 却
并不相同鲁t 前一个算符运算千函数中上；而另一个则运算于一个不同的函数中上．所以尽

管我们所用的是同一个符号立但它们仍应被认为是不同的算符，很明显， Vtf, 的方向取决
于函敷也因而它不大可能平行于 V屯因此，

(V中） x(V中h 畛o·C一般池）．｀

幸而，我们今后无需用到这些表式．（刚才所说的不会改变这么一个事实，即对于任一标量
场 y,, VxVtf, 一0, 因为这里两个 V都是对同一函数运算的．）

第二号陷阱（这也是我们在这一门课程中不必要掉进去的）是这样：当上述法则用于宜

角坐标系时既简单而又美妙．比方，若我们有了 v21a, 而希望获得它的见分量，那便是

泗）II一（合+it+舌）比=V九． (2.60) 

但如果我们所要求的是 V1l 的鱼座分量，这同一表式则丕行了. V~h, 的径向分量并不等于
叩hr. 原因是，如果我们同矢量代数打交道，矢量的方向就都是十分明确的．但当我们与矢
量场打交道时，它们的方向则处处不同．如果我们试图用比如说极坐标来描述一个矢量场，
则所称为“径向＂的那个方向便会逐点不同．因此，当我们开始对它的分量进行微分时，就会
陷入一大堆庥烦之中． 例如，甚至对一巠座丕奎的矢量场，它的径向分量仍然会逐点变化
的．

仅仅坚持用直角坐标系从而避免困难，往往是最保险而又最简单的做法，但有一个例外
值得一提由千拉普拉斯算符 v2 是一个标量，便可以把它写成在随心所欲的任一个坐标系

上（比如说在一个极坐标系上）． 但由于它是一个微分算符，就应该把它只用到其分量各保
持在固定方向上一—即在直角坐标上一一的那些矢量． 因此，当我们要用分重来写出矢量
微分方程时，就必须把所有的矢董场都用它们的 a:... 11、 z 分量来表达．

阱

!、，'"

.. 

．两个算符虽然都是 v.但对不同函数运算的结果则可以不同．这祥的说法似乎较妥当些．一一译者注

~· 
,, 屾个. --

. 
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3 
矢量积分运算

-

. 
§3-1 矢量积分； V中的线积分

在第二章中，我们曾找出对场取微商的各种方法．结果有的得出矢量场；有的得出标量

场． 虽然我们曾导出许多不同公式，但从第二章所得的一切中可以归纳成一个法则：算符

o/ox、 a;ay 和 o/oz 就是一个矢量算符 V 的三个分量． 现在我们希望对场的微商的意义获

得某种理解．然后我们才会对矢量场方程的意思有更深的体会．

我们已讨论过陡度运算 (V 作用于一标量上）的意义，现在将转到散度和旋度运算的意

义上来．对于这些量的解释最好是用某些矢量积分及与这些积分有关的方程来进行．可惜

这些方程并不能通过某种简单的代入法从矢量代数中获得，因而只得将其当作新的事物来

学习．在这些积分公式中，有一个实际上是无关紧要的，但其他两个则不是这样，我们将把

它们导出并解释其涵义．下面将要研究的方程其实都不过是数学定理．它们不但对于解释

散度与旋度的意义及其内容将会有用，而且对作一般的物理理论工作也同样有用． 这些数

学定理对于场论的作用，正如能量守恒定理对于质点力学一样． 象这一类的普遍定理对更

深刻地理解物理学是很重要的．然而，你将会明白，它们对于解答问题一一－除去那些最简单
情况一用处并不大．但令人高兴的是，在我们这一课程的开头，就有许多简单问题可用我

们即将打算处理的三个积分公式来解决．可是，我们也将见到，当问题变得越发复杂时，便

不能再用这些简单方法了．

首先着手处理涉及陡度的一个积分公式．这个关系式含有一个十分简单的概念．既然

陡度代表一个场量的变化率，则如果我们对这一变化率进行积分，应该获得其总变化．假设
有一标量场中（亿， 1/, 2), 在任意两点 (1) 和 (2)上，函数中将分别取值中(1) 和中 (2). [我们采

用一种方便的记法，用 (2) 代表（心，如，纷，即中(2) 的意义就和中(X2, 1/1, Z2) 的意义相同．］

如果 r是连接 (1) 和 (2)两点间的任一曲线，如图 3-1 所示的那样，则下述关系就是正确的．

(t) 

(IJ 

图 3-1 式 (3.1)中的各项．矢量 V设是在

线元心处计算出来的

(I)生c
。

b 

" 图 3-2 线积分是和的极限

伐）

I 
-\ , 

定理 1:
- - - _-_ - -

叩）－姐）＝『2> (Vt/J)•ds. 
品

(3.1) 

'
』

1

二
，

1
＿
、

, 
.. 

这积分是一些巠生，它是对矢量 V中和另一个代表沿曲线 r-个无限小线元的矢量心［从

- --- -- -- ·- - - . ····-····, •• 嘈.、
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点 (1) 指向点 (2)]两者的点积，即沿着由点 (1) 至点 (2) 的曲线 r 而进行积分的．

首先，我们应该复习一下所谓缄积纾硝舍义是什么；试考虑一个标量函数 f (a:,'!/, z) 和

一条连结(1)和（沁两点间的曲线互在曲线土划分出许多点，再果直线段连损这些点令如图
3-2 所示．，每段具有长度血，其中心是依次取,1, 2, 礼~·· 等值的下角标所谓线积分

': J;::r心，.. : 
, . . . . 

',. 
I 

` 妒一

,,'、~

• • C i 
｀，＇，叶

是指这么一个和：， . ; , ,•·. . . .,、

: .'• 
,,, 

-·、～飞

` 、、- .• 

~f, 华，
其中J, 是在第心段上的函数值极限值就是当所分节段无限增加时（说得明显些，就是使
得其中连最大的都是少户()j这个和所趋近的数值~'

在上述定理中的积分，即式 (3.1), 也是措这一种东西，虽然看起来稍为有点不同．这里
并非f, 而是另一个标量，即V中在上方向上的分量．如果我们把这一分量写成(V中）合，则
很惰楚，

、

(V中） f-j, 只勺tf,)•.ds. · -·. . • (3.2) 

式(3.1)中的积分就意味着对这一类的项求和．
现在让我们看看为什么式(8.1)是正确的．在第一章中，我们曾经证明，沿一小位移 LIR

的 V中分量乃是在 Mi方向上中的变率．考虑图~2上由1点(~)至点 (a~ 间的线段战1, 按照
我们的定义， ` , 

同样，我们也有 , 

.'.' 
~'.. (3.8) 

,. 

奾1 =tf,(a)-叭 (1) = (V中） 1•.d生．
于．．、 ,~ 

• >·.>'· ·., 
、编

、中{6)-中(a)= (V中），•M2. ·, (3'.4) 

当然，上式中的 (Vif,) 1 是指在线段匈1 上计算出来的陡度，而 (V中），则是在应2 上计算出来
的陡度．如果我们把(3 .3)和 (3.4)两式相加，便得： ' 

中(b) 一中(1) = (Vtk)11•..d81 + (V-f,) 2•LIB斗
你可以看到｀，若继续加进这样的项，就能获得这一结果：

(3.5) 

』，

中(2)-tf,(1) =~(Vtf,),•, 机．

左边井不与我们所选取的间隔有关——－如果 (1)和(2)两点始终保持固定不变的话
我们可以取右边的极限．这样，我们就已经证明了式(3.1). · ·-

你可从上述的证明中看到，正如该等式并不依赖于那些点q、 b、 C、…的选取方式那样，

它也不依赖千我们所选取的用以连接(1) 和(!)何的曲线 r 究竟如何。对于侄二由点 (1) 至

点 (2) 间的曲线，我们的定理都是正确的．

关千记法方面的一点注释：你将会看到，如果为了方便起见，可写成 ' 

• 

(3.6) 

所以

(V心）．心=V\f,~ 心，

将不致引起任何混乱．利用这一记法，上述定理就是

: ... 
(3.7) 

t 
.' 

定理 1:
--_- -_-

,',_ 

., ... • • .』·. ; 

一口' ,,.,' 纬孟认 ,.,:• ' ．吝、'--·'"晶. l';, 

{8.ij) 
• 

! 
、

-一一 ---
•.• - --- • 一....一-·一.......

伉，印，

···•· 
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§3寸2 矢量场的通量

在讨论下一个积分定理－—-关于散度方面的定理一—之前，我们想学习一下物理意义

较明显的关于热流的某种概念．我们曾定义过矢量 h, 它代表单位时间内流经单位面积的

热量．假设在一块材料内部，有一个包围着体积 V 的某闭合面 S(图护3). 我们希望找出从

h 
这一个性巠里流出去的热量有多少． 当然，我们可

以由计算通过老项 S 而流出去的总热量来求得它的

值．

休积 7

n 

- - , 

图 3-3 闭合面 S 规定了体积兀单位

矢量 n是面积元如的向外法线，而 h 则

是该面积元处的热流矢量

我们用 da 来代表一个面积元的面积．这符号

代表一个二维微分．比方，若该面积碰巧是在叩面

上，则应有

如＝血匈．

以后还将有对体积进行的积分，为此，考虑一个小立

方体的微分体积将很方便． 这祥，当我们写出 dV

时，指的就是 , 

dV=血匈也
有些入不喜欢写成如，而喜欢写成心z 以提醒人们注意那是一个二维量．他们也不想

用 dV 而却要用护V. 我们则将采用那种较简单的记法，并假定你确能记住一个面积总具
有二维，而体积总是具有三维．

流经面积元如的热量等于该面积乘以垂直于血的 h 分慧．我们已把九定义为从该
面积以直角指向外的单位矢量（图 8-?). 希望得到的 h分量为：

九=h•n.

, 

．可

(3.9) 
,~ '. 

这样，流经血的热量就是
. : .. 

h• 九血 (3.10) 

要求得流经任一面积的总热量，应对来自所有各面积元的贡献都加起来．换句话说，将遍及
整个表面对(3.10)式取积分s

向外流经 S的总热量= h• 九血. . (3.11) 

Is 我们将把这个面积分称为 "Ii,通过该表面的通量气通量这个词的原有意义是流量，因

而面积分就只意味着 h 通过该表面的流量． 可以这么设想：儿是关千热量流动的“热流密

度＇，，而它的面积分则是指向表面之外的总热流，也就是每单位时间流出的热能（每秒焦耳

数）．

我们希望把这一概念推广到矢量并非代表任何流动东西的那种情况．例如，它或许是

电场． 如果我们乐意的话，肯定也能对电场的法向分量沿一个面积积分．尽管这并不是任

何东西的流动，但我们仍称之为“通量”．我们说， . .. 
.、. ·' 

E通过 S 面的通量=f E0n也 (3.12) 

这就把“通量”这一词推广到指一矢量的“法向分量的面积分“了．即使所考虑的表面不是闭
合的情况，我们也将运用这同一定义，就象这里讨论闭合面时那样．

．、一，~ ·--·-·· 
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i 

再来谈论热流，让我1 来那种 守一的特殊情况．比方，设想有某件材料加热以后

就再没有热量产生或吸收了．P. 飞后，巴庄个闭合面流出去，该体积内的热容量就
一定会减少．廿lt=f热量应该守恒，因此我们便说=·':,,

r 

` 

｀畔.. ,,,,n血＝－—
｀，必

· ·, · ·., : ·J,,. , _ , ldt'· (3.13) 

式中IQ是表面S内的热量．＼、从S商流出来的热逋量等于 S 面内总热量 Q 相劝千时间的负
妇．这上种娜释是咖的因为或们把在谈论热流，而且也因为我们已假定了热董守恒．
当然，假如热董继续产生，则无厌谈论在该日
体积内的总热量了． s. ` 现在我们要来指出一个关千任一矢董 I •• ＇｀令/-\-土. -:-----. 

i愿意可
/、 c~

;:, 

-, .'t 、,、·

r 
.'~. 已

a.'; 中，．合. . : 忭

量,;,. _ C0n血+1_ C心
: .fl' 廿ltf七打，人 i:'fi~i 了, I l: 忙，i.>, 争

而从乃流出的通量，则是·. i'~: • 上吓;',\'.、·,,.,- ,,' 
i', 呻

'- ,. ! :'('. . t !': 

通过s. 的通

注谕！右沸二个｀积分1中
,. 4 

，正疮代表当'«c。.,,威子Bi 时它的向环诀残，而忙＇则代表当 S1t11属于
岛时它的向外法线，分别如图 3-4 所示．显然， R1=~~s, 因而

, .. : • -·i., :J,~ • :-_ , . "夕卜寸卢 ` 

j心 C也必丁，归如“中 : -'· (3.16) 

!d通过孚烈和西通量之和
这两个积分合在一起，就是通过那个原来的 S~Bo+岛面的通......

我们看到，通过整个外表面付的通量，总河以认为涅该体积分成两部孙居暹过它们的两
通量之和．还可以照祥再分割下去-—比如把F畸d再分成两部分．你会看到同一些论据仍

然适用．因此，不管将原来体积按笣登方式分割，普遍正确的结果应该是：代表那原来积分
的通过外表面的通量，等于出自所有内部各小部分的各通量之和• •·; ''·, :: .·.''.'. r 

--
---

~ 冬中.....
,. 



28 费曼物理学讲义（第二卷）
.... 

. §3-3 来自小立方体的通量；高斯定理

现在考虑一个小立方体＊的特殊情况，并将找出来源千它的通量的一个重要公式．设想

各边都与坐标轴平行如图 3-5 所示的一个立方体．假设最接近千原点的那一角落的坐标为

(x, 7>4r, •l (~ 叱 'Y, z. 令少为该立方体在 m 方向上的长度，匈

上二/r- 为 g上的长度，而上即为在 z 上的长度．我们是希
c• 望求出矢量场 C通过该立方体表面的通量． 这将

': 二厂夕: 2 • 分别算出每个面的通量再求出六个面之和而获得．
首先，考虑在图上标明为 1 的那个面． 在这一个面

庄吐－云－－一（｀也几•> 上，座处通量等于 C的＂分量的负值遍及该面的积
，，＂扩

分．这一通量是？
（篡. 7, .. 心）、，｀＇ ' 
图 3-5 来自一小立方体的通量的计算 ; 

'., 
既然我们考虑的是一个生立方体，便可用该面中心－我们称之为点(1)

该面面积 ~Liz 来对这一积分作一近似：
的o. 值乘以

' 
--, 

出自面 1 的通量=-0雪(1)匈Liz.

同理，出自面 2 的通量，也可以表达为：

: 出自面 2 的通量 =0元 (2) .tJy Liz. 

以上两式中的 0.(1)和 G霉 (2),-,般说来，是有点差别的•. 但如果血足够小，则可以写成：

a雪 (2) =0.,(1) +~ 血．
i)a; 

当然，还有更多的项，不过它们将涉及（血），和更高次项，因而如果只考虑微小血的极限，
那便都可以忽略．因此，通过面 2 的通量就是：

出自面 2 的通量一[0,.(1)+ aa. ｀彻 Lb:]妇．
把通过面 1 和面 2 的通量相加，得：

aa雾
出自 1 和 2 两个面的通量=~.dx匈血

上式中的微商，确切的应是在面 1 的中心处，也即在点 [x,'!J+ (匈/2), z+ (Llz/2)] 处计算．
但对于一个无限小的立方体来说，即使是在角点 (x, y, z) 上算出它，所造成的误差也是可以
忽略的．

依此类推，对其他每一对面，我们也会得到： . 

出自面 3 与面 4 的通量-径五血匈华
勿

ro. 出自面 5 与面 6 的通量＝－—上匈生qz 

而通过所有表面的总通量则是这些项之和．我们得出：

, . r' 
j C•rrda=(鸟＋鸟十十竺＆沪，
立方体

彻 ay az) . 

餐下面的推导也同样适用于任一个直角平行六面体． ' 

俨-- .•.. - 尸今~ ~ ~．一--

. 

', 

. 

• 
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、一

这些徵商之和恰好就是 V•C. 并且，血勾Az=AV, 即该立方体的体积．所以对于一个远坠

小立方体，我们可以讲
- - -_一--

f C0nd0r= (V•C)叩． (3.17) 
寰面

这就证明了，一小立方体表面向外的通量等千该矢慧的散度乘以立方体的体积． 现在我们
已经看到了一个矢量的散度的＂，意义”． 在 P 点处一个矢量的散度就是从在 P点附近座巠
坐的通址－一-C 的向外“流量,,• 

我们已把 C的散度与C从每一无限小体积向外流出的通董联系起来了． 对于任一有
限体积来说，我们可引用上面已经证明过的事实一—从某一体积出来的总通量等于从其中
每一部分出来的各通量之和．这就是说，我们可遍及整个体积对散度进行积分． 它向我们
提供了这样一个定理：对于任一矢量的法向分量的遍及任一闭合面的积分，也可以写成该
矢量的散度遍及由该面积所包围的体积的积分． 这个定理以高斯(G扭笠）命名．

妇：，

J C•nd 

式中 S是任一闭合面而 V是这个面内的体积．
,,』,

§3-4 热传导；扩散方程

仅仅为了熟悉高斯定理，让我们利用上述定理来考虑一个实例． 仍然例举金属中的热
流，假定其中所有热量都已预先输入，而此刻正在冷却的那种简单情况． 这里没有任何热
源，所以热量是守恒的．那么，在任一时刻存在于某一特定体积里的热到底有多少呢？它所

蔓生的量必须恰好等于从该体积流出来的量． 如果我们的体积是一个小立方体，则根据式
(3.17)就应该写成： ~. ` 

(3.19) 

这必然要等于立方体内部热量的损失率． 设 q 为每单位体积内的热慧，则在该立方体内的

热量为 qLIV, 其塑芸率则为：

一主 (q加） =-匆
dt dt 叩．

比较(3 .19)和 (3.20)两式，我们见到：

.. 

－譬~V•h. , (3.21) 

仔细注意一下这一方程的形式，它是物理学中经常出现的形式，即表达了一个守恒定律

这里则是热量守恒．我们曾经在式(8.13)中以另一种方式表达过这同一物理事实．这
里是守恒方程的整全形式，而式(8.13)则是一种男生形式

已经通过把式(~•. 13)应用于一无限小立方体而获得了式(3.21). 我们也可反过来做．

对于一个由 S 面包围着的大体积兀高斯定理表达为：
. r -

应用式(8.21), 得出右边的积分恰是 -dQ/dt, 因而我们又一次得到了式(8.18).

现在让我们考虑一个不同的情况． 想象在一大块材料中有一个很小掏洞，里面正在进

(3.20) 

(3.22) 

. 
-- -······•·· -- - ---- - -一二

.... 一...
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行某种会释出热量的化学反应．我们也可以这祥设想，用导线连接一个小小的电阻器，然后

通电使之发热．我们并将假设热量实际上是在一点上产生的，并令 W 代表在该点处每秒释

放出来的能量． 我们还假定在体积的其余部分热址始终守恒，而且该项热量的产生也已持

续了足够长的时间——使得现在任何一处的温度都不再发生变化了．问题是：金属里各处

一 的热流矢量 h是什么样子？在每一点上有多少热量流

过？

我们知道，如果对h 的法向分量遍及包围着该热

源的闭合面进行积分，则始终会得到 w. 所有在该点

源上陆续产生之热都必须通过该表面流出，因为我们
已假定其流动是稳定的． 这里有一个困难问题，即要

找出一个矢量场，这矢量场在遍及任一表面取积分之

耜 3-6 在接近一个点热源的区域中， 后！总要得到同一个结果 w. 然而，我们可以取一个稍

热流沿径向朝外 微有点特殊的表面而使场相当易于找出．比如取一个

半径为 R 而其中心在源处的球面，并假定热流是沿径向的（图 3-6). 直觉告诉我们，如果该

块材料足够大，而我们又不至于太接近边缘，则九应该是径向的，而且，球面上所有一切点的

值大小均应相同． 你看，我们正在加入某种分量的猜测工作一一－常被称为“物理直觉”

于数学方面，以便获得答案

当 h沿着径向而又具有球对称性时，对h 的法向分量遍及该面积的积分将会十分简单，

因为法向分扯恰好就是 h的大小而且又是不变的． 我们积分时所覆盖的面积为 4社庄，这

样就有

bi 
夕

热源

~v.< 
、

, 
r ，，，，、

金属决

j h•nda=h•4啤
8 

（式中 h 是 h 的大小）．这一积分应该等于 w, 即在源处热量的产生率．

(3.23) 

因而获得：

w h = ---;--=-,, 

或
w h=-;-:; 古 er, (3.24) 

式中 er 照例代表在径向上的单位矢量． 我们的结果说明， h 与 W成正比而与从源至该点

的距离的平方成反比．

刚才所得到的结果，仅适用于点热源附近的热流．现在让我们试试，寻找那种仅在热量

守恒的条件下，对最普遍的热流也都能适用的方程式．这样，我们将只与在任何热源或热吸

收体之外的那些地方所发生的情况打交道．

关于热传导的微分方程，曾在第二章中推导过了．根据式(2 .44), 
h= -,e'vT. - . (3.25) 

（应记住这一关系式是近似的，不过对于金属之类材料近似得相当之好．）当然，它只是对千
在材料里那些没有热量产生或吸收的区域内才适用．我们也已在上面导出了另一个关系，

即式(3.21), 那是在热量守恒情况下适用的．如果把该方程与(3.25)相结合，则可得：

dq --=V•k= -V• (,eVT). 
dt 

若％是一常数，则 少

一~．一~一·一--
.....、.. 亡
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, 血＝奴•VT-奴叩
dt 

你会记起， q是每单位体积内的热量，而 v-y-v21 则是拉普拉斯算符

v2 ;p 护护，
＝荔苟＋荔·

如果我们再作一个假设，便可得到一个十分有趣的方程式． 试假定材料中的温度与每
单位体积的热容量成正比一一即是材料有某一确定的比热．当这一假设有效时（往往如此），
我们就可以写成：

. (3.26) 

- . 

~ . . 
或

1, .' 
.. 

, 
..dq 气。且，

呴政
页~011-万-. ·(3.27) 

热量的变率正比千温度的变率． 这里的比例常数 011 就是每单位性壅材料的比热．应用
(3. 切）和(3.26)两式，便可以得到：

' 

, 

dT " =-V2T . 
dt o., • 

我们已找出了，每一点上 T的过变率与 T 的拉普拉斯算符-T的空间依存性的二阶微商
成正比．这样，我们就有-个在生 1/、 z 和 t 处的关于温度 T的微分方程．
微分方程(3.28)称为势笙散方程．它经常被写成：

(3.28) 

... 

', 

dT - =D"v气, (3.29) 
'.. 

式中 D 叫苞塾常数，在这里等于幻011.
这个扩散方程在许多物理问题中都会出现一一气体扩散、中子扩散以及其他各种扩

散，我们曾在第一卷第四十三章中讨论过这类现象的物理学．现在你就有一个在最可能普
遍情况下描述扩散的完整方程往后某一时候我们还将讲到一些求解该微分方程的方法，
以便找出在特定条件下温度是怎样变化的．现在我们又将回来考虑有关矢量场的其他一些
定理．

. 

, §3-5 矢量场的环流

现在，我们想用有点类似千对付散度的办法来看待旋度．通过考虑遍及一个表面的积
分，我们已经得到高斯定理，尽管当初与散度的联系还不太明显． 我们当时怎么会知道要假

定进行一个遍及面积的积分以便获得散度呢？根本不清楚会引导出这么一个结果．而现在
也同样缺乏明显的保证，我们将计算矢量的另一件东西从而证明它是与旋度有关的． 这回
我们所计算的将是所谓矢量场的旋度．如果C是任一个矢量场，我们取其沿一曲线的分量，
并对这一分量绕行一整条回线进行积分．这一积分称为该矢量场绕行该回线的还翌．在本
章的开头，我们曾经讨论过关于环们均线积分．现在我们将对堑二种矢量场 C求线积分．

设曲线 r为空间中任意一条闭合回线一一当然是在想象中的． 有一个例子如图 3-7
所示.c的切向分量绕行该回线的线积分被写成：

. . . 0心='c-心．，．'" fr: t . 
你应该注意，这积分是绕行一周时取的，并不象以前那祥从-点至另一点｀在积分符导上的

-- --- -一-一-- -牛－－
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, 

那个小圈圈便是为了提醒人们，该积分是指环绕一周的线积分． 这一积分叫做该矢量场绕

C 行曲线 r 的环流．这个名称原本是从考虑液体的环

流而得的．但这一名字一一正如同通量一样一一己

被推广至即使没有任何物质在“环流”的那些情况，

可见对于任何一种场都适用．

如同对待通量那种方法一样，我们现在可以证

明，绕行一条回线的环流等于绕行两部分回线的环

流之和．假设我们通过在原来曲线上的 (1) 和 (2) 两

点间用某一示如图 3-8 的割线来连结，这样就可以
C 

图 3-7 绕行曲线 I' 的 C 的环流，即是 c, 将｀图 3-'T 上的曲线分成两个回线．现在存在两条回

（即 C 的切向分量）的线积分 线 I'1 和 I'2. I'1 是由处在 (1) 和 (2)左边那部分原

有曲线几再加上“捷径,, r心而构成的．几则是由原有曲线的其余部分加上该捷径而构成

的．

绕行八的环流等千沿几和沿 I'心两积分之

和．同理，绕行几的环流也是两部分之和，其一沿

八而另一沿 I'心．对于曲线几来说，沿几b 的积

分具有与对曲线几取同一积分时相反的符号，因

为它们的取向相反——必须按同一旋转”指向”来取

该两项线积分．

按照我们沿用过的同一种论据，你可以看出，该

两个环流之和将恰好给出绕行原有曲线 r 的线积分． 那来自 I'.,11 的部分互相抵消了． 绕

行其中一部分的环流再加上绕行第二部分的环流等于绕行整条外线的环流．我们可以重复

这一过程，把原有回线割裂成任一数目的小回线．

当将这些小回线的环流都相加起来时，在它们的相

邻部分总会互相抵消，从而使其总和相当于绕行那

原有单一回线的环流．

现在让我们假设那原有回线就是某一个表面的

边缘 当然，会有无限多个面全都以该原有回线为

边缘的．然而，我们的结果将与所选取的表面元关．

首先，将原有回线分割成若千条全都落在所选取的

面上的小回线，如图 3-9 所示．不管该面形状如何，

如果我们选取的小回线足够小，则可以假定每一小回线将包围一个基本上是平坦的面积，并

且，我们也能选取那些小回线使得每条都儿乎构成正方形． 现在就可以通过求绕行所有小

回线的环流，再取其和，从而算出绕行该回线 r 的环流了．

" 
＆售

e,. & 

,I, 

. 

(l.) 

/ 
气1 4a 0 1\' 

r心
4B2; 

l2) 

图 3-8 绕行整个回线的环流等于绕行两个回线

（八一几十几b 和乃＝几十几6)的环流之和

咱
图3-9 选取某一被回线 r所包围着的表

面．这个面被分割成若干个小面积，每个

近似于一正方形．绕行r 的环流就等于绕

行各小回线的环流之和

§3-6 绕行一个正方形的环流；斯托克斯定理

我们将怎样得出沿每一小正方形的环流呢？首先就要问，这一正方形在空间中的取向

如何？要是它有一个特殊取向，那计算起来就会方便得多． 例如，假使它是在一个坐标面

上．既然对坐标轴的取向我们还从未假设过什么，那么就可以选取这样的坐标轴，使我们正

....、....

- -· 少｀
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在全力注意的那个小正方形正好落在叩面上，如图妇0 所示． 如果我们的结果戛用矢量

记法来表达;.;那就可以说t~ 不管该面的特殊取向如 r .;; 
气~-:已i勹找出绕行该,1~方形的G场的 L1 , 1 '.·! 

二．都了正会方亡芦亡芒：『工厂 夕所谈的正是无限小的正方形．）从峙图的左下角 JL 文
那一点（元， y) 出发，按照筒头所指笆亨向环行一周． , (x,r) ex 

·-l:ia 
f口怀叨凡＼习网叩矛一禾边，刃 l习方温凡 V•\.l./ IIIJ 比 ._,. 尸

离为生该积分的第一部分就是妞）.da;_'沿那」— • ,<,•.;- . . '' —二－
第二条边》我们获得 P,(~)匀． 沿第三条边，得
-0心血，面、沿第四条边，得一C,(4)匆．这些负 111~-1~ 计算绕行一卜小正方形的 C的环流

号是需要缔，因为这里要求绚是沿环行方向的切向分篇，因此J整个线积分就是 口.','. } 

丘＇戊(4冷

现在让我们注意那第一和第三都分...\它们合起来就是 ` 
严．，

皿做产，工？
也(4)立邓沪主五匈_c·:

匆
(3.33) 

假如把次!....级的近似也包括进去，｀｀则全牵涉到也妗~--七些项，：但昵然拽布最终＼将取当
匈今0 时的极限，那么象这样的项便可以忽略:'蒋(it豁万tl(S:t汀附式屿合起来，，会得出

, ,. 心，千. .'L叙片； ，＼，比 J: -1'.、:,[: : ; :' 

[O心哼战］－言百血~"k'~头，＼＇｀ {3. 牡）

在我们的近似程度内，上式中的微商可以在伊八0点土算出来•,." \<.tl, 汇、\飞
同理参还撞中的其他 项，也可以写成： ,. i 、, •··.. · 立归. '、

叩(~辱也凇孕垒五场；.i~-" i ; ·• ~ 
＄知邑

小正方形．的环流就是五
, ) i;(普气管扣吵. ;<I'.''; L': ! €3.86) 

这很有趣，因为括号内两项恰好就是旋度的 z 分量．并且冯：我怕还注意到~-&匈就是该正方
形的商积．因此~ 可以将环流(#潦＂．写成i. :·: ·L· ·:\ 

, . " • . : . -': iH .'q ✓• ('V;xC)占~-. , .. j'... :; ..''•''."'. .'·' 

这个 z 分量实际上就是该表面元的淕座分量．掛此，茫前以将绕行一个微分正方形的环流
写成一种不变的矢量形式：

.,'ti 少，， I : .. i 

1 ..''-'f'frJ:、· 伈心={v~:CJ'!4~一(Vx C)•n生 , . (3'.37) 

我们的结果是任一矢量 C绕行一个无限小正方形的环流，等于 C的旋度垂直于表面

i

、
编

1
.

··• 

_, __ _ 

- -'、--------- --
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一...

的分量乘以该正方形面积. . 、

现在，绕行任一条回线 r 的环流，便可以轻而易举地同矢量场的旋度联系起来了．采用

----- 阳线r 任一个方便的 S 面将回线盖满，如图 8-11 所示，

并把这个面上的一组无限小正方形的环流都相加

起来．这个总和可以写成一个积分．结果将是以

斯托克斯 (S切kes)命名（为纪念斯托克斯先生）的
一个十分有用的定理．

斯托克斯定理

l 

,,, , 廿俨

，喝

• 俨

-

E
尸

J-- 

• .. 

配 3-_11 绕行 r的C 的环流等于 vxc如 C 式中 S是以 r 为边的任一个面．
的法向分量的面积分 现在必须谈谈关千符号的一个惯例；在图

釭0 中，，如果采用一种“常用”的一也即“右手”的一一坐标系统， z 轴便应塑匣你们．当
按照旋转的“正”指向取线积分时，我们会找出环流即等于 vxc的 z 分量． 要是我们走的
是相反方向，即该获得一个相反符号．那么，一般说来，我们怎么会知道应选取哪个方向作

为 VxC的法向分量的正向呢？正法线总必须与旋转的指向联系起来，如图 3-io 所示的．
对千普遍情况，则如图 3-11 所示．

“右手法则”是记住这个关系[
指向心的正方向，那么你的大拇指就会指向S面的正法线方向．

§3-7 无旋度场与无散度场

现在我们要来讨论上述新定理的某些结果．首先，考虑旋度处处为零的一种矢量场．
这里由斯托克斯定理说明，绕行任一回线的环流将等于零., '' 

现在若在一闭合曲线上选取 (1) 和 (2)两点（图 3-12),、则从 一一—-__ (a) 

(1) 至'(2) 的切向分量的线积分将与这两条可能路线中选取
哪一条无关．我们可以断定，从(1)至(2)的积分只取决千 , 

这两点的位置一一－也就是说，它只是位置的函数．＇＼这同-'- : i..---- 一

种逻辑也曾在第一卷第十四章中使用过，在那里我们证明 (1) • -c 

了如果某量绕行一闭合回路的积分总是零，则这种积分可 图 3-12 如果 vxc为零，则绕行一
以表达为两端点位置的某一函数之差．这一事实使我们建 闭合曲线 P 的环流等于零．从(1) 至
立了势的概念． 而且，我们也证明了该矢量圾就是这一势 (2), c. 心的线积分沿 o 线取与沿 b

囡数的陡度［见第一卷中式(1•• il.3)] 、
线取的结果相同

由此可见，任一旋度为零的矢量场等于某一标量函数的陡度．这就是说，如果处处
VxC=O, 便会有某一个也使得 C=V中一一这是一个有用的概念．如果我们愿意，这一特

殊类型的矢最场，可以用一个标蠹场来描述卢 、

让我们再来证明另一件事．假设有佳二生标量场中．如果取它的陡度即 V中，那么这
个矢量绕行任一闭合回线的积分就必然为零．从点 (1) 至点 (2)这矢量的线积分则等于

[¢(2) -中(l)]. 如果 (1) 和 (2)是同一点，那么定理 1、即式 (3.8), 就会告诉我们该线积分
等于零. ' ' 

• •. 丘 - • 心今 • --··· 一.. ...... 
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应用斯托克斯定理，我们可以断定：遍及任一个 , 

入{
＿坰

但如果遍及侄二土面的积分都等于零，则其被积函数一定是零了．所以，
. '''、

~x(V中） =0, 

总是如此．我们在 §2-7 中也曾应用矢量代敷证明过这同一结果．
现在让我们有意用一个迟面S来铺盖二个生匣线九如图 8-13 所示的那种特殊情况爹

我们希望看看，当该回线缩小至一点，使得表面的边缘消失不见而成为一闭．合面时，究竟会
发生什么情况．现在，如果矢量 C处处有限大，则当我；

们缩小该回线时，绕行 r 的线积分应该趋于零一一该积

分大体上正比于 r 的周长，而周长已等于零了．按照斯

托克斯定理， (VxC),. 的面积分也应等于零

地，当我们把表面关闭时，就会加进一些将已经存在那里

的东西抵消掉的贡献．因而我们得到一个新的定理：

'' .' 

面S

n 

vxc 

(VxC)上=0.
f 图 3-13 在趋于一个闭合面的极限上．

任一闭合ill
(3.39) 我们找出了(vxC)n 的面积分应等于零

这看来很有意思，因为我们已经有一个关于矢量场的面积分的定理．按照高斯定理，即
式(3.18), 这样的一个面积分等于该矢量的散度的体积分．当运用于 VxC上时，高斯定理

就申述：

J闭合谪(VxC)nda=t内体积V·(V xC)矶
所以我们断言，第二个积分也应等于零，即

(3.40) 

(3.41} 

这对于无论哪一种矢量场 C都正确． 既然式(3.41)对于佳二性但都正确，即在空间壁二总·
上该被积函数为零就必然是正确的了．因此，我们就有

V•(VxC)=O, 

总是如此．但这是 §2-7 中我们曾从矢量代数方面得到过的同一结果． 现在开始来审察一
下，如何把一切东西都互相配合起来．

§3-8 总结

让我们把从矢量微积分那里得到的结果作个总结． 这些结果，实际上就是第二和第三
两章的要点：

1. 算符 a;a气 a;ay、 a;彻可以认为是一个矢量算符 V 的三个分量，面把这一算符当作

矢量看待，即

V=(去奇志），
则从矢量代数方面所获得的那些公式都是正确的．

•• 
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ae 费曼物理学讲义（第二卷）

2. 标量场中，两点的差值等千该标量的陡度的切向分量沿任一条连结该 (1) 、 (2) 两点

间的曲线取的线积分：
''、

(3.42) 

~-一任意矢量的法向分量遍及一个闭合面的面积分等千该矢量的散度遍及该闭合面

内体积的积分： ' 

j闭合iiiC•nqa=:'-J.内休飘V•CdV. (3.43) 

4, 一任意矢量的切向分量环绕一闭合回线的线积分等于该矢量的旋度的法向分量遍

及任一以该回线为边缘的面的面积分：

j妇 C,•dS=tcvxC)•nd生

.. 

" ，．＇＼、

一、：
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飞'... ,_; 静电学

. . '' ' ': .'·. §4-,t, 静电和静磁

，现在我们开始对电磁学理论作详尽的研究．全部电磁学都包含在麦克斯韦方程组中．叶
麦克斯韦方程组：

v~E= —. . (4.1) 
)、'.'句 "i. :·i . . ,•:·,,:;. ;-.. \ ,·, 

．，户 aB· · · ·- > .... ,·11·,···,. 寸 ' . • • •• , \I火k..!看 i.L.•一一飞 , .' 飞 ':' (4:2-) 
, • :•: , I • • ;'_')':.', . .',-,~~ 匈,!、．，，．．．, . . I~ 占.. , . -··''、:,''')寸， l'. . 

心婓令 " t t(.4:、3)

,·. 

. 7'. . :.• -. • ,0,. 、、';; ...、 (4.4)
由这些方程所描述的情况可能十分复杂． 我们将首先考虑那些相对简单的情况，以便

在从事更复杂的问题以前，学会如何祑处理这些简单情况． 其中最容易处理的宠没有任何
东西与时何有关一一速叫做豐湛一刁珀胄况:1所有各电荷都永远固定在空间里，即使它们
确实有运动的话，也只是作为电路中的穗恒流动（使得P和i都术随时间而变j:l1:,在这种情
况下，麦克斯韦方程组中所有关宁场的时间微商的那些项都等于零．这样，＂爰克忻韦方程缎
变成： •I 、

静电学
- - - -_· 

y -~-:=上．尸，．，句
,·, · ·(4.5) 

=0 ... l •• ,'''I:,. (4.6) 
壁纽, ., .', , . l'_'气 T:: , 八 ' . ! 

卢、外 ,' 勹1 v.xB.;.;, 今厂 r - . . . ,、 '-\:1• , (4. 7) 

, •::<_'I立 n=o~., . ·_ , . . -1_·.. , , i ;, (4.S) 

关于这四个方程，你将会注意到一个有趣情节J> 这一组方程可以分成两对． 电场E仅
出现在前两个方程中，而磁场 B 仅出现在后两个方程中. E场和 B 场并不互相关联．这
意思是只要电荷和电流都厦宝曹怒则电和翍就是恼个性质不同的现象．直到诸如电容器
充电、或移动磁铁时，引起电荷或电流的变化， E与 B的相依性仍不会显露出来．只有变化
足够迅速，，使得麦克斯韦方程组中那些时间微商变得显著时，E与B才会相互依存起来．
,:\现在，如果你注意那些静止情况的方程，你将会看到，学习这两门各称为静电学与静磁

学的学科，从弄清楚关千矢量场的数学特性的观点来看，那是最理想的了．因为静电学是矢
量场具有丰塾覂和某一竺座壁坚的一个极佳例子；”而静磁学则是矢量场具有雯散虔和某一
给定旋度的极佳例子．更通常的－~而可能认为是更满意的一一表达电磁学理论的方法是, - - _-_·. - . _-_-

先从静电学出发，从而学习有关散度方面的知识．，然后再开始对静磁学和旋度的处理．最
后，才把电学和磁学合井起来．我们在前几章已初涉介绍了矢董僚唳芬学的宪整理论．
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38 费曼物理学讲义（第二卷）

现在就把这种矢量微分学理论应用于静电学这种特殊情况，那里的场 E是由前一对方程给

出的．

我们将从最简单的情况——－即所有各电荷的位置都已被规定了的情况—一开始．要是

只学这祥水平的静电学（就象下面两章中所做的那样）就够了，那生活将显得多么简单，简直
是平凡得乏味．正如你将会看到的，一切事情都可以从库仑定律和某一积分得出了． 但事

实并非如此，在许多实际的静电学问题中，开始时并不俚遵电荷在哪里，只知道它是按照物

性所规定的方式来分布的． 电荷所占据的位置取决于场且而这个场反过来又取决于电荷

的位置于是，事悄可能变得很复杂．例如，如果把一个带电物体移到一块导体或绝缘体附

近，导体或绝缘体中的电子和质子就会到处奔跑． 式(4.5) 中的电荷密度 p, 有一部分可能

是我们原先就已知的带上去的电荷，另外一部分则是那些在导体中到处跑动的电荷所引起
的要是所有这些电荷都必须考虑进去的话，将会把人们引入到一些相当微妙而又有趣的问

题中去所以尽管这一章是关于静电学方面的，但它仍将不会包括这一课题中的那些更瑰

丽而又更微妙的部分．而只是处理我们能够假定其中一切电荷位置均为已知的那种情况．

自然，你应当在试图处理其他问题之前就能解决这一情况．

§4-2 库仑定律；迭加原理

(4.5)和 (4.6)两式作为我们的起点，照理应该是合乎逻辑的．然而，如从另外的某处出
发再回到这些方程式上来，将会容易一些，而所得的结果是彼此相当的．我们就从已谈及的
那个被称为库仑定律的定律着手，它申述在两静止不动的电荷间有一个与两电荷之积成正

比而与它们间的距离平方成反比的力逾这个力沿着从一电荷至另一电荷的直线．｀

库仑定律

~., 

1 F尸—一生知=-F,.
4祚0'1"12

(4.9) 

F1 是作用圭电荷 q1 上之力；知是史且红呈红的方向上的单位矢量；而 1'111 则是 q1 与 qll 间
的距离．作用于 q:11 上之力凡与凡等值异号．

基于历史原因，比例常数写成 1/4咚o. 在我们采用的单位制一一－米·千克·秒(mks) 制

一中，它被定义为恰好等于 10-7 倍光速平方．那么，既然光速近似地等于 3x1炉米每秒，

这个常数便近似地为 9x109, 而其单位则可证明为牛顿·米刃库仑2, 或者是伏·米／库仑．

'7""--=lO一7o" -(根据定义）
兀€0

,=9 .. 0x109 , （通过实验）．
单位：牛顿·米切库仑气或伏·米／库仑:.·

当存在两个以上的电荷时——唯一真正有意义的时候一一我们就必须用自然界的另一
事实来补充库仑定律．这个事实是：施于任一电荷上之力等于其他每一电荷对它所施的库
仑力的矢量和．这一事实叫做“迭加原理”．这就是静电学所包含的全部内容了．如果把库
仑定律和迭加原理结合起来，就不会再有别的东西了．式(4.5)和 (4.6)一静电学方程

恰好包含这些．
应用库仑定律很方便地引进电场的概念4 我们说，场E(l)是作用千每单位釭电荷上

之力（由其他各电荷所施的）． 在除了 :<i.:i, 以外只有另一个电荷的情况下，我们对式,4.9) 除

~, dr 
L

令

,.' 

'. .· ... 

& ,. 

(4.10) 

、
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此外也考虑到，即使，正不存在，丑(1)仍给点（功描绘了某种东西一于假设所有其他各电荷都
保持其原有位置.)我们讲i 及（立）是在点(~）处摘电饕:c, ;'':•". ·. • .. • . ,i \ : ·• :· • •. . ·d 

电饕盈是-个矢量，因而式t•~t)实际揖的是王个方程式-于对千每一分量就有一个
方程．把其中的石．分量明白摊写出来丸欢善．打打妥意味着.'_: l . ,,, 寸·1. ::. ·> 心

', ) 兄也 'y, 分 ~:..:J区，;1; ,.; -\ (-' r: 望识妇-飞,, ,L;i_';..,.t, ·•,'今．如
知0 [(气一动+ <111-;-r•>忤知兮沪,'. . ·: . ; (4-~、:i2)

以 q1, 便得
. . . 

~J 
、

其他分量均与此相仿．

如果有许多电荷，则在点（功上的场 E就是拭他每个电荷的贡献之和． 这个总和中的

每一项这看来都象式(4.lp或(~立｝合 令(}~为筹 i个阜荷蚁太小j酉环为从山至点(1) 间
的位移J队再以写出

气 t 凸加）一冲立奇知、 l\.:. ,d. ·'· ~i'.(4~W) 

当然，这个式的意息是 ,,_:. 
1., ., q,(~ 一动\ -- .....、-.

比（幻， 1),~ 心古［（生一矿+('!/五）心空]3/2i~-~-p、 \4.14~ 
等等；·-~.-: . 飞 l . '•! ·: •.. . . . • 、．．,;,:,.'~-'ill_ li-l 

不把电荷看作象电千和质子藻样的独立嘱粒，上而把仑们想象成是铺开的一些连续的涂
沫斑迹』即所猾连续吁J-~1'的那样准往会很方便只要不去追究在尺度过IJ、的范围一面启发
生的事情J这便是可行的．这样，．我们便丙通过代电荷密度,, p(t:,-1', 分来描述电荷分布． 如

果处在点(2)的亡介办休积~内含有电荷匀”则农倾戌下式定沁飞 .~, . : . \;',t < - ; 

伈 .,ft~飞S~l叱-.~\_ ;VJ :~(4,15) 
为了将这种描述法用到库仑定律上去，我们将式(4.13) 、 (4.14) 中的那些总和，以遍及

一切含有电荷的休拱的帜分来代替/·3炽钊和悖lb!'-'-.;_,;'.飞 ,: :':'''{'::, 
各；妇，，·,: ~'-1·f扩＼心切已 ,,1. r_'•'. 七 _:k. (,.,,,,;•ii,), ... •,ii:]• .. , f. , • . ,,.,; 七．、. .. .-, --\·'\、,AU., (X1 Y1Z1J 

J~t,. 勺，下己卢飞女臼..;,. •~m61 (11 j'.-'. I• I 加:,~~ _;\,·.~•i文·::.,,,~;~

有些人却喜欢写成 .,j;i-_.,、：

气三三层：E当我们要用这个积分进行实际计算，还必须把它期白详荩她写出来．对于式{4.l&j或{4;-1~
的幻分量，该写成 ,., . ·.·.... ,,, Ir·~ 六 !i\ 咑'.'!.'. ,·, 如、i\ .•• 1:r ,,,. Ye 汇， l t, 

（五－吩p(心，如，心如沁冲，
如的［（叱一石）乓伍玉）耳(iJ+i心于i

这个公式我们并不会经常用．｀之房以挖它写在这里，目的是为了要强测，那些所有电荷

-- -一---- -----
·.• 一 -



心 费曼物理学讲义（第二卷）

位置都已知道了的静电学问题均完全为我们所解决了． 给出了电荷，场将会怎么样呢？笣

窒：算出这一积分．因此，对于这一课题便再没有什么可说了，那只是一项计算遍及三维的
复杂积分的工作一一严格说来，是一项计算机的丁作！
, 有了这些积分，我们就能够找出由下述各种东西所产生的场：片电荷、线电荷、球壳电
荷或任一特殊分布的电荷．重要的是要知道：当我们去画场线、谈论电势、或算散度时，所
有一切答案都已在这里了．问题仅在于，有时凭某些聪颖的猜测工作，比宜接计算这个积分
还要方便．这种猜测工作要求人们学习各种奇妙的东西．实践中，比较容易做的也许还是

忘记追求聪颖，避免小聪明，硬是把那些积分算出来．然而，我们还是要来试点小聪明．下

面将继续讨论有关电场的某些其他特点．

§4-3' 电、＇势

首先，我们要讲讲电势的概念，这将向电荷从一点移至另一点所作之功联系起来．设有
某电荷分布，产生了一电场． 我们要问：如把一个小电荷从一处移至另一处需作功多少？
沿某—路线抵抗电力移动电荷所作之功，等于这电力在运动方向上的负分董沿着路线而取-_-_-_ -

的积分．如果我们把一电荷从点a移至点 b, 则 , 

：，．气'.

一条路线
、

-ds 

b 

...' 

'. 
b W=-f F•ds,. , 

, o 

式中 F是施于每一个点上电荷之电力，而心则是沿
另一条路线 -

a晕 --- , 着路线的微分位移矢量（见图 4-2).••.• 

图+12 把电荷从a移至b所作之功，等于 灭t千我们的目的来说，考虑移动，_个单位电荷所
F心沿所取路线进行识分所得的负值 什；，之功会更为有意义．．因此，作用千甩荷上之力在数

值上就等于电场．这一情况下抵抗电力所作之功称为 w~单位电荷），我们写为

.'.' 

一般地说，这一积分所得的结果应该与我们所取的路线有关． 可是，假如(4.19)的积分与

从 a 至 b 的路线有关的话，那我们就可通过把电荷沿亡路线从a 移至 b, 然后又沿另一路线
返回到o 而从场中获得功． 这样，｀该可以沿W 较小的那条路线达到 bo 而沿另一条路线返
回来，这样所得到的功就会大于我们所付出的．

-_-二－仁-- - __ . 

原则上说，从场得到能量并不是不可能的． 事实上，我们将遇到这会成为可能的那些
场． 有这样一种可能情况1、当你移动电荷时，你就对这部“机器”的另-部分施加了力．若
这部机器是在抵抗此力而运转的，则它会损失能量，从而保持世界上的总能量不变-~.然而，
对于壁坚巠来说，并没有这样-;种“机器“存在．我们对反作用千场源上之力也都很清楚，那
就是作用于对该场负责的那些电荷上的库仑力．如果其他电荷都固定在其位置上＿一这是
壁中我们所作的唯一假设一—这些反作用力就不能对各电荷作任何功了．要从它们那

里获得能量是没有办法的一一当然，只有在能蠹守恒原理对静电学的情况有效时才如此．
我们相信这是有效的，那就让我们从库仑力律出发来证明这一必然性吧！ ., ' 

首先，考虑在一个起源于单一电荷q的场中所发生的情况． 令点 a 与电荷 q 间的距离
为,,.1, 而点 b 的距离则为,,.s. 现在选择一个大小为 1个单位、称为“试验“电荷的电荷，从 a
移至 b, 我们开始试用最可能简易的路线来计算． 使试验电荷最初沿一圆弧，然后再沿某

(4.19) 

I.. 
....、·、一- . ···•-
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一半径移动戏．如图牛G(心所示．求在这一条特殊路径朊作之功和小孩作游戏一样简单（否

则我们就不会选择这条路线了）．首先，在从“至 a'·'- ... • . . 
的路线上根本没有作出什么功．场是沿径向的（根 (0) 

据库仑定律），因而它与移动的方向成宜角． 其次，
在从ia' 至门的路径上，场与移动方向相同，大小随
功2变化． 于是，试验电荷从＂移荎 b 时所作之功千
就应该是 • • • -· 夕- •.• i. -~,--·':-·>'. __ ::_ 

、一1『 E-as~-工它 r:1'\. ;: 暴'. : ... 

知。 ftJ',,.2 
, , , ·r::·y, 心

, 
..、

',, 
: 

--二产－匀.. !(4: 仑0).'
4咚0'1"5, ,'l'b (bl 

，一现在，再让我们取另一条简易路线．，例如方取图 t
女3(~;)所示的那条峰线．，它一会儿沿一圆弧，于会 , ` ., 
儿沿某一半径，然后又沿一圆弧，又沿一半径，等等- ~ 乏主飞~
每次当我们沿圆周部分移动时，并没有作出任何功． 图 4-3 把一试验电荷从 a 移至 b 时，无论

而当沿径向部分移动时，就应该对 111A 积芬了. -l沿『、？ 沿哪一条路线所作之功都相等

第一径向线段；我们从几积至石心然后管第．二祛向绒段，又从几，积至,,..~...如此筹等．所有

这些积分之和闰直接从 'f!,~琵m掏岸-积分相凤i~~:j对汗这-徵娥阮繩答案与主面对第一条
路线所得的寸样．很清楚，对汗~鱼可以曲任意数民的祠种部分响戒蝗路线d我们将会得
出相同等案礼、 , -i'::, .'.i'( 主臼 !J. . ',、 r·.,. • .. , . 

..、... - .. " . 

若是一条光滑路线又将如何呢？会得出同一答案来吗？在第一卷第十三章中，我们就曾

与那里所用相同的浅据，尸可以得出结论：把了单位电荷从 a 移至

V(a .. b)• 伈）一九） ~· 
作之功应与所经历的路线无关，则_,; .,·.. 电黜,.:"~; ;j . _;'> 

r E• 心．
a ;,,、 .~\1 . ~b _ 

叩~-、，．伈）
红路线

由于功只与端点有关，它就可以表达为两个
• '救值之羞．我们可按下述办法看到这一点．试选

定一参考点凡，并约定用一条总会经主
图心诰昼勺扭以G试叁忱的扫;("; ·:1久寸峪额来汴算我们铺积分．令心（妗代表迟九点至

, 之功，等于从某一孔点至 0点之功的负 ．也7点抵撩场力所作之功，并令中(b)为必几点至 b

;:,_: __ ,.p已环点平:i点之功，；t 心 曰｀点点所作之功但图 4-4).~选禅，从d点（在奔往 b 的
路程上）至凡点所作之功就会缚宁心安）的责值，所以我们有 I _1; , . . ·:~'.;..', ; /; I•·•'. :'. 

~(af· · 
r 由于所涉及的总是在两点处的函数中之差，哉钉实在没有必要去规定 Po 的位置． 然
而产哇浊f1le选炬了某一参孝点j I赡对护、空问佳二慈觑已确迨了一个数目~j- 、这祥冲就是
一个堑曼覂，，它是仿、,y、z的函数；我切称田制巨谤教为在在已焦的堕皂豐 ,::ti': 、

. 
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为了方便，我们通常选取无限远处作为参考点． 那么，对于放在原点上的一个单独电

荷，任一点上的势中一一应用式(4.20)-—一就应该是

中(a;,'!I, z) q 1 
＝丁二- - (4.23) 

若干个电荷所产生的电场，则可写为第一个、第二个、第三个等各别电场之和．当对这

个总和取积分以求得电势时，我们便得到一些积分之和． 每一积分就是其中某一电荷所产

生之势＊．我们断定，一堆电荷所产生之势等于所有各别电荷所产生之势的总和．应用过去
我们曾经对来自一群电荷或来自一个电荷分布的电场所运用过的同一种论据，就可得出被

称为点 (1) 的电势的这些完整公式：

础罕古奇 (4.24) 

础＝亡」嗅亨巳 (4.25) 

记住势中具有这么一种物理意义：它是一单位电荷从某一参考点被移至指定点时所拥

有的势能．

'' 

§4-4_ E=-V中

谁去理会4呢？施千电荷上之力都是由电场 E所提供的．关键在千，E可以容易地由

中求得一一事实上，这竟如同取微商那样容易．试考虑这样两点处：其一是在＂处，另一则
在（正闷心处，而这两点都处千共同的'I/I和 1上；试吼把-单位电荷从＿点移至另＿点时

所作之功有多少？该路线沿＂至＂＋血的一条水平线，所作之功就等于在该两点处的电势
之差：

:·.. 
<' 

L1W~ 伈+Llx, y, z) 一中(z~'!I, z)~ 竺 Liz.ax 
而沿同一条路线，抵抗场力所作之功为 • 

'. 

• 
4少. 

. . 
', "', .. .. 

由此，我们可得
'1 邸

E尸－－
,\彻．

. -

、

'• 

入、：• ;、

. (4.26) 

同理， E11=一时／匆， E.=: ~acp/加．或者，用矢量分析的记法来把它们综合起来，则-
E-:::-V中． . (4. 27) 

这个方程是式(4.22) 的微分形式． 任一给定电荷的问题，都可以通过式(4'.24)或(4.25)算
出电势，再用式(4.27)求得场来加以解决． 式(4.27) 与我们从矢量微积分学方面所曾找到

的结果相同，即对于任一标量场中，

(b)-中＠）．．

根据式(4 .. 25), 虽然标量势中是由一个三维积分给出的，但同我们以往对千 E的那个
积分是相似的．算中而不算出且是不是有某种优点呢？有的1 对于中来说，只用到一个积
分，而对于 E则有三个积分一一因为它是一个矢量而且，含有 1/r 的积分往往比，111/r8 稍

．这是假定每一电荷实际上是一个电荷分布而说的那种较普遍情况.-一译者注

~、·-- -、---- -一- --、一一 一、一、 .• .. ~ ..... 
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为方便4 事实是，在许多实际情况下，先算出屯然后取其陡度以求得电场，比起计算 E 的

三个积分总会容易一些．当然这仅仅是一个实际问题．

中这个势还有一点更深刻掏物理意义．我们已经证明，当中是由式(4心2)所给出时，库

仑力中的B可以由 B=."'7'V今获得． 但如果B-等于一个标量场的陡度，那么，．从矢量微积

分学方面我们便知道E 的旋度必定等于零： •. 

vx·B='O (4.29) 

这恰好就是静电学中第二个基本方程，即式(4.6). 我们已经证明，由库仑定律会给出一，个

满足该条件的 E场．到目前为止，事事都很顺利．
我们早在给电势下定义之前j就已经实际上证明了 vxE-叫 o. 我们曾经指出，绕行一

闭冶路线所作之功为零．这就是说，对于佳二路线，＇
` 

.: • f E也=0.
在第三章中过我们曾经见到在任何这一类的场中， vxE 总必须处处为零｀，静电学中的电场
乃是属于无旋度拗的一个例子；｝ 、

你可以用另一种方法一—对由式(4.11)所给出的、关于一个点电荷的场，计～算出 VxE
的分量一一来证明 vx-~等千零，借以练习你们的矢量微积分学．如果你得到零，迭加原理

就会申述，对于任一种电荷分布的场你也应该得到零．
应当指出这一项重要事究对干任一径迥力所作之功，均与路线无关，也就是存在着一

个势．妞果你想到这一点，上面为证明功之积分与路线无关的全部论据，仅有赖于来自单一
电荷之力是径向的，而且是球对称的这么一个事实． 它并不依赖吁哇弓距离存在 1/产关系的
那另一项事实一一本来尽可以有任一种对 r 的依存性的．势的存在以及E 的旋度等千零这
回事，实际上都是由千静电力具有在座及其对座性．基于此，式{4.28)一一或式(4.29)
就只是包含了电学规律的一．部分． 打

., .. 

§·4-5 E 的通量

我们现在要来导出一个场方程式，那是明确而又直接地有赖千距离的皮平方力律的．
场会随距离的反平方变化，对于一些人来说似乎是“理所当然的＂，因为“那是事情发展下去

的方式'\试考虑，正从-个光嫌发射出的光』通过一个尖端位于源处的锥体所割出的面上
光量，不管这个面所在处的半径大小如何，总会相等．只要光能守恒，这就是必然的．每单

位面积的沁囊一一光强—一应与由锥体肵割出的面积成反比． 也就是说f,与光源的距离的
平方成反比；、电场肯定由于同一理由，象反比千光瀛距离的平方那样1; 可是，这里并没有
“同一理由“这样的东西｀，没有任何人能够讲，口电场就象光那祥，是某种守恒的东西流动的量
度．堡塑有一个电场，“模型、？，其电场矢量似乎代寰飞跑出去的小''l:fr弹't的运动方向和速率，
而且- -

够“看到“该反平方律是必需的另一方面，，要求有某种能够表达这一物理概念的数学方式．
鲤电场象一些守恒的子弹那祥发射出去，那么它就应该跟距离的平方~反比面变化，而我
们也该能用一个方程一一那是一种纯粹的数学形式一一来描写那种行为了｀照理这种想法

是无碍的，只要我们并未曾说出电扬是由子弹所构座，但要认识到，我们是在用一个模型
来协助求得正确的数学答案

, 

•. 一. . .. 一.... .• 
咖咖 二
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我们暂时想象电场确会代表某种守恒的东西在流动－~在除了电荷本身所在处之外的

一切地方（电场总得从某一处开始产生！）．我们设想，不管那是什么东西，总是从电荷流进

周围空间的．如果 E就是这么一种流动（正如热流动中的配，那么它便该在点源附近有一

个 1;,,.2 的依存性．现在，我们要用这个模型来找一种更深刻的或更抽象的办法来陈述这一

反平方定律，而不仅仅是说出“反平方". (你也许觉得奇怪，为什么要避免对这么一个简单

定律的直接陈述，却要用另一种方式隐蔽地包含同一内容．但请忍耐一点！将会证明确实

, 

。售-
点电荷

/ / 

闭合面 S

,,、

图 4-5 从 B 面出来的 E的通量为零

很有用．）
E 刀 b 我们要问：从点电荷附近的任一个

.,.-".' ... _,.. 
........ 

闭合面跑出来的 E"流n该是怎样的？首

先，让我们取一个简易闭合面一一如图

4-5 所示的那样．如果E场好象一种流

动，从这一个箱子里跑出来的净流就应

. 该等于零． 那是我们应该得到的，只要

•• 

i'' , 

', • . . ._. 氐-...
，扁、

从这一个面跑出去的所谓“流量”指的是

E 的法向分量的面积分一一即 E的通

量的话． 在那些径向面上，法向分量为

零．而在那些球面上，法向分量趴恰好

就是E的大小一一对于那个较小的面

为负，而对于那个较大的面为正.E 的

大小随11r2 而减少，但表面积却正比于

,r., 因而两者之积就与,,.无关了． 进入

;, 

气、面S乡/

/ 

/勹1~.- ·>:. a面的E的通量恰好给跑出 b面的那个
通量所抵消．从S 出来的总流量为零，

己也就是说，对千这么一个面，

图..._., 从 8 面出来的尽的通量为零 L趴如'."'o· .. (4.30} 

其次，我们将证明两个端面可以相对于径线倾斜而不会政变该积分(4.SO). 尽管这是

晋遍正确的，，但对千我们的目的来说，却只须证明当两个端面很小、使得它们在源处仅仅对

向一个小角度一一3实际上是一个无限．小角度一一

时，这是对的．在图4-6 上，我们画出了一个其“侧
面”沿径向而其“端面“倾斜着的S 面．在这图上的

端面不小，但你得想象一种端面非常小的情况． 因

此，布淌在面上的场E就将足够均匀夕以致我们可
以仅用其中点上的值．当我们把表面倾斜一个角度

0 时，它的面积会增大一个因数t/oos队但E的垂

直千该表面的分量En则削减一个因数ooso, 乘积

趴心将保持不变．这样，从整个 S 面出来的通量仍
会等千零． , 

到此我们不难看出，从佳二主S面包围眷的体

,.,,,.--
夕 l'<茼s

.. 

图 4-7· 任一个体积都可想象成完全由无限

多个削去了两头的锥体构成的？从每一锥体
断面一端的 E的通量与从另一端的通量相等
而相反因此，从 S面出来的总通量就是零

,~ 乍一＾心 .• 气矗一- ---- 一一--一、一、----- ---- --勺，心令～｀一-一．，一-飞-- -
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积中出来的通量为零．任何一个体积都可想象成是由如图女6朊示的单元构成的．整个体

积的表面可分倒成一对一对的端面，］而由于进出这些端面的通量成对地互相抵消免阪以从
整个S 面出来的总通量就等于零．这个意思示如图4.-:7'. 这礼我们就有了一个普适的结

果i.' 那就是，在一个点电荷的场中，从侄二主S面 , . 
出来的通量均为零．气丛;,

勿>

可是要注意t 上述证明只是在S面并不包围任 ' 
- - _-_ - _· 乡

何电荷时才有效．假如有一个点电荷存在于该面之 乙二多夕｀

庄，那将会怎样呢？我们仍可将该面分割成由通过 2夕
电荷 q 的各径向线所构成的各成对面积，如图牛8 ` 图 4-8 如果有一个电荷存在千面之内．
所示．通过那两个面的通量仍旧相等一一根据与上 出来的通量则不会等干零

面同样的论点一一只是现在该两通量有了担匣符号．从堂堕一个电荷之面跑出来的通量并

丕等于零．那么，它等于什么呢？我们可用一点小小技巧来把它求出．假想一个完全在

原来 S 面之内的小面 fiJ' 包围该电荷，再将此电荷“移出““内部“区域之外，如图 4-~ 所示．

这样，在由 S和 S' 两个面之匣所包围的体积内就没有电荷了．应用与上面所给出的相同的

论据，从这一个体积出来的总通量（包括通过 S' 的）就是零．这些论据实际上告诉我们，通

过 S' 面而进入该体积的通量与通过 S 面而跑出去的通量彼此相等．

、、 J

电荷g . (. . 

沁\面.s1

图心9 穿过 S 面的通量与

穿过 8' 面的通量相同
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图 4-10 通过一个含有点电荷 q 的

球面的通量为 q/e。

我们可以随心所欲地选取任何形状的 8' 面，那就让我们使它成为一个以该电荷为中心
的、如图 4-10 所示的那种球面吧．这样，便可以很容易地算出通过这个面的通量来．如果

该小球面的半径为 'I', 则在球面上的 E值处处都是
q 

知句卢＇

如果把这一个 E 的法向分量乘以该面面积，则可以找出通过 S' 面其方向始终垂直于面．

的总通量：

通过 S' 面的通量＝（飞兰卡） (4兀'1'2) =..!L. (4.31) 
丘o

这竟是一个与球面半径元关的数值！因此，我们便知道：通过 S 面出来的通量也等于 q/Eo
个与 S 的形状无关的量，只要电荷 g 处在该面之内．
以把此结论写为：

0, ff 在S 之外； ` 

. •.,\.,_,E. 飞， q在S之丸
．、
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让我们回到“子弹”的比拟上来，并看看这是否具有意义．上述定理申述：如果闭合面内

不含有那支会射出子弹的枪，则射穿该面的净子弹流就将是零；但若枪已包括在面之内，则
无论该面的大小及形状如何，那些穿出去的子弹数目总会相同一一由枪的子弹产生率给出．

对于守恒的子弹来说，所有这一切都似乎很合理．我们通过这个模型，是否除了简单写出式

(4.32)外，还能得到更多的东西呢？迄今还没有谁能成功地使这些“子弹“除了产生该唯一

定律以外，还能完成其他任务．此后，它们就只会产生错误．这就是今天我们倾向于完全抽

象地去表达电磁场的原因．

§4-6 高斯定理 E 的散度

我们的这个优美结果一—式(4.32), 是为一单独电荷而证明的． 现在，如果有两个电

荷，其中电荷 (J_1 放在一点，而电荷 '11 放在另一点上．这一问题看来比较困难．为了求得通
量，我们要对电场的法向分量取积分，而这电场是发源千该两电荷．这就是说，如果 E:i 仅代
表由化产生的电场，而尽仅代表由 '11 产生的电场，总场则为 E=E丈+E含．通过任一闭合

面 8 的通量就是
矗~

(4.33) 
才

当有两个电荷存在时，通量就是起因千一个单独电荷的通量再加上起因于另一电荷的通鼠．

如果两电荷都在 S 面之外，通过 S 面的通量则为零．如果 q1 在 S 面内而 q, 在 S 面外，则第

一个积分为中/Eo, 而第二个积分为零． 如果两电荷都包括在该面之内，则每一电荷都将各

自提供其贡献，而终将获得通量 (q1+q分 /Eo. 普遍的法则显然是，从一个闭合面出来的通量

等于在该面内的总电荷除以知
-_-- 

我们的结果对于静电场来说，是一条重要的普适定律，称为高斯定律．

高斯定律
L __ -_- - - - IT 

或

式中

J 凡da= 在面内电荷的总和 , 
任一闭 €0 
会面 8

(4.34) 

o. 仁闭
吕

Q内飞吝炊· 飞

(4.35) 
•• 

,. (4.36) 

如果用电荷密度 p 来描述电荷的分布位置，则可认为每一无限小体积 dV 内含有“点“电荷

p叮．这样，对各电荷求和，就是这么一个积分 、

Q内 =f pdV. 
g内体积

(4.$7) 

从上述的推导你可以看出，高斯定律乃起因于库仑力中的幕指数恰好等于二这一事实．
一个 n+.2 的 1/,,.n 场，就不可能得出高斯定律．因此，高斯定律只不过是用一种不同形式来
表述两电荷间的库仑力律而已．事实上，如果倒过来，你将会从高斯定律导出库仑定律．这
两定律完全等价，只要我们记住电荷之间的作用力是径向的．

现在，我们想用微商来写出高斯定律．为此，把高斯定律应用千一个无限小的立方体表

面上去． 在第三章中，我们曾经证明过，从这样一个立方体表面出来的 E 的通量仍等于

... 

................ .~ 矗.. • •.•• 一·
. -·····、-
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_ 

; 

V•E 乘以该立方的体积 dV. 按照 p 的定义，在 dV 内的电荷等于 pdV, 所以高斯定律给出

V•EdV=皿，
句

或

懦
霆a

V•E=L 
to· 

高斯定律的这个微分形式，就是我们关于静电学的第一个基本场方程式(4.5). 现在我们已
经证明，静电学的两个方程(4.5)和 (4.6) 与库仑定律等价．下面将要讨论关千高斯定律应

用的一个例子．（以后还将碰到更多的例子．） 勺

§4-7 带电球休之场

过去我们学习引力理论时，，遇到的困难问题之一就是要证明：在一个由物质构成的固
态球体的球面上所产生的力，正如同所有物质都集中在其中心一样． 牛顿经过了许多年都

未曾把他的引力理论公诸于世，就是因为他当时还不敢肯定这一定理是正确的． 我们在第

一卷第十三章中，曾经通过算出势的积分再用其陡

度以求得引力来证明这一定理． 现在，我们能够用
最简单的方式来证明它．只是这回将要证明的对应
定理是关于一个均匀带电球体的．（由千静电学定
律与引力定律相同，所以这同一证法本来也可应用 电荷分布 p'
于引力场．）公 1 . ,··. l·-·~.. •• - _;, . 

我们要伺，在一个充满均匀孙布电荷的球体外,·.., 、图.,..,;, 即豆匐骸律以求得一个
面任一点P上的电场召如何？既然不存在任一＇，特 口 地纲＂，球体即汤
殊”方向，我们便可以假定矜处处都是由球心向外指的． 考虑一个与该带电球体同心的、并
通过P 点的球面（图+丑）．对于这个面，向外通量为

~., ' . • •. 1 .\ ,.'.. •\'J趴吵＝、~-空·
高斯定律告诉我们，这一通量应等于该带电球体铸总电荷Q(除以吩i"

（夕\·.'莎．纭沪 .:....•'Q;'·, ( _. 
'. . :,.'. ~o i乒,,•. . . 干，.

.'i . 之;1'QC',j .• •'. ,'.•' 
E= . <、 (,I飞百．令． (4.39) 

这是对一个点电荷Q我们应该有的那一公式．这就比求积分更为方便她证明了牛顿问题．
当然，那是一种误解的方便一-你已花了相当多的时间才能理解那个高斯定律，所以你也可
以认为确实没有节省任何时间；但是当你越来越多地泣用这一定理以后；便会开始有所收
获．这是一个效率问题. . ;'. 

l1'一己场蜘等势、面
干现在，让我们给出静电场的一种几何描述．、．静电学的阿定律，其-视明通量正比千内部

电荷，另一则卓述电场是势的陡度，都可以用几何方法来表达． 下面将借两个例子来作演
示. . . 

(4.38) 

·••·•、

` 

,/- 、 ·E

p了
.R ,..._岫高斯面S
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或
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图 4-12 一个正点电荷的场线和等势面

首先，我们取一个点电荷的场为例．画出沿场方向的线一总是切于场的线，如图生过
所示．这些线称为堑塾．它们处处都指明电矢量的方向．但我们还希望表达出该矢量的大
小．可以定这样一条规则：电场强度由线的“密度”来表达．所谓线的密度，我们是指通过

与线垂直的单位面积上的线数应用这两条规则就可以得出一幅电场图象．对于一个点电
荷来说，线的密度一定会按 1/'1'2 减少．但与线垂直面在任一个半径 If'上的球面面积却会随
凸屯5-, 所以如果在对电荷的二塑距离上都保持同一线塾壁座就将保持与场的大小成正
比．若坚持所画出来的线都要连些一一即一旦线巳从某一电荷发出，便不会中途停顿
那么，我们就能保证在每一距离上线数都相同．用场线来申述高斯定律，这些线只应从正电

荷出发而终止于负电荷．芭迂电荷 q 的线数一定要等于 q/eo.

现在，对于势中来说，我们也能找到一个相似的儿何图象．表达势的最方便方法是画出
中为常数的那些面．这种面称为巠登匣-一在其上势都相等． 那么，等势面与场线间的兀
何关系又是如何呢？电场是势的陡度，因而陡度就是沿势变化得最迅速的那个方向，也就垂
直于等势面．假如E迸斐垂直千这种面，那么它该有一个退面分量． 此时，势在面上正在

发生变化，就不会是等势面了．这么一来，等势面必然会处处正交于电场线．

对于一个孤立的点电荷来说，等势面是以该电荷为中心的球面．我们已在图女立中显
示出这些球面与一个通过该电荷的平面间的交线． : . 

作为第二个例子，我们考虑在两个大小相等而符号相反的电荷附近的场． 要获得这个

场挺容易．总场是由该两电荷各自的场所迭拥而成．恬I此，就可以将两幅如生12 那样的
图迭加起来-—不可能！因为我们就会有互相交叉的场线了，而这是不可能的，因为 E不

能在同一点上有匣土方向．场线图形的缺点现在就显而易见了．根据几何论据不可能用十
分简单的方法去分析那些新场线的去向．从两个独立图象我们不能获得一个综合图象．
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图 4'-13 两个相等而相反的点电荷的场线和等势面

迭加原理固然是关于静电场的一个简单而又深刻的原则，但在场线的图象中，还没有一个容
易的表达方式

关千单位的备忘录

覂肆, . ~ . 卫
F 牛顿 1炸o~FL叮守 牛顿·米＇／库仑'

Q 库仑 E~历'Q 牛顿／库仑

米 中~W/Q 焦耳I库仑＝伏
W 焦耳 E~中几 伏／米

p~Q/ta 库也／米· 1/eo~EL2/Q 伏·米／库仑

然而，场线图形毕竟有它的用途，所以对千一对相等（而相反的）电荷我们也许仍乐千去
画出其图象来．若我们由式(4.13)算出场，又由式(4.迎）算出势，那么，便可描绘出场线和
等势面来．图 4-13 显示这个结果．但我们得先从数学上去解决这个问题1
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5 
高斯定律的应用

§5-1 静电学就是高斯定律加...

静电学有两条定律：从某一体积出来的通量正比千其中的电荷—一高斯定律；电场的

环流等千零一一-E是一个陡度．所有静电学的预言都可以从这两个定律推出．但从数学方
面申述这些事情是一回事；而熟练地、巧妙地应用这些定律，却是另一回事．在本章中，我们

将完成若干项可以直接由高斯定律得出的计算．我们将证明一些一一特别是在导体中

可以很容易从高斯定律方面理解的定理，并描述一些效应． 高斯定律本身不能对任何一个

问题提供答案，因为还有另一条定律必须遵守．因此，当我们应用高斯定律解决某些特定问

题时，还得加上其他一点东西．例如，必须预先假定场看来会怎样的一些概念－~基于诸如

对称性的论据．不然的话，我们可能就不得不明确地引入场是势的陡度这么一个概念了．

§5-2 静电场中的平衡

首先，考虑下述问题：一个处于其他电荷的电场中的点电荷怎样才能达到稳定的力学

平衡呢？作为一个例子，试设想在一水平面上有一个等边三角形，在每个角上各放置一负

电荷．一个置于该三角形中点处的正电荷是否将永远保持在那里？（如果暂时略去重力，问

题就会简单些，尽管把它包括进去也不会改变所得结果．）施于该正电荷上之力为零，但究

竟这个平衡会不会稳定呢？要是给该电荷稍为移动一下，它会回到平衡位置上来吗？答案

是否定的． ' 

在任一个静电场中都不会有稳定的平衡点一—除非这一点恰好与另一个电荷相合．应. - - - - - - _- __ -

用高斯定律，很容易看出这个道理来．首先，要使电荷在任一特定几点上处于平衡，场就必
须等于零．其次，如果平衡是一稳定平衡，则还要求若把电荷沿佳二方向移开凡点，便应有
一个与位移反向的恢复力．在二旦邻近点上电场都必须指向内一一即指向几点．但如果

, 4\.,..:.-r .._ 在Po 点上并没有电荷存在，那就会违反高斯定律，这点我们
- 是很容易看得出来的．

• ,_苞围LJ!.o尽 考虑一个包围着几点的小想象面，如图 5-1 所示．若在
几点附近的电场处处都指向它，则对场的法向分量的面积分

阳 5-1 如 P。对于一个正电荷来说 就肯定不会等于零． 在上图所示的情况中，通过该面的通量
是一个稳定平衡点，那么在其附近每 必然是一负值． 但高斯定律却申述，通过任一个面的电场通

一处的电场就都应指向瓦点 量正比于在该面内的总电荷．如果在Po 点处并没有电荷，则

我们所己想象出来的场便违反了高斯定律．不可能在一个空洞的空间里一一在一个不存在

任何负电荷的点上—一使一个正电荷处千平衡． 如果是处于某一分布的负电荷中间，它座

县达到平衡．当然，那些负电荷的分布就必须由电力以外的力来维持在其各自位置上！

上述结果是对于一个点电荷而推得的．这同一结论是否也适用于被固定一一比如用棍

子来固定一一在相对位置上分布复杂的电荷组呢？我们考虑两个固定于一条棍子上的相等

••. -夕、. --- .. .... .. 
•• • --- 一一 ` 
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.. 

电荷．这个组合是否能在某，_静电场中得到平衡呢？答案再次是否定的．作用于棍子上的
座力不可能在每一方向上对于位移都具有恢复作用．

设施于处在棍子上任一位置的总力为 F一一因此， F就是一个矢量场． 根据上面所用

的论据，我们断定：在一个稳定的平衡位置上， F的散度必定是一个负值．但作用于棍子上

的总力则等于第一个电荷乘以在该位置上的电场，加上第二个电荷乘以在其位置上的电
场：｀ . 

F=q1互+q,且． (5.1) 

F之散度为 1 V•F=q1(V•E1)+少(V•丘）．

倘若釭和 <J2 两电荷之中每一个都处在自由空间里，则 V•E1和 V•E,两者均等于零，因而
V•F也就等于零一一不是负值，如同对于平衡所要求的． 你可以看到，这论据的引伸还会
证明：在自由空间的静电场中，由

任何数目的电荷固结在一起的组合

都不可能有一个稳定的平衡位登．

\ I / f-, ··,, 

我们并没有证明过，即使有一
些支点或其他力学约束，，平衡仍然 I .. \ . '\ I~-, 空管
是不可能的． 作为一个例子，考虑 图 !5-2 如果有一些机椋约束，电荷便可处于平衡

．气

一根其中有一电荷可以自由往复移动，但却不能向旁移动的空心管．现在，若要设计出这
么一个电场是很容易的：在管两端处场都指向内，只要容许在管于中心附近场可能会从管侧
指向外． 我们只是将正电荷置于管的两端，如图 5-2 所示．眼下虽然E的散度仍等于零，
但却有一个平衡点了．当然，假如不是由于从管壁所施的“非电性”力，则该电荷对于侧向运
动来说还是不会处千稳定平衡的．

. §5-3 有导体时的平衡

由固定电荷系统所产生的场中并没有一个稳定点． 那么，对于若干带电导体的系统又
会怎样呢？由各带电导体组成的系统，＾、能否产生出对千一个点电荷来说会有一稳定平衡点
的那种场卿（当然，我们所指的仍是在导体表面外的点．）你知道，导体具有其中电荷能够
自由活动的那种性质． 也许当该点电荷稍为移动一下时，其他位于各导体上的电荷就会以
一种能够给予该点电荷以一恢复力的方式移动？答案仍然是否定的一一尽管刚才所给出的
那种证法仍未对此有所证明． 在这种情况下证明是比较困难的，我们将仅仅指出证明的方
法．

首先，我们注意到：当电荷在导体上进行再分布时，只有在电荷的运动会减少其总势能
的情况下才能进行．（当电荷在导体中移动时，有些能量损失于发热．）现在我们已经证明
了：如果那些产生场的电荷都是固定不动的，则在场中任一个零点凡附近，就会有某一方
向，沿该方向要把一个点电荷移离几点会座惩系统的能量（因为力从P。塑四处）． 导体上
任何电荷的再调整都只能更多地降低势能，从而（按照虚功原理）它们的运动就只能在该特
定方向上攫左那一离开几点之力，而不是将该力逆转．

我们的结论并非意味着，没有可能用电力来平衡一个电荷了． 只要人们愿意采取适当
措施，控制那些作为支撑的其他电荷的位置或大小，那便是可能殷．你知道，竖立在引力场
中的一根棍子是不会稳定结，但这并未证明它就不能在手指尖上得到乎衡．同理，一个电荷

` 
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可能会被一些电场固定在一点上，如果那些场是座翌的话． 但决不会为一个被动的一也

即是静止不一的－—一系统所固定．

§5-4 原子的稳定性

如果电荷不能够稳定地保持在它们的位置上，那么把物质想象成是由受静电学定律支

配的静止点电荷（电子和质子）所构成，肯定是不合适的．诸如这样的静止组态不可能存在，

它是会坰塌的！

有人曾经建议过，原子的正电荷可以均匀地分布在一个球体中，而负电荷（各电子）则可

静止地处于该正电荷之中，如图丘3 所示．这是第一个原子模型，由汤姆孙(Thompson)所

倡议． 但卢瑟福(Ru让erford)却从盖革(Geiger)和马尔登(Marden)的实验中得出结论：正

电荷是很集中的，集中于他所称之为核的地方．汤姆孙的静止模型就不得不放弃了．千是

卢瑟福和玻尔建议平衡可能是动力式的，电子在轨道上环行着，就象图 5--4 所示的那种情

况． 通过轨道运动，电子可以保持不致跌落到核里去．对于这样一种图象我们已知道至少

有一点困难． 电子这样运动就会有加速度（由千圆周运动），从而会辐射出能量．它们将丧

失所需以维持在轨道上的动能，从而会螺旋式地钻进核里去，再度出现不稳定！
' 

图 5-3 原子的汤姆孙模型

在中心的正核

在行星式轨遣
上的负电子

图 5-4 原子的卢瑟福－玻尔模型

原子的稳定性现在可由量子力学给予解释． 静电力把电子尽可能拉近于核，但电子却

被迫要在空间中伸展一定距离，那是由测不准原理规定的． 假如它被禁铜在一个太小的空

间里，它便有一个大的动量不准确性． 但这意味着它会拥有高的期待能量一一将被用来避
开电的引力．净结果将是一种不太异于汤姆孙所设想的电的平衡一一只是现在伸展开来的
却是迩电荷（因为电子质量比起质子质量要小得多）．

§5-5 线电荷之场

高斯定律可以用来解决其中包括某种特殊对称性一—通常是球形、圆柱形、或平面形的

对称性一一的静电场问题． 在本章的剩下部分，我们将用高斯定律来处理儿个这一类的间

题．其解决的容易程度可能会引起一种错误印象，以为这种方法十分厉害，人们应该能够继

续用它去对付其他许多问题．可惜情况并非如此．人们很快就搜索尽能够用高斯定律容易

加以解决的问题的清单．在以后几章中，我们将发展一些研究静电场的更强有力的方法．

作为第一个例子，我们考虑一个具有圆柱形对称性的系统．假设有一根十分长而又均匀

带电的棒．对此，我们指的是电荷沿一条无限长宜线均匀地分布着，每单位长度所带的电荷

为入我们希望知道电场． 当然，问题可以通过对来自线的每一部分的场的贡献进行积分
而加以解决．但我们却要不通过积分，而通过应用高斯定律以及某种推测来做．首先，推测

'''、- . -· -~ . . 
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该电场会从直线径向地向外发出．这是因为，从线中某一段上的电荷所发出的轴向场分量，

应该伴随着线的他端另一段发出的相等而相反的轴向场分量．结果就只能有径向场了．在

与直线等距离的所有各点上，场均应有同一大小，这似乎

也是合理的．而且很明显．（可能不容易证明，但如果空 .` 

间是对称的－—－正如我们所确信的那样一一那便是真实

的了．）

我们可按下述方式来应用高斯定律．考虑一个与该

线同轴的圆柱面作为墨鱼面，如图 5-5 所示． 按照高斯
定律，从这一个面出来的 E之总通量等于其内部电荷除． 心＼
以 fio. 既然场假定是垂直于该面的，则其垂直分量也就 图 9-5 与线电荷同轴的一个

是场的大小．让我们把它叫作 E. 并且，令该柱面的半 圆柱形高斯面
径为 f", 而其长度为了方便起见取为一单位． 通过该柱面的通量等于 B乘以该面面积（即

2:iir). 通过两个端面的通量等于零，因为电场与之相切．在该面之内总电荷恰好是入，因为

在其中的线长为一单位．于是高斯定律给出

丘2切＝入／句，

E=~ 
2霖olf'. • 

一根线电荷的电场与从线至该处的距离的一次幕成反比．-_-_- _-_ -

§S七面电荷；平行板

(5.2) 

作为另一个例子，我们现在来计算均匀面电荷所产生的场．假设该面延伸至无限远，而

且每单位面积的电荷为 o-. 我们要作一种推测：关千对称性方面的考虑会引导我们相信场

的方向处处与该平面垂直，而倘若没有来~-自批界上任何其他电荷的场，则两边的场（大小）应
相等．此次我们选取的高斯面是一个割过该片平面的四方盒子，如图丘6 所示．平行于该

片的两表面面积相等，比如说4 场垂直于此两面，而与其他的四个面平行．总通量等于 B

乘以第一个面的面积，加上 E 乘以其对面的面积—一其他四个面都没有作任何贡献．包含

在该盒子里的总电荷为 u.A. 令通量等于其内部电荷，我们便有

由此得

这是一个简单而又重要的结果．

EA+EA=旦，
句

(j 
E--::­

句．
. (5.3) 

你可能会记起，这同一结果曾在前面一章中通过对整个面进行积分而获得． 在这一个

例子中，高斯定律更为迅速地给出了答案（虽则它并不如以前的方法那么普遍适用）．

必须强调，这一结果坚适用于来自该面上的电荷的场． 如果在面电荷附近还有别的电

荷，则靠近该面的场就应等千式(5.3)与其他电荷的场之和．此时，高斯定律只会告诉我们：

u 
E1+E2=一，

Q。

式中 E1 和鸟分别代表从该面每侧指向外之场．

(6.4) 

' 

. ~ ~ `"~ 一. -- .-崎... 心夕
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阳 5-6 在一均匀带电面附近的电场，可通过 图 5-7 两块带电板之间的场为叮句

应用高斯定律于一个想象的盒子而求得

带有相等相反电荷（密度分别为 +u 和一u) 的两平行板问题也一样简单，如果我们再

次假定其外部世界是对称的话． 通过对由单独板所得的两结果迭加，或者通过构成一个包

括两板在内的高斯盒，都不难见到，在该两板之处的电场为零［图 5-7(a)]. 由考虑一个只包

括这块或那块板在内之盒，如图(b)或(o)所示的那样，则能看出两板间的场应两倍于单独一

块板的场．结果是

E(在两板之间） -=u/€0; 

E(在两板之外）一o.

(5.5) 

·(5.6) 

§5-7 带电球体；球壳

我们曾（在第四章中）应用了高斯定律以求得一个

均匀带电球体外之场．用这同一方法也能给出球座各
点之场． 例如，这种计算法可用来对原子核内部之场 E 

得到一个良好近似． 尽管核里的质子互相排斥，但由 I 1/'"'-寸
于强大核力的作用，它们还是儿乎均匀地分布在核体 I • ., 
内的. . . I/ : 

假设有一个半径为 R并均匀地充满着电荷的球． Ir 

令 p 为每单位体积的电荷．再利用对称性的那些论点 图 5-8 高斯定律可用来求一个

假定场是径向的、并且在与球心等距的一切点上这个 均匀带电球体内的场

场的大小都相等． 要求得在与球心的距离为,,.处的场，我们取一个半径为 r(lf<R) 的球形

高斯面，如图 5-8 所示．从这个面出来的通量为
4;,,;,r1E. , 

` 

'··- . 
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在我们的高斯面内的电荷等于体积乘 p, 或

4 
3 

-:Jf'l'sp. 

应用高斯定律，可以推得场的大小由下式给出I.'.

E==立('f'<R).
选。

你可以看到，这一公式对千 1/'=R 也会给出恰当的结果．
外．，

(5.7) 

电场与半径座蓝些，并沿径向指向
,, 

, 

刚才对于一个均匀带电球体所提供的论据，也可应用于一个带电薄球壳上． 假定场是
处处径向的并且具有球对称性，那便可以立即从高斯定律获得在球壳外的场是与一个点电
荷的场相似，而诠球壳内的场则处处为零．（在球壳内的高斯面将不会含有电荷．）

鲁

-- §5-8 点电荷之场是否恰好是 l/r2r

如果对球壳内的场发包会等千零这一点更详细地审查一下，我们就能更加清楚地看出，
高斯定律之所以成立只是由于库仑力恰好依赖于距离的平方．考虑一个均匀带电球壳里
面的任一点 P, 想象出一，个以 P 为顶点的小锥形伸展
至该球面上，在那里它割出了一个小面积 4气，如图
5--9 所示．＂，一个从P的对面发散出去的完全对称锥
形，将会从球面割出一个面积 4勺．如果从P至这两
个小面积元的距离分别为r1 和＂，那么它们的面积
比率便是

如2 rl 
互＝、百'

（对于在球面内的任一点P,你可以用几何学来证明这

一点）．

如果球面是均匀带电的，则在每一面元上的电荷

..dq 就应正比于各面积，因而

" 

'• 

, 

` 
•• 

乍

卢垒＝：生．
图 5-9 在带电球壳内的任一点

·p 处，场都等于零
. .·""'~1 .... 气．

于是库仑定律申述，由这两面元在 P 点上所产生的场其大小应形成比率：

春翌气．
这两个场恰好互相抵销．、由千面上所有各部分都可按此办法配成对，因此，在 P 点的总场就
应等于零．但你还可以看出，假如在库仑定律中i 的幕数不刚好等千2, 那就不会这样了．

高斯定律的正确性取决于库仑的反平方定律．若该力律不刚好是平方，则在一个均匀带
电球面内部的场恰恰等千零这一说法就不正确了．例如，要是力变化得迅速一些，比如象干
的反立方，那么较接近于球内某一点的那部分面积将产生一个比起那较远部分面积所产生
的更大的场，结果就会形成一个对于正的面电荷来说是径向的、且是指向内的场．这些结论
提示了一个检验反平方定律是否正确的优越办法． 这就是，仅仅需要去确定在一个均匀带
电球壳里的场是否恰恰是零．
幸而这样一种方法确实存在．通常要量度一个物理量至高准确度是很困难的一一要求

、名
'

.. 
~j 
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`, 
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准确度达百分之一可能不太困难，但比如要量度库仑定律达到十亿分之一的准确度，那又该

怎么着手呢？用目前所能达到的最优良技术以量度两带电物体间的库仑左，要达到这样的

准确度几乎肯定是不可能的．但通过测定在一个带电球面内部的电场会少工某一数值，我

(al 

带电的
空球壳

绝缘体

(b) • 

. 
们却能对高斯定律的正确性作出一个高度准确的测

量，而这也是对库仑定律的反平方依存关系的测量．

实际上，人们所做的就是将具体力律与一理想的反平

方力律作些堑．对于彼此相等或几乎相等的两事件的

这种比较，往往是最精密的物理测量的基础．

我们将怎样来观察一个带电球面内的场呢？一种

方法是，拿一物体与一球形导体的内部接触而试图使

之带电． 你知道，如果用一个小金属球接触到一个带

电物体，然后将它同一静电计接触，该静电计就会带

电，其指针将离开零点，如图 5-lO(a) 所示．小球检了

一些电荷是由于在该带电球壳外面存在电场，而这电

场又会驱使电荷跑至（或跑出）小球．你如果将小球接

触该带电球壳内部来做这同一实验，则将发现并没有
-_-_一－

配 5-10 在一个闭合的导休壳内电场为零 什么电荷会被带至静电计上． 用这样一个实验，你就

可以容易证明：在内部的场至多是外场的百分之儿，因而高斯定律至少是近似地正确．

似乎是本杰明·富兰克林(Benjamin Franklin)最早注意到导体壳之内场为零的．他对

这一结果似乎觉得奇怪． 当他把观察结果报告给普里斯特雷 (Priestley) 时，后者建议可能

与反平方规律有关，因为当时已知道一个物质球壳不会在其内部产生引力场． 但一直到了

十八年后，库仑才测量出那个反平方的依存关系，而高斯定律出现就更晚了．

高斯定律曾被这祥小心地加以检查，即安放一静电计于一个大球壳中，观察当用高压使

球壳带电时静电计是否会发生偏转．但结果总是否定的．若知道该仪器的几何尺寸以及静

电计的灵敏度，便可算出能被观察到的最小的场． 从这一个数字就可以对幕数与 2 的歧离

求得一个上限．如果把静电力写成依赖于 ,,.-2+-, 则我们便能置一上限于 e 上．通过这一办

法，麦克斯韦曾测定了 e 小于 1/10, 000. 这个实验千 1936 年由普林普顿(Plimp切n)和劳顿

(Laughton)两人重新做过并加以改进． 他们找出该库仑幕数与 2 的差异小于十亿分之一．

现在，由此又可提出一个有趣问题：在各种不同情况下，我们是否知道这库仑定律有多
准确呢？刚才所描述的实验量度了在几十厘米的距离上关于场对距离的依存关系．但对于

原子内部的距离－—－比如在氢原子中，我们相信那里的电子受核的吸引也是按这同一反平

方定律的一一－又究竟如何呢？诚然，关于电子行为的力学部分必须运用量子力学，但力依然

是寻常的电力．在对此问题用公式来表示时，我们必须懂得电子的势能为它与核距离的函

数，而库仑定律就会给出与距离的一次幕成反比的势能．对于这么小的距离来说，这幕数会
准确到什么程度呢？作为 1947 年由兰姆(Lamb)和卢索福(Rethe寸ord)对氢的能级的相对

位置进行极为仔细的测量的结果，我们知道：在这种原子尺度上一—也即在一埃(10-8 厘米）

数量级的距离上一一该幕指数也准确到十亿分之一．

兰姆－卢索福这一测量的准确性所以成为可能，又是由千一次物理”偶发事件”．氢原子

的两个态被指望具有几乎相等的能量， g覂势能是严格随 1/门而变化的． 这个十分微小的

~｀、.. -· 勺- .... . ---- . -··----- . 
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能量塾型是通过测量从一态至另一态的跃迁时所发射或吸收的光子的频率 ru, 应用能差
丛＝加，测出来的． 计算的结果表明：假如在力律 1;,,.:1 中的 2 会有十亿分之一那么大的

误差，则 LJE 会显著地与观察到的结果不同．

这同一幕指翍对更短的距离是否仍然正确？从核物理中的测量发现：在典型的核距离

约 10-1s 厘米一—上电力仍然存在，而这种电力仍近似地与距离的平方成反比． 将在

以后某一章中看到一些例证．我们知道，在 10-:-18 厘米距离的数量级上，库仑定律至少在某
种程度上仍然是有效的．

对千 10-u 厘米的距离又如何呢？这一范围可以通过用十分高能的电子对质子碰撞而

加以研究，并观察电子是如何被散射的．迄今所得到的结果似乎指出，该定律在这种距离上

失败了． 电力在短于 10丑厘米的距离上，似乎显得比预期的要弱十倍．现在，可能有两种
解释其一，是库仑定律在这样小的距离上已失效；另一种可能解释，则是我们的客体
电子和质子—一并不是点电荷．也许电子或质子，或两者，都是一片涂斑．大多数物理学家

倾向于认为质子的电荷是涂斑式的．我们知道，质子与介子反应十分强烈．这暗示一个质

子时时会作为一个中子被一个矿介子所包围而存在．象这样一个组态就该一一在平均上

表现如同一个带正电的小球．我们知道，起因于一个荷电球体之场并非按 1;,,.1 一直变

化至球心的．质子的电荷很可能就是涂斑式的．但关于介子的理论仍然很不完整，所以库
仑定律在极小距离上失效也有可能．这一问题仍然未确定．

还有一点：反平方定律在象一米和 10-10 米的距离上都有效；但系数 1/4农o 是否也都

相同呢？答案是肯定的；至少达到兆分之十五的准确度．

现在，我们回到在上面谈及对高斯定律的验证时曾被忽视的一件重要事情上来． 你可
能还不晓得麦克斯韦或普林普顿和劳顿的实验怎么会得到那么准确的结果，除非他们所用

的球形导体是一个十分完美的球壳． 十亿分之一准确度的成果确实是个辉煌成就，而你也
许要问他们能否做成那么精密的一个球壳．任何一个实际球体都肯定会有一些徽小的不规

则性，而如果有了不规则性，还不会在球内产生出一些场来吗？现在我们想要证明，并不需
要有一个完美的球壳． 事实上也能够证明，在廷姓形状的一个闭合导体壳中都不会有场存

在．换句话说，实验有赖于 1/rr', 而与面是球面却没有什么关系（用球面的原因是，假如库

仑定律有错，球面容易算出场垫全怎么样）．所以我们现在就来处理这一澡题．要证明这一
点，必须知道某些有关导电体的性质．

§S-9 孤立导体之场

导电体是含有许多“自由“电子的固体． 电子能够连材料中自由地跑来跑去，但却不能
离开其表面．在一块金属中会有那么多自由电子，使得任一电场都能使它们大量进行运动．

这样所建立的电子电流必须由外界能源来不断维持运动，或者由于这些电子对那个曾产生
了初始电场之濒放了电，终于不再有更多的电子发射出来，＇因而运动就停止了．在“静电,,,

情况下，我们并不考虑连续性电流源（以后学习静磁学时才将考虑到），所以电子仅仅继续

运动到它们自己安排使得在导体内部处处都产生零场时为止．（这通常是在一秒的小分数

里发生的．）假如还有任何场存在的话，这个场则应该会推动更多的电子运动，唯一的静电
解答就是场在导体内部处处都等于零．

现在考虑一个带电导体的包壅．（所谓“内部“我们指的就是全旦本身．）由于金属是导

I } 
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休，其内部的场就应为零，即势的陡度为零．这意思是说，中并不会逐点变化．每一导体是

一个等势区，而它的表面是一个等势面． 既然在一导电性材料中电场处处为零，则 E 的散

度也为零，并根据高斯定律在导体岂堕的电荷密度也一定会等千零．

如果在一导体中不可能有电荷，那它怎么还能够带电呢？当我们说某一导体”带电”时，
到底是指什么呢？电荷又该存在哪里？答案是：它们会落脚在导体的表面上，那里有强大

之力把它们保持住而不致离开一一它们并非完全“自由＂的． 今后，当我们学习固体物理时

将会懂得，在任一导体上的超额电荷平均都位于表面的一、二个原子层内．对千我们眼前的

目的来说，这样说就已经足够准确，即如果任何电荷被放上或放遮导体之内，它将聚集在表

面上；在导体内部完全没有电荷

我们也注意到，刚刚在导体表面外的电场应当与表面垂直，不可能有切向分盘．假如有

、·

- _- - - _-_ - -_- - -_ 

一个切向分量，电子就会退表面运动，没有任何力来阻止
它们．按另一种方式讲，我们知道，电场线总应当以直角

落在等势面上．

利用高斯定律，我们又可把刚好在导休外面的电场

同表面的局部电荷密度联系起来． 作为高斯面，我们取
高斯面 半在面内、半在面外的一个小柱形盒，如图丘11 所示．

Ez 一毛 对于 E 的总通量的贡献就只有来自导体外的那半边盒．
于是，贴近导体表面外的场就是

局部面电 在导体外
荷密度c

- - - - _-

图 5-11 紧贴导体表面的电场与局部

面电荷密度成正比

E=立，
e。

式中 C是座塑面电荷密度｀

(5.8) 

.' 

为什么在导体表面上的一片电荷所产生的场会不同于区区是一片电荷所产生的呢？换

句话说，为什么式(5.~)会两倍大于式(5.3) 呢？原因当然是，对千该导体我们并坴壁说过附

近没有“其他“电荷、事实上，应该会有一些电荷在促使导体里面的 E=O. 在表面P 点附近

的电荷的确会给出 E局鄙 =Cl'畔/2Eo 这样一个场千面内和面外的． 但在导体表面上的所有其

他电荷却“共同密谋“以产生一个在P点上大小等于 E局挪的附加场． 使得在内部的总场变

成零而外部的场则变成 2E局部 =u/Eo. , 

§5-10 导体空腔里之场

现在，我们转到一个中空容器—"""':"'.'导体内留有空腔－—一的问题．在全竖中既不存在场，

则在其中窐腔里又是怎样的呢？我们将证明：如果该空腔真是宝的，那就不管导体或该空腔

堕—比方说如图5-12 所示的那种形状－一－在其中总不会有场存在．考虑一个

高斯面，象图 5-12 中的＆它包围着该空腔，但还处处落在导电材料之内．在 S 上的任一处

场均为零，所以并没有通量会通过 S 面，因而在 S 面内的差电荷就应该等千零了． 对千一

个球壳来说，人们本可以从对称性方面论证在其内部不应该有电荷的．但对于一般情况，我

们就只能说在导体的内表面上正电荷与负电荷是等量的．即座堑其中一部分存在正的面电

荷而另一部分则存在负的面电荷，如图 5-12 所指出的那样． 高斯定律并不能排除这种情

况．．

-·-·- .. 
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当然，实际发生的情形就是这样任何在内表面上出现的异号等量电荷都必然会溜来渥

去以便互相聚会，从而完全抵消掉．我们可通过应用 E之环流始终等于零那一（静电学）定
律来证明，它们应该完完全全地抵消． 假设在内表面的某些噙械分土存在社荷，则我们知道，
在其他地方就该有与之数目相等丽符号相反的电荷. • - . . . 十y-;r-.,,.--;...:... 
那么任何E线就应从那些正电荷出发而终止于那些 + 飞么三,-
负电荷上（因为我们所考虑的只是在空腔里并没有自 乡矛~
由电荷的那种情况）．现在设想有这么一条回线凡它 ?, 
沿一条从某一正电荷至某一负电荷的力线跨越该空 ;/ 
腔，并经由导体回到原来的出发点（如图丘1~~示） . ·. +' 

沿这么一条力线从正电荷至负电荷所取的积分该不会
等于零．而经过金属里的积分则为零，因为E一o. 因
此，我们就应该有

枉·虹0???
但在静电场中，绕行任一闭合回线的 E之线积分总是

等于零的．因此在空腔里就不会有任何场，而在内表面上也不会有任何电荷．

令

应当仔细地注意我们所己作出的一个重要限制条件心上面我们总是说在一个“窑塑的
腔穴里”．但如果有某些电荷垫置于腔里的某些固定位置上——诸如被置在一个绝缘体上
或一个与该主导体绝缘了的小导体上一一那么腔里就迥坠有场．但此时这个腔已经不是
“空”的了．

我们已经证明了：如果一个空腔给导体完全包围住，则任何处堕的静止电荷分布都不
可能在其内部产生出任何场．这说明了通过将电学设备放在一个金属盒内就能把它们“屏

蔽“起来的原理．这同一些论据也可用来证明，在一导体闭合面堕堕的任何静电荷分布都不
会在其处堕产生出任何场． 屏蔽对双方都有效！ 在静电学中一一但并非在变化着的场中

一个闭合导体壳两边的场都完全互相独立．

现在你就明白，为什么以往在核对库仑定律时能够达到那么高的精密度． 所用空壳的
形状是无关重要的．并不需要有一个球形，立方的也满可以！如果高斯定律严格正确，则里
面的场始终为零． 现在你也明白，为什么坐在那百万伏范德格喇夫(van de Graa.ff) 起电机
的高压端之内可以安全无恙，并不必担心会受到电击一一这是由千高斯定律．

... ·.... 
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6 
在各种情况下的电场

§6一1 静电势方程组

本章将描述在几种不同情况下电场的行为．它将向我们提供有关电场表现方式的一些

经验，并将描述求解这种电场的某些数学方法．

首先我们要指出，全部数学问题在于解静电学的两个麦克斯韦方程：

V•E=...L. 
Eo' 

(6.1) 

VxE=O. (6.2) 

实际上，上述两方程也可合并成一个方程． 从第二个方程我们立即知道场是可以当作一个
标量的陡度来描述的（见§3-7):

E=-V中．

如果我们乐意，就可以用势中来完整地描写任一个特定电场．

中，便可得到中所应服从的微分方程

v. 邓=-L
句．

中陡度的散度与用 v• 对中进行运算的结果相同，则

护中 a:a中 a•4, 
V•V中 ='v2中=-+-+-

彻2 0y2 0zll• 

因此，我们便可将式(6.4) 写成

(6.3) 

将式(6.3)代入式(6.1)

(6.4) 

(6.5) 

西＝－七. ·. (6.6) 

算符 y'll称为拉普拉斯算符，而式(6.6)则称为泊松方程．从数学的观点看，静电学整个课题

只不过是学习这一方程(6.6) 的解．一旦中已由解方程(6.6)而得出，便可立即由式(6.3) 求

得 E.

我们将首先提出其中 p 为已知的 Z、 g、 z 函数的那种特殊类型问题． 在这种情况下问
题几乎是琐碎肤浅的，因为我们已知道式(6.6) 的一般解了．以前就曾证明过：若 p 在每点
上均为已知，则在点 (1)处的势就是

中(1)-J逵 (6.7)
4咚01'12 1 

式中 p(2) 和幼3 分别代表点 (2)上的电荷密度和体积元，而,,.”则为 (1) 与 (2)两点间的距

离．塾全方程(6.6) 的解已简化成一个遍及空间的畟生了．式(6.7)这种解应加以特别注

意，因为物理学中就有许多情况都会引导到如

Vll(某件东西）一（另一件东西）

这样一种方程，而式(6.7)便是这类问题解的典型．

这样，当所有电荷的位置都预先知道时，静电场问题的解就完全是直截了当的．让我们

·- .... . ... - - - --、- ---—-
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在下述几个例子中看看这是怎么回事吧！

§6-2 电偶极干 ` 

首先，取两个相距为 d 的点电荷 +'I 和一q. 令这两电荷的连线为 z 轴，并选取原点在

其中间，如图 6-1 所示．千是，应用式 (4.,24), 则来自这两电荷之势就是

中(z, g, z) --:.=:--[ ．一q

.✓ 巨气豆72)]乓记＋沪 .. I 「~..J..{d/9.'\l 仁上互詹,2 • 
] (6.8) 

我们不打算把电场的公式写出，，因一旦已有了势，就总可以把场算出来的．因此，我们已解
决了两电荷的问题. I z 
存在两电荷靠得非常近的一种重要特殊情况

即是说，我们所感兴趣的仅仅是在与该两电荷

的距离远比它们本身的间距为大的那些地方之场．

我们称这样的一对相互靠近的电荷为堡塾王．偶极
子是十分常见的．

例如，＂偶极“天线常用互相分开一小段距离的

两电荷来作近似一—如果我们不去过问太接近于天

线地方的场的话．（我们经常对千在天线里涯翌些电
荷感兴趣，但这里静电学方程组实际上已不适用了． 其

对于某些目的来说，那还是足够近似的．）
也许更重要的还是原子偶极子．在任何材料 图 6-1' 偶极子：十q和一q 两电荷相距为 a

中，如果有一电场存在，则电子和质子将感觉到方向相反之力并作相对移动．．你会记起，导
体中有些电子会移到表面上去，令使其中的场变为零．在绝缘体中，电子不能够移得很远，它

们将被核吸引回来．然而，它们的确会移动一点点的．因此，尽管一个原子或分子在一外加

电场中仍然保持中性，但它的正电荷和负电荷间总会出现一个十分微小间距，从而成为一个
微观的电偶极子．如果我们所感兴趣的乃是关于这些原子偶极子在寻常大小的物体附近之

场，那么，我们便是在与比起那些电荷对的间距大得多的距离，

I:! 正常地打交道了．
在某些分子中，即使没有外电场存在，电荷也还是有点分

开，这是由于分子的形状所致岁例如，在一水分子中，氧原子所
在处有净负电荷，而两个氢原子所在处则有净正电荷，它们并非
对称地排列着，而是如图 6-2 所示的那样． 尽管整个分干的电

荷为零，但却形成这样一种分布：在一方有稍为多一点的负电
荷而在另一方则有稍为多一点的正电荷．这种排列肯定不会象

两个点电荷那么简单，但从远处看时，这个系统就象一个偶极子那样动作了看正如稍后我们
便将见到的，在远距离处之场对于一些细节并不敏感，

那么，就让我们来看看，在一个小间距 d 上两异号电荷所产生的场吧！ 如果 d 变为零，

两电荷互相重迭，两势则互相抵消，因而也就没有场了．但如果它们并不恰好互相重迭，那
就可通过将式(6.8) 中各项（应用二项式展开法）展开成微小量 d 的一个幕级数，从而得到势

的一个优良近似．若仅仅保留到 d 的第一次幕，便可以写成

, . ., ,. 

P(x,r,,z) 

y 
-q 

" 

。

夕十

图 6-2 水分子辽众两个氢原
子各拥有稍为低于其份额的电子

云；氧原子则稍为多些

,,_月
....... 
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(z-告）2 尹－讥．
按如下写法很方便，即

吐＋扩＋泸＝代

因此 (z-½r +w2+护 ~.,.2一动一气1-兰），

和
1 1 1 攻l -1;2 

I 尸／乍,-、~" . • • "~, n~~/• , n、-=沁-7) . 
对于 [1-(记;r•)J 一1心，可再应用二项展开－一一并丢掉高于 d的第一次幕的那些高次幕项

我们便得
1 l zd 丑1+歹 7)-

同理，
` 

Ir ... , , 上., . ~. 9 叶(1分弓）．
. ~ 

这两项之差就给出了势

, 

1 伈， 'Y, 分 ~--r_t::- 古 qd. (6 .9) 

得到这个势，也就有了电场（那是势的微商），它们都会正比于 qd, 即电荷与间距的乘积．这

个积被定义为该两电荷的堡巠座，我们用符号 p(切包与动量混淆！）表示，即

式 (6.9)也可写成
p=qd. (6.10) 

中（亿， '!I, z) ,_上平， (6.11) 
4立0 ,,. 

因为 ~1户=cos 0, 其中 0是偶极子轴与指向（亿， Y, z) 点的矢径间所成之角一—见图 6-1. 在
与轴作成某一角度的方向上，偶极子之势按 1/产下降（但对千一个点电荷，则是按 1片下降

的）．于是偶极子的电场 E便会按 1/'l's 减弱．

畛 , p 如果定义一个大小为 p、方向是沿偶极子轴从 q_ 指向“
的矢量为 P, 我们可把上式写成矢量形式．这样，

•• 七

p 

oos 0 =p•erf P, (6 .12) 

、式中 er 为单位径向矢量（图 6-3). 我们也可用,.来代表(x,'Y,

分点．那么就有
偶极子势 忙
- - - -,、＿－

'''. 

中 ('1') 1 p心 1 P•f" 
图 e-a 电偶极子的矢量记法 一飞云;-;;-~广＝飞云；一下广·

这一公式对于具有任何指向和位置的偶极子都适用，如果干代表从偶极子至感兴趣之点的
矢量的话．

若想要得到电偶极子的电场，便可通过取中的陡度而获得．例如，场的 2 分量为
-o扣／也对于一个沿 z 轴指向的电偶极子，我们可以引用式 (6.9):

(6.13) 

－譬＝－志习H卡）＝－志式左号），
或 ., 

巫＝－
4农o

800s20-l, 
r 3 

. (6.14) 

'- - c·_ 
~ 江... . . .• 今-- - --- ---
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........ 

亿分最和 g分量则分别为： , 
, ! .. 

E. 勹士亏-; - E11=亡号·
这两分量还可合成一个覂直千 2 轴的分量，我们将

称之为横向分量 Eu

` 

' 
` 

Ei=-... 况可可=.-1!.一鸟歹
4咚0 r. 

E 兄

或
'. - -

- E1. .''P , 3oos0sin0 
4~Eo'r3 (6.W) 

这横向分量 E1. 落在叨平面上，而且又是从偶极子
塾起直指向外的．总场当然是

、·.

, 

E-三． 图 6-4 偶极子的电场 , 

偶极子场与距离的立方成反比．在轴上，即当 0=0 时，它比在 0=90° 处要强两倍．在
这两个特殊角度上电场仅有多分量，但在这两处场的符号却相反（图妒4).

',~ ~、.·.
••• . I • - .' 、气、'.. ·. 

§6-3. 矢量方程述评

到此我们来对矢量分析作个.;__般性评价挺合适． 那些基本证明，可用一些具有普遍形
式的优美方程式来表达．但在进行各种计算和分析时，以某种方便方式去选择坐标轴，总
是个好主意．这里要注意，刚才在找出偶极子之势时，我们曾选择了 Z 轴沿着偶极子方向，

而不是在某一任意角度上． 这使工作容易做得多． 可是后来我们祠又把方程写成矢量形
！于任何一个特定的坐标系．此后，就可以随，心所欲地选择任意一个g

标系了，因为已知道该关系式是普遍正确的．对于某一特定问题，当能够选取一个简洁的坐
标系时一一只要最后结果还能表达成一个矢量方程——还去烦神用一个在某一复杂角度上
的任意坐标系，显然毫无意义．因此，务必利用矢黛方程式与任一坐标系无关的这一事实．

另一方面，如果你正在试图算出一个矢量的散度，而不仅是对 V•E望一望就猜测它是
什么，那便不要忘记它总是可以展开成下式的： ` \ . 

．鸟＋鸟＋鸟，'~
彻 "O,Y 、 oz.

这时，你若能算出电场的比、g和z 各分量并对之微仇那你就会得到干介散度了；往往似乎

有这样一种感觉若将各分量写出，就会存在某种不太优美的－—-牵涉到某种失败一一的

东西；不管怎样，一切事情都总会有办法用矢量算符做出．但这种想法往往没有什么好处．

当初次碰到一个特殊问题时』写出分量以便保证对过程的了解，那是有帮助的．把数字代入
方程之内并不见得不优美，而用微商代替某些悦目符号也未必不文雅．实际上，具体写出分
量来这一件事情就往往是一种智慧．当然，当你在专业杂志上刊登文章时，如果你能把一切

东西都写成矢量形式，那将会美观些—一而也更易于理解．此外，还节省了一些篇幅．

§6-4 用陡度表示的耦极子势"; . i . . . . ~ 

关于偶极子公式 (6.13), 我们愿意指出一件相当愉快的事情．该势也可写成

，中
1 t· ·\•·, =-p•V - . 知。 (f")·, . l'.: 心 t C6.16) 

; 

金呵 气七. • 

~
~
＼
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，
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~
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如果你算出 1/门的陡度，你便可以得到

v(主）＝弓长－号
而式(6 .16) 与(6.13)就彼此相同了．

怎么会想到这一点呢？我们刚刚记起， er/'1'3 出

现在有关点电荷的场公式中，而场又是那具有 1/r
一一一＿

依存关系的势的陡度．-_-_ 

之所以能够将偶极子势写成式(6.16) 的那种形

式，有其堑壅原因． 假设有一个位于原点处的点电

荷 q, 则在 P(元， 'Y, 分点上的势为

如＝尘,,. 
（让我们在作这些论证时丢下 1/4兀句，最后还是可以

图 6-!5 来自原点顶上＆处一个点电荷在 再插进去的．）现在若把电荷 +q 向上移一个距离
P点上之势等于来自原点处同一电荷在 P' 血，那么在 P 点上之势就将改变一点点，比如说

点（比上点低下&-)上之势 4九．这 4扣有多大呢？唉呀！ 这恰好就是：假如

让电荷留在原点上不动，而将 P迥工移过同一距离心，电势笆全改变的数量（图 6-5). 也

就是说，

z 

` 

y 

岭＋＝－譬立，
式中上指的是与 d/2 相同的间距．因此，引用中o=q/,r, 我们就有该正电荷之势

仁十子－去(-;=-)李
对于该负电荷，应用同种推理可写出

中一一子＋卡（子）李
总电势等于 (6.17) 与 (6.18)两式之和：

(6.17) 

(6 .18) 

(6.19) 

对于其他指向的偶极千，可以将正电荷的位移表达为山飞．然后，我们应该把式(6.17)

写成

必+=-V中o• 山飞，

式中 4九以后又要用 d/2 代替． 和上面一样，在完成了推导过程之后，式 (6.19)就应该变
成

这与式(6.16)正好相同，如果我们代入 qd-=p, 并插进 1/4霖o 的话．按另一种方式来看，我
们见到偶极子之势，即式(6.13), 可以解释为

中=--p•V<P。, (6.20) 

其中 O。一 1/4立o'I" 仍是一塾堂点电荷之势．

尽管对一已知的电荷分布，我们总能够通过积分以求得势，但有时却可运用一点聪明才

- - -- - - -、 一 ~ ~ 户 - -- --、~ 八一
-令－－－
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智来获得答案，以便节省时间． 例如，我们经常可利用迭加原理． 如果有这样一个电荷分

布，它是由两个各已知道了电势的电荷分布构成的，那么只要将所知的两个势相加起来就能

很容易地找到所需之势．这方面的一

个例子是关千式(6.20) 的推导，另一

个例子则如下述．

假定有一个球面，其表面电荷的 \+ 

分布随极角的余弦而变化．对这么一 二芒：一一一\二...-:::::.. __、一
个分布的积分是相当庥烦的．可是令 (a) + (b) 一 (c) 

人惊奇，这样的一个分布却可通过迭 图 6-8 两个均匀带电球体互相车队彼此间有一叙小
加原理来加以分析试设想有一个带 位移，便相当于表面电荷的非均匀分布

着均匀正电荷迕密度的球体，而另一个球体则带有相等的均匀体密度的负电荷，它们原来就

是互相迭合，形成一个中性一一也就是不带电－~的球体．然后，若该带正电球体相对于那
带负电的球体稍为移位，则不带电的那部分球体仍将保持中性，但有一小量正电荷会出现在
一边，而一小量负电荷则出现在另一边，如图 6-6 所示．若两球的相对位移很小，则净电荷
相当于（在一个球面上的）面电荷，而该面电荷密度又将与极角的余弦成正比．

现在，如果我们要得到来自这一个分布之势，则不必去做出积分．因为我们已懂得了来
自每一个荷电球体之势—一对于在球外之点一与来自一个点电荷之势相同．该两个经过
了移位后之球与两个点电荷相似；其势恰好就是一个电偶极子之势. I 

用这样的方法，你可以证明：在一个半径为 0的球面上具有面电荷密度为

'''. " .' 
+ 

+ 
+ _ 

_ _ 
+ 妒 - - -.. _ 

o--uooosO 

的那一种电荷分布，将会在球外产生一个恰好是偶极矩为

'P 
4立了。a• . 

3 

的那一个偶极子之场．也能够证明：在该球面内之电场仍是一常数，其值为

E=~ 
＆。．

若 0 代表从正 Z 轴量起之角，则在球内的电场都会沿奂 2 方向． 我们刚才所考虑的这个例
子并不象它表面看来那么带人为性．以后将在电介质理论中再次碰到它．

＂只5 任意电荷分布的侵极子近似

偶极子场还出现在另一个既有趣而又重要的场合中．假设有一个带着复杂电荷分布的
物体一一－象水分子（图 6-2)那样一~ 即将证明，对于比

起物体尺寸要大的距离有可能找到一个恰当的关于场的相对简单表式．

我们可将该物体设想成是在某一有限区域里的一群点电荷 q,, 如图 6-7 所示．（以后若

我们愿意还可以用 pdY来代替 g,.,) 令每一电荷 q-,被置在距离原点（选取在该群电荷中间
的某处）的位移为 d, 的地方．在一个位于距离为丑而R远大于最大的 d,值的 P 点处之
势究竟如何呢？来自整个电荷群之势由下式给出：

中一亡汗令
式中,.,是从P点至电荷q, 的距离（即矢量 R-d, 的长度）．

、、

(6.21) 

现在，如果这些电荷至观察点

．酝. ···-······ 寸.
.... 

哼气I,•·, 习.,
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P 的距离很大，则每个,,., 都可以用 R 来作近似．每一项就都变成 qi/R, 从而可将 1/R 取出

作为在求和符号前的一个因数．这

p 将向我们提供一个简便的结果

护县分~q.=,!l,.,,.
(6.22) 

式中， Q 恰好就是整个物体的总电

荷． 这样，我们就找出了：对距任

一堆电荷足够远的各点上来看，该

堆电荷就象一个点电荷似的．这一

结果并不太令人惊异．

但若有等量的正电荷和氛电荷又该怎么样呢？此时物体的总电荷Q为零．这并不是一

种罕见的情况．事实上，正如你们所知道的，物体往往具有电中性．水分子就是电中性的，

但其中诸电荷并非完全落在同一点上，因而若站得足够近，就应能见到那些分开着的电荷

的某些效应． 对于来自电中性物体中一个任意电荷分布之势，我们需要一个比起式(6.22)

来还要好的近似式．式(6.21)仍然是准确的，不过不能再只是令午,-R. 我们需要一个更准

确的 '1'1 表达式．如果 P 点是在遥远距离上， '1'1 与 B 的差异可以通过 d 在 R上的投影而得

到一个良好近似，正如从图 6-7 就可以看得出来的．（你应该设想，实际上 P 比图上所示的

还要遥远得多．）换句话说，若 e, 是在 R 方向上的单位矢量，则我们对于千｀的第二次近似

便是

+0 
+0 

o-

民 6-7 一群点电荷在一遥远点 P 处产生之势的计算

们~B...,...dt•e,..

我们所真正需要的乃是 1/rt, 由于 d芯R, 对我们的近似程度来说， 1/们就可写成

:' (6.28) 

上~_!_(1+红）
If",. R R . 

以此代入式(6.21) 中，便可得到势

" . 

.< 

(6.24) 
l 

护奇（＄心｀爷＋…）. . . . .(6'.2q) 

上式中最后三点代表我们已略去的有关 d/丑的较高次项． 这些项，再加上已获得的那些，
就是 1凡在 1/R 附近以 d./R 的幕展开的泰勒级数中的相继的项．

式(6.25) 中的第一项，就是我们曾在上，而获得了的；如果物体具有电中性，这一项则取
消了．第二项依赖于 1/庄，正如偶极子那种情况．事实上，如果我们足必

p =~qµ, . (6.26) 

作为该电荷分布的一种特性，那么势(6.25) 的第二项便是

中, 1 p•er 
4咋。 R,2 • (6.27) 

这恰好就是一个偶极子势． p 这个量称为该分布的电偶极矩． 它是对我们以前的定义的推
广，而在两个点电荷的特殊情况下，它才简化成以前那样~ . 

上述结果是：若距离整体是电中性的佳二堆电荷足够远，势就是一偶极子势． 它随着
1/矿递降，并跟着 oos0 变化一—而其强度还有赖于该电荷分布的偶极矩．正是由于这些
缘故，偶极子场才那么重要因为一对点电荷的那种简单情况是极为罕见的"'

....... 
·····、·-- . ·-·-

一-、-- --- -
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例如，水分子就有相当强的偶极矩． 由于这偶极矩而产生的电场导致了水的某些重要

性质．在许多种分子，诸如oo., 电由于分子结构的对称性使得其偶极矩为零． 因此，对于

这些我们理应展开得更为准确些，得到在势中那个随 1;,,.s 递降之项，而这称为四极子势．对

于这些情况我们将在以后讨论．

§6-6 带电导体群之场

我们利用上述一些实例，现在就已完成了我们希望涉及的从一开始就知道了电荷分布

的那些情况．那是一种不太复杂的问题，至多只牵涉到某些积分．现在，我们将转到一类全

新的问题，即对带电导体附近之场的确定．
假设有一总电荷 Q置于一任意导体之上．在这种情况下，将不能够确切地指明电荷的

位置分布．它们将以某种方式分散在该导体表面上．我们怎能知道电荷是如何分布于其上
的呢？它们必须把自己分布得使该表面之势是一常数．假如该面不是一个等势面，则在导
体里面便会有电场，而电荷就不得不继续走动直到电场变为零． 这一类普遍问题可以按下
述的方法得到解决．我们先猜测有某一电荷分布而算出了势．若所算出之势在该表面上处
处是常数，则问题便算了结．如果该表面不是一个等势面，那就说明我们对电荷分布所作的
猜测有误．应该再进行猜测一一希望得到一个有所改善的猜测！这一过程可以不断地继续
下去，除非我们对逐步猜测已经足够明智了．

对于如何对分布作出猜测的问题在数学上相当困难． 当然，大自然自有其完成此事的
时间．电荷推来挽去直到它们互相平衡为止．然而，当我们试图求解该问题时，要作出一次
尝试就得花那么长的时间，使得这办法十分繁冗．若有任意一群导体和任意电荷，这一问题

可能变得十分复杂．一般说来，如果没有-套苦心经营的数字方法就无从加以解决｀目前，
这一类的数字计算是由计算机来完成的，它能为我们代劳，只要先告诉它怎样去进行计算就
行．

另一方面，有许多琐碎的实用情况，如果只凭某种更直接方法——不必为计算机编出程
序一就能够找到答案，那该多么美妙．幸而，有若千种场合，其答案可以利用这个或那个
巧计从大自然中逼挤出来而获得． 我们将要描述的第一个巧计就是涉及利用一些解答，这
些解答是我们以前曾对各电荷的位置都已被规定了的那些情况获得的．

§6-7 镜，象法

比方说，我们以前就曾经解决过两个点电荷之场． 图 6-8 显示第五章中通过计算而获

得的某些场线和等势面． 现在考虑标明为 A 的那个等势面． 假设我们造成一个其形状恰
巧与这个面吻合的金属薄片． 若把它准确地安放在该面上并调整其势至该恰当数值，那就

没有谁能够知道它是放在那里了，因为一切都不会改变．
可是要注意！实际上我们已经解决了一个新的问题．我们有这么一种情况：一块给定

了势的曲面导体放在一个点电荷附近．如果将其放置在该等势面上的金属片最终能自行闭

合（或实际上伸展得足够远），那么就有一种在 §o-10 中曾考虑过的那样情况，其中空间被

分隔成两个区，其一是在闭合导体壳之内，另一则在其外．我们在那里已经查明了这两个

区域里之场是互为独立的． 因而不管里面是怎么样，在导体外面我们该有同一种场．我们

甚至可以用导电材料来填充整个内部．因此，就已找到了图 6-9 那种布置之场．在导体外

? / 、··~·-·心心、心··••
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图 8-8 两个点电荷的场线和等势酌

图 8-9 在一个形状象图 6-8 中的

等势面 A 的导体之外的电场

部的空间里，场同图 6-8 中所示的两个点电荷之场一样．在导体内部，场等于零．并且
正该如此一—刚好在导体外侧的电场会与该面正交．
这样，我们便能通过计算 q 以及在适当位置上一个想象的点电荷 -q 所产生之场来算

出图 6-9 中之场了．那个我们“想象”其存在于导体后面的点电荷称为鱼座苞．
从书本中你可以找到有关双曲面形导体，以及其他形状复杂的东西的各种解答的长长

表列，因而会觉得奇怪，怎么有人竟解决了这些可怕形状．原来他们是倒过来解决的！有人

对某些给定电荷的一个简单问题解决了．然后，他看到有某一个等势面表现出新的形状，于
是就写出一篇论文，指明在该特定面形之外的场可以按某一方式来加以描述．

§6-S 导电平面附近的点电荷

作为这种方法最简单的应用之一，让我们利用图 6-8 中的等势面 B. 有了它，便能解决
在一块导电板面前放置一个电荷的那种问题．我们只须勾消该图左边的一半．有关这一解

答之场示如图 6-10. 注意该平面，由于是在两电荷之中间，所以具有零势．这样，我们就解

决了在一接地的导电板附近有一个正电荷的问题．

整个电场至今已告解决，但那些应对场负责的甚垄电荷究竟是怎样的呢？除了这个正
号点电荷之外，还会受到该正电荷（在老远处）所吸引而出现千导电板上的那些感生负电荷．
现在，假定由于某种技术原因一一或出自好奇心——你想知道那些负电荷在该表面上是怎
样分布的． 那你可以通过利用我们在§丘6 中由高斯定律所算出的结果来找出该面电荷密

度贴近导体外面的电场法向分量就等千面电荷密度c 除以和．可以通过由在表面上的电

场法向分量倒过来计算，以获得在表面任一点上的电荷密度．我们总会把它弄清楚的，因为
已知道了到处之场．

考虑板面上这么一点，它与正对着正电荷的那一点距离为 p(图 6-10). 在这一点上的
电场会垂直指向该表面．来自该呈电荷之场其法向分量为

E.+ 
1' aq 

一一飞石 (a乓pll)切2 • 
、 (6.28)

对此还必须加上由那个负的象电荷而来的电场．这不过使该法向分量加倍（并抵消了所有
其他之场），因而在该表面任一点上的电荷密度 6就是

u(p) =E。E(p)=- A 
2aq 

— 1_:,, ll\~,ll• (6.29) 
' 

. - •• 产，、.. .• ..•. . .. - . . 垒
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图 8-10 由镜象法求得的在一导电平面附近的一个电荷之场
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对上述结果的一种有趣核对，仍是遍及整个面对6进行积分． 终于会找出总感生电荷
为 -q, 理应如此．

还有另一个问题是否有力作用于该点电荷？有的，因为有来自板上的感生负面电荷

的吸引力．现在我们已知道面电荷的分布（式 6.2~). 本来就可通过积分算出对该正点电荷

所作用之力． 但我们也知道，施于该正电荷上之力座望与用一负象电荷来代替那块平板所
作用之力恰好相同，因为在正电荷附近之场在这两种情况下都相同．该点电荷会感到一个
指向板面而其大小为 t 勹

女、 F=上工－
知Eo (边）2

之力．这样，比起遍及所有负电荷取积分而找到力，要容易得多．

(6.30) 
` 

§~-9 导电球休附近的点电荷神

除了平面以外，还有哪些面会有简单解的呢？第二种最简单的形状是球．如图 6-丑所

示，在一金属球附近有一个点电荷 g, 让我们来找出在该球体周围之场．现在，一定要寻找

一个会给出球面作为其等势面的那种简单物理情况．如果遍寻人们已经解决了的那些问

题，就会发现，有人已曾注意到两个丕想壁的电荷之场会有一个球形的等势面．啊哈！如果

选择那个象电荷的位置一一并拿出一个适量的电荷来—一．那么也许就能使一个等势面符合

我们的球面．事实上，的确可以用下述方法来做到这一点．

假设你所希望有的是这样一个等势面：半径为”而其中心与电荷 q 相距为 b 的球面．
试放置一个大小为 q'= -q(-a/b) 的象电荷于该真实电荷与球心的连线上，与球心的距离为

all/b 这样球面就将会有零势．

^ 产. ••. ···-· • 心妇嘈~
~. 
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数学方面的理由仍在于：球而是与两固定点的距离始终保持一不变比率的所有各点的

轨迹参考图 6-11, 在 P 点上由 q 与矿所产生之势正比于

且－＋立一．
lf'1 If', 

于是，此势就将在下述一切点上为零

、
。

q'• -下q
` 止=-...!L 或立＝－止．

心 lf'1'1'1 fJ. 

~ 

如果我们把 q' 置于距离球心为矿/b 的一点上，那么

比率心／们就有一常数值叫b. 因此，若
-•--

图 6-11 点电荷 q 在一个接地的导电球体上
惑生了电荷，这些电荷之场就是被置在图中所
示那一点上的一个象电荷 d 所产生的

q'a 
=- q b' 

(6.31) 

球面便是一等势面了．事实上，它的势为零．

如果我们感兴趣的倒是一个不处于零势的球，情况又会怎么样呢？原来只有在其总电
荷碰巧等于 q' 时才会有零势． 当然，如果球是接地的，则在其上面所感生的电荷就恰好是
那样．但如果它是被绝缘的，并且不带任何电荷，那又会怎么样呢？或者就只有一个王指定
等于零的势呢？所有这些问题都是易于解决的．我们总可以加一个点电荷 q" 于球心上．通

过迭加，该球面就仍保持为一等势面，只是势的大小将会改变罢了．

比方，若有一个原来并没有带电而且与其他任何东西都绝了缘的导电球，并将一个正的
点电荷 q 带至其附近，那么球的总电荷仍将保持为零． 如前，解将通过用一个象电荷 q' 而

找到，但除此之外还应加上一个电荷 q" 于球心上，选取

q"= -q'气~q_ (6.32} 

在球外每一处之场由 q、 q' 与 q" 诸电荷之场的总和给出．问题就这样解决了．

现在我们能够看到，将有一吸引力存在千球与点电荷 q 之间．尽管在中性球上没有电

荷，力仍不会等于零的．这吸引力来自何处呢？当你把一正电荷带到一导电球外面时，该

正电荷会把负电荷吸引到较近于其本身的一边而留下正电荷在较远的另一边．受负电荷吸

引之力会大千受正电荷排斥之力；因而就有一净吸引力了．可以通过计算算出在矿和 q" 所

产生之场中作用于 q 上之力，而找出该吸引力有多大． 总力等于这两者之和： q 与置在

b-(吐/b) 距离上的电荷 q'- 一 (a/b)q 之间的吸引力，以及 q 与置在 b 距离上的电荷

q" = + (a/b)q 之间的排斥力．
那些曾在童年时代对一个发酵粉盒上的商标里画上一个发酵粉盒，而在此盒的商标里

又画上另一个发酵粉盒...感到爽心悦目的人可能对下述问题感兴趣． 两个相等的球，一个

带有总电荷 +Q, 而另一个带有总电荷 -Q, 被置在某一距离上．它们间的互作用力有多大

呢？这问题可以用无限个象电荷来解决．最初人们用在每一球心上的电荷来作近似．这些

电荷将在另一个球中有其象电荷．这些象电荷又有其象电荷，如此等等．这个解就很象那

发酵粉盒上的图画似的－一一收敛得相当快．

, · · §6-10 电容器与平行极板

现在，我们提出另一类牵涉到导体的问题．考虑两块大的金属板，彼此互相平行并相隔

一个比每块宽度小得多的距离．而且，假定各带有等量异号电荷．这样，每一板上的电荷将

｀｀气- -· 乒-· - . . - .... . 
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被另一板上的电荷所吸引，而这些电荷都将均匀地散布于板内侧表面上．

电荷密度十C和一u, 如图 6-12 所示．从第五章我们

知道两板间之场为 U/E。，而在两板外面之场则为零．
-+er. 

己啬,. .r 

两板将有不同之势中和妇为了方便起见，我们将称 已r-
这差值为 .V,-' 它常叫作“电压,,' '' 

,· cf,,. 一心一干．
图 6-12

（你将会知道，有时人们要用 V当作电势，但我们对于电势却选用了中）、

势差 V乃是单位电荷从亡极板移至另一极板之功，因而

V=_Ed=立~d:::­(i 
Q, 

• E。 ~oA

式中士Q 为每板上的电荷，4 为板的面积；而 d为两板间距．

我们发现电压与电荷成正比． 象这种V与 Q之间的正比性，对千在空间中，一个带正

电而另一个带等量负电的任何两个导体都是正确的．它们间的势差......._也就是电压一—将

与电荷成正比．（我们假定没有其他电荷在其周围.) . 

为什么会有这一种正比性呢？这只不过是迭加原理在起作用．假定已知道对某一组电

荷之解，然后又把这样的两个解迭加起来；电荷已是双倍，场也是双倍了，因此，将单位电荷
从一点移至另一点所作之功也是双倍． 因此广在任何两点之间的势差就会正比于电荷．特

别是，在该两导体之间的势差，会正比于存在其上的电荷． 当初有人把这个正比性倒过来

写．也就是说，他们写成

.'.'; ,,Q=OV-,''<:'. 

式中 O是一常数．这个比例常数叫做电容，而这一种两导体系统则叫做电容器管．对于我们.--'------ 
的平行板电容器来说，

百才 ·l• 亡

0=竺生（平行板）．
1 , , <l.' 

l~, .. l;.\i.:aJ.,L, : ·.. • 这个公式并非严格准确，因为场在两板之间不

'I 1·-ti 是真正处处均匀，如上面所假定那样的． 并非刚好

.• ·u山山山， 在边缘处场就突然消失，而实际上仍更象图 6-13 所

盲:,t,t 11111 ll I I 示的那种情形．总电荷刁象我们所假定的为心
·•'I I•,~ 从心尽 而是对于边缘效应有一个小小修正｀要求得这修

I -··• ·1 正，我们得更准廓地算出场并找出在边缘处究竟发
生了什么．，然而，这是-个复杂的数学问题，只能用

.、、叶－－七 , . 我们现在还不便加以描述的技巧来加以解决．这种
，图 6-13 在两平行板边缘附近的电场 计算的结果表明，接近两极板边缘处电荷密度会比

中间稍为高些．［对于电容的一个很虷近似是这样获得的：若我们采用式(6.34), 则对于其
中之 A应该采用如同两板各己人为地延伸8/8倍板间距离那样所塾有的．）

我们仅仅谈及了关于两导体的电容．有时入们会谈到一个单独物体的电容． 比方，他
. I'已'''.'

．有人认为电容 "capacitance'》和电容器 "capacitc,r'~这两个较新名词应分别代替电容 "capa咄y"和电容器 "con-
den妞“那两个词。我们决定采用那较古老的一套名称，因为在物理实验室中一一即使不是在书本里-这套旧名
称仍较普遍听到．

两板将分别拥有

面积-.A

c~ 

一.__)._ l• 
已!::;

平行板电容器

71 
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, 

们会说，一个半径为＂的球体有 4立四的电容．他们把另一极设想为是一个半径元限大的球

即当有一电荷 +Q 放在球面上时，相反的电荷 -Q 则在一个无限大的球面上．人们也

可以谈论当有三个或更多个导体时的电容，然而关于这方面的讨论我们将要推迟．

假设我们希望有一个电容很大的电容器．那就可以通过取极大面积但间距极小而获

得． 我们尽可以将浸过蜡的纸片夹在铝质薄膜之间而卷起来． （如果把它密封在一个塑料

盒中，那就会形成一个典型的无线电方面用的电容器了．）它有什么好处呢？好处在千能贮

存电荷．比方，若我们试图把电荷贮存在一个球面上，则当它充电时电势会升高得很快．这

电势甚至可能高达使电荷开始通过火花而向空气逃逸出去的那种程度． 可是，若我们把等

量电荷放在一个电容十分大的电容器上，则跨越电容器间所形成的电压仍相当小．

在电路的许多种应用中，凡能吸收或释放大量电荷而又不会怎样改变其电势的东西都

是有用的．而这正是电容器的特长．在电子学仪器以及计算机中，电容器还有许多种应川．

其中，有的被用来响应电荷的某一特定变化，从而得到在电压上的一种特殊变化．在第一卷

第二十三章中我们曾在描述共振电路特性上见到一种相似应用．

1 
句 ~o,>_ ,.-<r..9 法拉／米

从 0 的定义可以看出，它的单位是库仑／伏．这个单位也叫埜拉．考察式(6.34), 我们

见到 Eo 的单位可表达为法拉／米，这是最常用的单位．电容器的典型容量约由一皮法拉至一

毫法拉为度．儿个皮法拉的那种小电容器常用于高频调谐电路中，而高达百、千个微法拉的

电容器则在动力供应站的滤波器中可以找到．一对面积为一平方厘米而间距为一毫米的平

行极板具有约等于一皮法拉的电容．

§6-11 高电压击穿

现在，我们想定性地讨论在导体周图场的某些特性．若我们对之充电的不是一个球，而

是在其上面有一小点或尖端，如图 6-14 所勾画出来的那种导体，那么围绕尖端的场比起其

他区域的场就会高出许多． 从定性方面讲，原因是电荷企图尽可能广阔地铺开在导体表面

上，而尖端上的尖头就是与大部分表面相离得尽可

能远的地方．板面上有些电荷被一直推至该尖头．

在尖头上相对小覂电荷仍能提供一个大的面墅~；
而一个高的电荷密度也就意味着刚好在外面处的一

个强电场

要看出导体上那些曲率半径最小的地方场会最

高的一种办法，是去考虑一个大球与一个小球被导

线连结在一起的那种组合，如图 6-15 所示．它多少

是如图 6-14 所示的那个导体的一种理想副本．导

线对于处在球外之场影响甚小；它在这里的作用只

是维持两球在同一个势上．现在，究竟哪一个球在

表面上会有较大的场呢？如果左边的球半径为 a并

图 6-14 在导体上接近尖端处的电场十分强 带有电荷 Q, 则它的势约为

一·一 -- _ 

• -..L --·- -

导体 / I 

,,,,. 

.,,✓ 

•.••• 勺，、' 女、溥早- ... - -·- .... " . 
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"'1 1 Q 
= -. 

4兀eo a 

.. 

（当然一个球的存在总会嗷变另一个球上的电荷分布，因而无论哪个球上的电荷都不是真正
对称的．但若我们感兴遵的只是对备的一种估计，
那就可采用一个球形电荷之势．），若那个半径为 b 的
小球带有电荷 '1, 则它的势约等于

中
1 ,-— !L 仁:. I> .• 

导线

但中一¢,, 因而

!i,,.. 立 图 6-1!5 一个尖锐物体之场可以由两个
a b" 在同一势上之球来作近似

另一方面，在表面上的场与面电荷密度成正比（见式 5.8), 这里又正比于电荷除以半径平
方．我们便得

玉_ Q/a2 b 
Ei, 严

= a· (6.35) 

因此，在那个小球面上之场是较高的．场与半径成反比．

这一结果在技术上很重要，因为若电场太大，空气会被击穿．所发生的情况是：一个在
空气中某处的自由电荷（电子或离子）被场所加速，倘若场很大，则该电荷会在打击另一个原

子之前就获得了足够高速以致能够从该原子中打出一个电子来． 结果是，更多更多的离子
产生了．它们的运动构成一次放电或火花．如果你要对一物休充电至一高电压而又不让它
通过空气中的火花将它本身放电，那你就必须保证该表面是平滑的，从而不会在任何一处出
现异常强的电场．

§8-1~ 场致发射显微镜

在一带电导体上任何尖锐突出部分的周围那种非常高的电场，有一很有意义的应用．
场致发射显徵镜的操作就有赖于在一金属尖端上所产生的高场姆．它是按如下方式制成的．
一根十分细小的针，其尖端的直径约为 10叩埃，被置在一个抽成真空的玻璃球泡的中心（图

归6). 球的内面敷上一层十分薄的由荧光材料制成的导电膜，而在这荧光敷层与针之间加
上一个非常高的电压

让我们首先考虑，当针相对于荧光敷层是负时所发生的情况．场线在尖端处高度集中．
电场可以高达四千万伏每厘米身 在这样强的场中，电子会从针的表面被拉出去而在针和荧
光敷层之间的势差中被加速． 当电子到达敷层时就会引起发光，正如电视垦象管中的情况

一样. . " 

那些到达荧光面某特定点上的电子，在很高的近似程度上，可以看作是发源于径向场线

的另一端，因为电子将沿着场线从该点跑至面上来． 这样，我们就看到了针的尖端的某种

象 更严格地说，是看到了针表面的茎堑空图象一一也就是电子离开金属尖头表面的难易

程度． 如分辨率足够高，人们还可以指望能够分辨出在针的尖端处个别原子的位置．利用

．参阅 E. W. Mueller,''The field-ion microscope," 且叨心S 伽 El«tf"呱C8 a成 B比如九 Phy如,, 13, 83~179 
(1邺0) • Academic Press, N叩 York.

... --··-· ~. . 
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耄至真空泵

图 6-16 场致发射显微镜
图 6-17 由一架场致发射显微镜所产生之象［蒙宾西弗

尼亚州州立大学物理学研究教授埃尔温 w. 穆勒提供］

电子，由千下述一些原因，这样的分辨率无法达到．首先，电子波带有一种量子力学性的衍
射，它能使象模糊．其次，由千电子在金属中的内在运动，它们在离开针面时会有一个小小
的侧向初速，而这一种速度的无规横向分量就会引起象的一定模糊程度． 这两种效应合在
一起迫使分辨率限于约为 25 埃之间．

然而，如果我们颠倒电极方向，并引进少量氖气于玻泡中，那就可能得到高得多的分辨
率当一个氢原子与针尖碰撞时，那里的强电场会把该氢原子中一个电子剥开，剩下的原子
就带上了正电．然后，这个氮离子就会沿着场线向外加速奔跑宜至到达荧光屏． 由于氝原
子比起电子笨重得那么多，其量子力学波长也就会小很多．如果温度不太高，则热速度效应
也比电子的情况小． 在象上就有了较少的模糊程度，一个清楚得多的有关尖端的图象就可
以得到． 用这种正离子的场致发射显微镜，有可能获得高达 2,000,000 倍的放大率一一比
起用一架最佳的电子显微镜所能获得的还要高出十倍的放大率．

图妇7是由一台利用鸽针的场致发射显微镜所获得的结果的例子．一个鸽原子中心
对氨原子的离化，比起在诸鸽原子之间的空隙有稍为不同的时率． 在荧光屏上的斑点图样
就会显示出鸽针尖端的鱼塑匣王的排列． 斑点之所以表现为环形的原因，可以通过注视一
个大箱子里用以代表金属里原子的；被堆积成矩形阵列的小球而得到理解．如果你从该箱
子里割出一个粗略的球形的部分，你便可以看到原子结构的环状图样特性． 场致发射显微
镜第一次为人类提供了观察原子的工具．鉴于该仪器的简单性，这是一项了不起的成就. 

. 
.' 
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在各种情况下的电场（续）
｀、

'i:7-1 求静电场的各种方法

本章将继续讨论各种特殊情况下电场的特性． 首先，要来描述一些解决导体问题的更

精确的方法并不期望读者对这些较高级的方法能够在这个时候就熟练掌握．但对利用可

能在较高级课程中学到的技巧就能解决的那些类型问题得到某种概念，仍然可能具有意义．

然后，我们还将提出电荷分布既非固定、也非由导体所携带、而是要由其他某种物理规律来

确定的两个例子．

正如在第六章我们曾经发现的那样，如果电荷分布已确定，，静电场问题就基本上很简

单，则只要求算出一个积分．然而，当有导体存在时，由于导体上的电荷分布原先不知道，复
杂性便产生了；电荷必须这样分布于导体表面上，使得该导体能成为一个等势体．，对于这种

问题的解答既非直接也不简单．

我们曾注意到有一个解决这类问题的间接方法，在此方法中对某种特定电荷分布求得

一些等势面，并用一个导电面去代替其中的一个．按这种办法我们就能制成一份关于球面、

平面等形状导体的特殊解的目录． 在第六章中所描述的有关镜象法的应用，就是间接法的

一个例子．我们将在本章中描述另一个例子．
如果所要求解的问题并不属于能够用间接法以造成解的那一类问题，则不得不采用较

直接的方法来解决该问题．直接方法的数学问题是在服从某些边界一一各导体表面一上
中分别为一些恰当常数的条件下，求拉普拉斯方程

. - . Vll心=0 (7 .1) 

的解．凡属牵涉到求解一个微分方程，并受某些边登鱼住所制约的问题都叫做边畟堡问题．
这种问题在数学上曾受到相当认真的研究． 在其有复杂形状的导体的情况下，并没有普遍
的解析方法．甚至象一个带电的两端都封闭着的金属柱体罐一一比如啤酒罐—一都会遇到
可怕的数学困难．它只能用数值计算法来近似地给予解决．求解的壅二普遇方法就是数值
计算法．

方程(7.1)对于若干问题是可直接求解的j 例如，具有旋转椭球面形状的带电导体的问

题，可以用一些已知的特殊函数来严格解出．对于一个薄盘的解，可通过用一个无限扁乎的

椭球来得出．同样，关于一根针的解，则可用一个无限长的椭球而获得．然面必须强调，唯一
具有一般适应性的直接方法乃是数值计算技术． { 飞妒 七

边界值问题也可通过对一个物理类似体的测量而解出．拉普拉斯方程产生于许多不同

的物理情况中：稳定热流、无旋液流、在一广延媒质中的电流、以及一张弹性膜的挠曲．这
些往往能够建立起一个类似于所要求解的电学问题的物理模型．通过对在该模型上一个适

当类似量的观测，有关问题之解就可以确定了． 模拟技术的一个例子是用电解槽来解二维

的静电学问题． 这个办法之所以有效，乃是由于均匀导电媒质中的势之微分方程与在真空

中的相同．

·,. ·. 

、
，

.`'~ 气，. 玉"『'"" .. .. . . . .. . .. •. - .. - .. 



78 费曼物理学讲义（第二卷）

有许多物理情况，在一个方向上物理场的变化为零，或者是与另外两个方向上的变化比

较，这个变化可以忽略．这样的问题叫做二维的，则场仅取决于两个坐标．由于在一个二绯

问题中， a;加=0, 在自由空间里关于中的方程就是

a2中 a2<1>
----+亏 =0. (7 .2) 

既然这个二维方程相对简单，就会有一个广阔的条件范围，它可以得到解析式的解答．事实

上，一个强有力的间接数学技巧依赖于复变函数的一个数学定理． 现在，我们就将予以描
述．

§7-2 二维场；复变函数

复变数 2 被定义为

Z=无十匆．

（切莫把这里的 z 与 2 坐标混淆，在下面的讨论中我们将不涉及 2 坐标，因为己假定场与 z

没有依存关系了．）于是在 z 和 g 的每一点就对应于一个复数 z, 可以把 2 写成一单独（复）

变数，并用它来写出寻常类型的数学函数 F(z). 例如，

或

或

＇等等．

F(z) =z2, 

F(z) = 1尼，

F(z) =zlogz, 

若给出任一特定函数 F(z), 便可以代入 Z=z十切，这就可得到一个工和 g 的函数

包括实的和虚的两部分．例如，

泸一 (x+iy):a=x2一沪+2釭Y. (7.3) 

任一函数 F(z)都可以写成一纯粹实部与一纯粹虚部之和，而每部分都是少和 g 的函数

F(z) =U(x, y)+iV(x,'!/), (7.4) 

式中 U他， g)和 V(x, y)都是实函数． 千是，从任一个复变函数 F(z) 中总可以导出两个新

的函数 U(幻， 'JI) 和 V(x, y) 来．例如， F(z)-=沪会给出这么两个函数

U(分， y)=沪－护， (7.5) 
和

V(ai, y) =2叨. (7.6) 

现在我们来谈一个不可思议的数学定理，那是多么令人喜悦，以致想把它留给你们在数

学的一门课程中去作证明．（不应将所有的数学奥妙都透露出来，否则题材就未免太枯燥无

味了．）这个定理是这样对于任一“寻常复变函数”（数学家将把它定义得更好些），上述 U

和 V 两函数会自动地满足下列关系：_-- - -_- - -

oU oV 
知一言；

av au 
ax ay· 

由此可立即推出，每一个 U 和 V 函数都各满足拉普拉斯方程：
护U 护U
- ..-+合 =0;

- ----气------- - - - - - - --

(7.7) 

(7.8) 

(7.9) 
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a 护V—+-彻2 ay2 =0. 

这两方程对于式(7.5)和 (7,6)那种函数显然是正确的．

这样，从任一个普通的函数出

发，我们便能得到两个函数 U,.(e,11)

和 V(亿， g),它们都是二维的拉普拉

斯方程之解，并各代表一种可能的

静电势．我们可以捡起任一函数 乙
" - -'' 

F(z), 它就应当代表是二土电场问

题——事实上是覂企，因为 U和 V

釭都可各自代表一个答案．我们

可以随心所欲地写出尽可能多的解

答一一只要编造出各种函数一一然

后又只要找出与每一解答相符合的

包垦; 这听起来似乎有点本末倒

置，但毕竟是一种可能途径．

作为一个例子，让我们看一看

函数 F(z)=r 会提供什么样的物
理内容．从这一函数我们获得了两 图 7-1 两组正交曲线，它们各可代表一个二维静电场中的等势面

个势函数 (7 .5) 和 (7.6). 要看出函数 U 属于哪一种问题，可令 U=A, 即一常数，而解出一
组等势面来：

r-护=A.

这是一个直角双曲线方程．对各种不同 A 值，我们会得到如图 7-1 所示的那些双曲线．当

A=O 时，所得到的是通过原点的两

二 条交叉直线的那个特殊情况．

象这样的一组等势面相当于几

种可能的物理情况． 首先，它代表

两个相同点电荷在其中点附近场的

详细情况． 其次，它代表导体内一

个直角角隅处之场上如果我们具备

与图7-2 所示形状相类似的两个各

保持不同电势的电极，那么靠近标
-- 明为 0的那个角隅之场看来就会象

图 7-1 所示的原点处那种场．图中
实线组是等势面，而与之成直角的

图 7-2 在 C 点附近之场与在图 7-1 所示的相同 虚线组则相当千 E线．在尖端或

突出部分处电场总趋于高，而在凹陷处或坑谷里之场则会趋于低．

我们所己找到之解也相当于一个双曲线形电极放在一个直角角隅附近，或两个各具有

适当电势的双曲线形电极之解． 你将会注意到，图 7—1 所示之场具有一种有意义的性质．

y 
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r/, =+V 

即电场与离轴心的距离成正比． 利用这一事实，可

造成一种（称为四极透镜的）装置，这对于使粒子束
中＝一V 聚焦很有用（参阅 §29-7). 所需之场往往通过使用

四个如图 7-3 所示的那种双曲线形电极而获得．对

于图 7-3 中的电场，我们只是按照图 7-1 中那一组

导体，气~x, 代表 V=常数的虚线抄下来的．我们赢得了红利！

令• +V , 今~- 由于式(7.7) 和 (7.8), 就使得V=常数的那些曲线

图 7-3 在一个四极透镜中的电场 会与 U=常数的那些曲线正交．每当我们选取一个

函数 F(z)时，总会从 U 和 V 分别得到等势面和场线．而你将会记住，我们已解决了两问题

中的任一个，到底是哪一个则取决于哪一组曲线将被称为等势面．

作为第二个例子，考虑函数

中＝一V

电场的＂分量比为

a中E,,,-----2ce,, 'ax 

F(z)= 歹． (7.11) 

若我们写出

其中

而

那么

由此可得

z=x+iy=pe19, 

p= ✓ 产了了，

tan 0 =y/也
。~。

F(z) =p切2el9/2 = p1/2(00S丁isin 寸，

F(z) = [团＋沪；山i+x r二[Cx2平~1/2_x r/1. 

, 

(7 .12) 
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图 7-4 由式(7 .12)所得的 U(x, y) 和 V(x, y) 

各等于常数的两组曲线 , 
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利用来自式 (7 .12) 的 U 和 V,

对于 U(x, y) =A 和 V(x,y) =B的

两组曲线被描画在图 7--4 上．还有
许多可能情况也可用这些场来描

述其中最有趣的一种是靠近一张

薄板边缘之场． 如果让 B一 0 之线

在 g 轴右侧的那条线－一一代表

接地薄扳 ---
; 

,l 

` 

图 7-5 在一块接地薄板的

边缘附近之场

...... .. 咧. • • . .. - - -一-- -
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一块带电薄板，那么在它附近的场线就是由 A 等于各种不同值的一组曲线给出的．物理情

况如图 7-5 所示．

其他的例子还有：
，夕

F(z) 一妙＇，＇

这会给出在一个直角角隅处面之场；
F(z) =Iogz, 为．匀

(7.13) 

(7.14) 
气

. 给出一根线电荷之场；而

F(z) =1/z, (7 .15) 

则会给出电偶极子的二维类似物之场，也就是两条互相靠近而带有异号电荷的平行线之场．

本课程中对上述课题将不再追寻下去． 但仍必须强调，尽管这些复变数技巧经常表现

得强而有力，但始终局限于二维问题，面且还是一种间接方法．

§7-3 等离子体振荡

现在我们将考虑的电场，既不是由固定电荷也不是由导体表面上的电荷所确定，而是由
两种物理现象的组合所确定的某些物理情况．换句话说，场将同时由两组方程支配着： c11 
来自静电学方面的方程组，把电场与电荷的分布联系起来；以及(2), 来自物理学另一分支的

一个方程，确定了在场存在时电荷的位置或运动．

我们将要考虑的第一种情况，是其电荷运动仍由牛顿定律所支配的动力型例子． 这种

情况的一个简单范例发生在等离子体中，这是一种分布千某一空间区域里的含有离子和自
由电子的电离气体．电离层一一大气的较高一层——就是这种等离子体的一个例子．来自

太阳的紫外线把空气分子内的一些电子撞击出来，从而产生了电子和离子． 在这样的等离
子体中，正离子比电子重得多，因而同电子的运动比较，就可以略去离子的运动．

令幻为在不受千扰的平衡状态下电子的密度．这必须也是正离子的密度，因为等离子

体（在不受干扰时）是电中性的． 现在假定不知什么缘故电子离开了平衡状态而运动，试问
将会发生什么情况？如果在一个区域里，电子的
密度增大，它们便将互相排斥而趋向于返回其平

衡位置． 当电子朝着原来位置运动时，将会获得

动能，但不会在其平衡位置上就停顿下来，而总是
对目标走过了头．它们将来回振动．这种情况与
在声波中发生的情况相似，那里的恢复力是气体

压强． 在等离子体中，恢复力则是作用于电子上

的电力．

_` 

为了使讨论简单化，我们只是关心一维（比如 一

. 
AX .. 

} 
1气一 S

! 
x+s~ /ix +As 

在尤轴）运动． 让我们假定原来位千乙处的诸电 图于6 等离子体中波的运动；在G平面妪订
电子移动至 d, 而在b处的电子则移动至V

子，在 t 时刻从它们的平衡位置上移开了一小段 .. 

距离 s(a:, t). 既然电子已经移了位，它们的密度一般就将改变．鸾度的改变是容易算出的．参
照图 7-6, 原来包含在 a 与 b 两平面间的电子，已经移动，现在则包含在 d 与 b' 两个平面之
间了．过去位于。与 b 间的电子数目正比于伽上；这同一数目现在则位千其宽度为血+ils
的空间中．密度已经变成

邓了一 ., 勺 ' ' 

• 一
-- - -一~~＿＿＿＿＿~－－~ ~ 

；了... •• 
~ ~ ~ 
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n= 九。.Jx =砌
血＋心 1+(心I.Ja1) • 

(7.16) 

如果密度的变化很小，便可以写成［利用对(1+e) 一1 的二项展开式］

n=如伈击）. (7 .17) 

假定正离子不发生显著移动（由千其大得多的惯性），因而它们的密度仍保持为彻． 每一电

子所带的电荷为 -q,, 因而在任一点上的平均电荷密度就由下式给出；

或
p=-(n一购） q., 

ds 
p~, 项e石·

（式中，我们已用微分形式代替了心ILlx.) 

电荷密度与电场的关系是通过麦克斯韦方程组，特别是

(7 .18) 

V•E=L (7 .19) 
f;o 

这个方程确定下来的．如果问题是属于一维的（并且倘若除来自电子位移之场外别无其他

场），那么电场E便只有一个分量此．式(7 .19)连同 (7.18)会给出

对此式积分之后可得到

垫一生釭彻
彻 Eo 百·

比＝孕s+K.
G。

既然当，一 0 时， E怎 =0, 积分常数K 就是零了．

施于已移了位的电子上之力为

几＝－竺 s,
e。

(7.20) 

(7.21) 

(7.22) 

这是一个正比千电子位移 s 的恢复力．它将会导致电子作谐振动．一个移了位的电子其运

动方程为

叨辛＝－乎'· (7 .23) 

我们找出 s 将作谐变化. , 的时间变化将按照 ooswt, 或

按照

应用第一卷的指数函数记法

护气

这振动频率 cu, 要由方程(7 .23) 确定，即
, 

咕＝卫生，
€0叨e

"'• 称为等离子体频率．它是等离子体的一个特征数值．
在同电子打交道时，许多人喜欢用一个被定义为
~. 

的景？来表达答案．

2 
61 = ;_!b,_= 2 .3068 X 10一邱牛顿·米'

4~€。

如果按照这一惯律，式 (7 .25)便变成

..』、..心、＂ . - - 一·｀~

(7.24) 

(7.25) 

(7.26) 

I 
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• 
"'" 

知e沁
叨、

这是你们在多数书本中会见到的一种形式．

这样，我们就已找到了等离子体的扰动，将建立一种电子在其平衡位置附近以固有频率
吩而作的自由振荡．这固有频率与电子密度的平方根成正比．等离子体中电子群的行动很
象一个比如在第一卷第二十三章中所描述过的那种共振系统．

等离子体的这种固有共振会导致一些有意义的效应． 例如，如果有人试图把无线电波
通过电离层而传播出去，他就会发现只有在其频率高于这个等离子体频率时才能穿透． 否
则信号将被反射回来．若我们希望同一颗空间卫星通信，就必须采用高频率．反之，若想同
地平线外的一个无线电台通信，则必须利用比等离子体频率为低的频率，以便信号能够通过
反射而折回地面．

等离子体振荡的另一个有趣例子发生于金属中．金属里有由正离子与自由电子构成的
被包围住的等离子体． 这里密度和十分高，因而叩也是这样． 但仍应能观察到其中电子
的振动．原来，按照量子力学，凡具有固有频率为 (.i)p 的谐振子，总会有被能增量加)p 分开的

一些能级．因此，如果把一束电子射进比如一张铝箱，而在销的另一面十分仔细地对电子能

量进行测量，那么或许就可指望找到有时电子会将能量加>, 丢给那等离子体振荡． 这件事

情的确会发生. 1936 年最初从实验上观测到：拥有几百至几千电子伏能量的电子从一薄

金属膜散射或穿透出来时，会以跳跃的姿态损失能量． 这一效应从未得到解释，直到 19羽
年玻姆(Bohm)和派因斯(Pin0:9)* 才证明这些观测结果可用金属中等离子体振动的量子激

发来作解释

's 

(7.27) 

才',

''§7-4 电解质呐的胶态粒子 · 

现在，我们转到各电荷位置部分地受这些电荷本身产生之势所控制着的另一种现象．
这样产生的效应对于胶体的心行为有着重要影响． 胶体溶液含有许多带电小悬溶物，这些小
带电体尽管还是微观的，但从原子的观点看却已十分巨大．要是这些粒子不带电，它们将有
凝聚成一大块的倾向．但由于带电，就将互相排斥，并保持在悬溶态上．

现在，如果有某一盐类也溶解于水中，则它将分解成正负离子．（象这样的离子溶液称为

电解质．）那些负离子会被胶质微粒所吸引（假定微粒带的是正电），而正离子则被推开．我
们要确定围绕着胶质粒子的那些离子在空间是怎样分布的．
为保持概念简单，我们还是仅仅求解一维情况．如果把一胶质粒子看成一个具有十分

巨大的半径的球一一在原子尺度上！—一那么，便可以把它的表面的一小部分看成平面．（每

当试图理解一新现象时，取一个稍微过千简化的模型总是一个好主意．然后，在弄通了这个
模型的问题之后，才能更好地进行较准确的计算.) . . 

假定那些离子的分布会产生一个电荷密度p(x) 和一个电势中这两者的关系遵守静电
学定律 v2cf,= -p/句，或者，对于仅在一维中变化着的场，则遵守

护中
歹＝－士·

现在假定已有这么一个势 4位），那么离子将怎样把它们本身分布在其中呢？这可以通

一” . 

: 

，、

(7 .28) 
` 

鲁关于这方面的新近工作和文献摘要可参考 C. J. Po叩ll and J.B. Sw扭n, Pbya, 比v. ll5, 869(1959). , 

- ---- --• ------- --
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过统汁力学的原理来确定．这么一来，我们的问题就是要确定也使得从统计力学方面所获

得的电荷密度坚能满足式(7 .28). 

按照统计力学（参阅第一卷第四十章），在一个力场中建立了热平衡的粒子是这样分布

的，即在＂位置上的粒子密度九由下式给出

n(x) =吩矿四）心， (7.29) 

式中 U位）为势能， k 为玻耳兹曼常数，而 T 为绝对温度．

假定每一离子带有一正的或负的电子电荷． 在离胶质粒子的表面为引的地方，一个正

离子将有势能 q冲（吩，因而 ` 

U(亿) =q冲（元）．

这样，在该处的正离子密度就是

同理，负离子密度则为

总的电荷密度为

即

n+(x) =noe一心（雾）/k'l' . 
n_(x) =九oe+q,釭）/kT . 

p=q沁+-q.九＿，

p=q.no(e-M/kT _e+q,R/kT). (7.30) 

把上式与式 (7.28)相结合，我们便发现势中应满足

岱－－竺(e-ll-'/lt7'一 e+MikT). . (7 .31) 
砌

这一微分方程可立即得到一个通解［两边各乘以 2(d</>I血），并对＂积分］，但为了尽可能保

持问题简单，我们在这里将仅考虑电势中很小或温度 T 很高的那种极限情况．中小的情况

相当于稀溶液． 在这种情况下，该指数

很小，因而可作如下近似：
令

护也'k7'=1 土佟庐. ('7 .32) 

千是，式(7 .31) 给出

d埽
d沪

+ 
加。q;

EokT 
心(a:). (7.33) 

注意！这时式右边的符号已经是正的了．
中的解就不再是振动式的，而是指数式

的．

方程(7.33) 的通解为

中=Ae夕;D+BeHID, (7 .34) 

IO 。 式中

D' EokT 
= 

2九oq;.

A 和 B 两常数必须由问题的条件确定．

在上述情况下， B 应为零，否则对于大的＂值电势将趋于元限大．因此，我们有

0 20 30 

图 7-7 在一胶质粒子表面附近电势的

变化情形,D 为德拜长度

` 
(7 .35) 

</>=Ae一昙ID,

式中 A 是在 a:=0 处，也即在胶质粒子表面处的电势．

(7 .36) 

、 ··~· ···- . 气气 • • 矗.. 
-·· • - •• 咋伽畸..宁.,. .•.• ----畛 心-- . - - - --一-- ~b.._ -
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每当距离增大 D时，势就降低一个因数 1/e, 如图 7-7 的曲线所示．数值D称为簦堕兰

度，是对在电解质中包围一个巨大带电粒子的离子鞘套厚度的一种量度．式(7 俎36) 申述，当

离子浓度为增加或当温度降低时，这鞘套就将变薄．

如果已知胶质粒子的表面电荷密度 u, 那么式(7.36) 中的常数 A就可以容易获得．我

们知道

一、

但 E 也是中的陡度

由此得出

En=凡(0) =立－．
e。

动）一如。＝＋少

A=芒

.、

, 

把这一结果应用千式(7.36) 中，便得到（通过取忙=0)该胶质粒子的电势为

中(0) =旦~.
e。

,.; 

(7 .37) 

(7 .38) 

(7.39) 

(7.40) 

你会注意到，这一个势同带有面电荷密度 c而两极板间相距为 D 的电容器中的电势差相

同．

我们已经讲过，胶质粒子受它们之间电方面的排斥力的作用而得以保持分离． 但现在

我们见到，稍为离开胶质粒子表面之场会由于聚集在它周围的离子鞘套而被削弱． 如果这
些鞘套变得薄些，粒子便有较大机会去互相撞击．于是它们将彼此粘住，而胶质便将凝聚在
一起并从液休中淀积出来． 从我们的分析中理解到，为何对一胶质溶液加进足够的盐类就
会引起沉淀．这一过程称为“加盐萃取胶质,,• 

另一个有趣例子则是盐溶液对于蛋白质分子的影响．一个蛋白质分子乃一条复杂的既

长而又可挠曲的氨基酸的链． 在这一个分子里面存在各种电荷，而有时碰巧有一些净电荷

比如说负电荷一一会沿该链条分布着． 由于各负电荷的相互排斥，这个蛋白质链便会

保持伸直姿态．并且，若溶液中还有其他相似的链存在，则由于同一排斥效应，它们将保持

彼此分开．因此，在一液体中可以有链式分子的悬溶体．但如果我们加盐于该溶液中，则会
改变悬溶液的特性．当盐加进溶液中时，德拜长度会缩短，链式分子能够互相靠近，并卷缩

起来．如果加进溶液中的盐足够多，链式分子便可以从溶液中淀积出来． 有许多属于这一

类的化学效应可以用电力来加以理解．

§7-5 栅极的静电场

作为最后一个例子，我们要来描述电场的另一个有趣特性．这是应用千电学仪器设计、

真空管构造、以及其他许多目的的一种特性． 也就是由带电导线构成的格子附近的电场特

性． 为了使问题尽可能简单，让我们考虑一个由无限长导线间隔均匀地在一平面上平行排

列着的线阵．

若我们从在导线栅面的顶上远处俯视电场，便将见到一个恒定场，正如电荷被均匀分布

于面上一样当接近导线格子时，场开始呈现出与从远处见到的均匀场有所不同．我们想
要来估计到底要靠得多近才能见到明显的势的变化．图~-8 展现出在与格子不同距离上的

-----
.-- . .、“气心-··- - • ··--
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等势面的粗略草图．越接近格子，变化就越大．当我们平行于格子运动时，会观察到一种周

-----一一一一一一一一一一一一一 期性起伏之场．
前面我们已（从第一卷第五十章中）了解

到任何一种周期性量都可以表达为一些正弦-- - - - - - - - - - - - - -- - -
fz _____ .... _________、、---- ---- 波之和（傅里叶定理）．让我们就来看看能否

找到一种淌足场方程式的适当谐和函数．

如果导线都处在匆平面上，并且平行千
--、--、... - .. ... _ --- --,-, 夕- ... ,, 一、

｀一 蛔一

、 --、 一一、 .,.-、... _, 
心，;1·....',.、1 ... _,, -、... - .......、_, I 一、,－－、 ,,- ...、 g 轴排列着，我们或许想要试试下列这样的

＋飞I';'•:I 项
忙0-叶 妇 z) =Fn(z)oos气旦 ~7.41)'. ` 

图 7-8 在一个由带电导线构成的均匀 其中 a 为导线间距，而九为谐和数．（我们

格子上面的一些等势面 巳假定各导线都很长，从而就不应跟着 g 变

化．）一个通解该包括九一 1, 2, 3…这样一些项之和．

如果这是一个正确之势，则它应在导线上面的空间（那里没有电荷）中满足拉普拉斯方

程．即
护中 护中
-+ 

O沪彻2
=0. 

用式 (7.41) 中的中对上式进行尝试，我们得出

宇凡(z)oos字＋告008气=0,
或者说，F彝(z)应当满足

因此，我们就必须有

式中 .. 

d环~.. 4兀2忙
亏 =---..--F,..

F. = A,.e-"1"', 

a 
Zo= 2,r;n· 

(7.42) 

(7.43) 

(7. 士4)

(7.46) 

我们已找出了：如果有一个属于九次谐和场的傅里叶组元，则这二组元将按照那特征距离
z。=a/2顽指数式地下降． 对于第一谐波(n-=1)来说，每当我们增大 z 一个格子间隔”时，

波幅将下降一个因数 e一妇（是一个大的降落）． 其他的谐波在我们离开格子时将下降得更
快．我们看到，如果仅仅离开格子几个＂的距离，场就会十分接近千恒定不变也就是说，
那些起落项将会十分小．当然，为了给出在大 z 上的那个均匀场，始终就该存在一个“零级
谐“场

如= -EoZ. 

对于通解来说，我们应当把这一项与由式(7 .44)得到了凡的诸如式(7 .41)那些项之和结合

起来．系数 A.. 应当这样调整，使得整个总和在经过了微分之后，会给出配合到格子导线上

的电荷密度入的那种电场．

我们刚才所发展的方法可以用来解释，为什么采用一个栅屏作为静电屏蔽物往往会与

用一块坚实金属板同样优良 除非在与屏相距仅几倍于屏导线间距的距离以内，在一闭合

屏内的电场总是等千零的．我们见到，为什么一个铜线屏—一比起铜片来又轻又便宜

常被用来为灵敏的电学设备屏蔽掉那些出现在围屏外面的干扰电场．

.... ·-··· . - .. . 



8 
静电能

，、

§8-1 电荷的静电能；均匀带电球

在关千力学的研究中，最有意义而又最有用的要数能量守恒定律的发现． 有了力学系
统的动能和势能表达式，我们就无需去考察两态间事态发生的细节情况，而能找出在不同时

刻出现的两态间的关系来．现在我们要来考虑静电系统的能量．在电学中，能量守恒原理
也将为发现一系列有意义的东西发挥它抽作用．

在静电学中，关于相互作用的能量定律十分简单．实际上，这个问题我们已经讨论过．

假设两个电荷 ql 和 q,, 相距为 '1"11. 在这一系统中，就存在有一定能量，因为要把两电荷移
到一起总必须作出某一定量的功． 我们已计算过将远距的两电荷移到一起来所作的功，那
就是 , 

q1q, 
．知e。1'11.

(8.1) 

从迭加原理我们也知道，如果存在许多个电荷，作用千任一电荷上之总力，则应等于其他各

电荷作用于其上之力的总和．因此，这就可以断定：由若千个电荷构成的系统的总能量，等
于来自每一对电荷间的相互作用的各项之和．若 q, 和 <J, 是任一对相距为 ,,.,l 的电荷（图
8-1), 则这一特定电荷对的能量为：

。 。

皿4元Eor,,·
(8.2) 

总静电能 U 等于一切可能的电荷对之间的能量的总
和：

., 。 。

。, 

0 0 

。
0-

U=~ 三
所 m知e。,,.,, • 

(8.3) 

如果有一个密度为 p 的电荷分布，上式(8.8)这个和就

必然要用一个积分来代替．

我们所关注的是有关能量的两方面：一是把能量

概念座星于静电学问题；二是运用各种不同的方法，计-_-_-

笆能量．对某些特殊情况，有时算出所作之功比起按式(8.3) 求和或计算相应的积分要来得

容易．作为一个例子，让我们来计算把电荷集中到一个球体中，并要具有均匀的电荷密度时

所需之能量．这一能量恰等于把那些电荷从无限远处聚拢起来所作之功．

设想该球体是由一连串无限薄的球壳所构成，在这个过程的每一阶段，我们把一小量电
荷置于从,.至,,.+d'f' 的薄层中． 继续这一过程，一直达到最后的半径 G 为止（图 8-2). 设

Q 为已建立至半径为,,.的球体上的电荷，那么要把电荷 dQ 移到这个球体上面所作之功就
是

。
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。
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图 8-1 一个粒子系统的静电能等

于每对粒子之静电能的总和

叨＝垒坐
4玉o'I'•

若球体中的电荷密度为 P, 则这电荷Q便是

(8.4) 

，夕,, , ,, , 它，．，＇，｀＇． •• 一～一· 一~．~｀气~、
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R dq 

图 8-2 一个均匀带电球体的能

量．可将它设想为由逐层衔接的

球壳构成的而计算出来

喝

4 Q,=p•-~ 产，
3 

而电荷 dQ 则是

dQ=p•4'JT: 产心．

因此，式(8.4) 变成：

dU= 知p平祈
选。·

(8.5) 

要把电荷聚集到整个球体，所需的总能量则等于从

,,. =0 至 'l'=a 对 dU 的积分，即

甲
1
,

U= 4~p也
15句．

(8.6) 

若希望把结果用球体的总电荷 Q 来表示，则为：

u 3 Qll 
=- A-- -• 5 

(8.7) 

可见，能量与总电荷的平方成正比而与球的半径成反比．我们也可以将式(8. 7)理解为：在

球体里的所有各对点上， (1/r,,)这个量的平均值为 3/(和）．

§S—2 电容器的能量；施于带电导体上之力

现在我们来考虑电容器充电时所需的能量．如果电荷 Q 已从电容器的一个导体移至另

一导体，则它们之间的势差为：

v=!l 
G' 

(8.8) 

式中 O 为该电容器的电容．电容器充电时须作多少功呢？按照上面对球体的做法，我们设

想电容器是逐步把小增量必见＼它的一板移至另一板而进行充电的．转移电荷 dQ 必须作

之功为：

dlJ= VdQ. 

将式 (8.8) 中的 V 代入，便可以写成：

叩＝旦坐
C• 

或者，取由零电荷达到最后电荷量 Q 的积分，便有：

u 1 QI 
＝了飞· (8.9) 

这一能量也可写成：
1 U=-OV2. 
2 

(8 .10) 

若记起一个导电球体（相对千无限远处）的电容为
c璋体=4咚oa,

则可立即由式(8.9) 得出一个带电球的能量：

U= 1 伊
2 4:rr:Eoa• 

(8.11) 

这当然也是一个带有总电荷 Q 的薄垫盘的能量，而且恰好就是式 (8. 7)所给出的一个控竺豐

电球体的能量之 5/6._ 

~、.. 今- ...、产、.... --- 一、- - -
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现在，我们来讨论静电能量这一概念的应用．试考虑下述问题：施于电容器两板间之力

如何？或者，作用于一带电导体相对于另一带异号电荷的导体绕轴转动时的转矩有多大？

象这一类问题，应用上述电容器的静电能式(8.9), 再加上虚功原理（第一卷第四、十三和十
四章），就容易得到解答．

让我们运用这一方法来求作用于平行板电容器两板间之力吧．若我们设想将两板的间

距增大一小量也那么外界对于移动这两板所作之功就应该是

叩=F.dz,

式中 F 为两板间之力．这功必须等于电容器的静电能量的变化．

根据式 (8.9), 原来电容器的能量为：

(8.12) 

u 1 Q2 
＝歹飞·

这能量的变化（如果不让电荷量变化的话）为：

.dU=由心（吉）；
令(8.12) 和 (8.13)两式相等，便有

. 

(8.13) 

: 

... (8.14) 

这也可以写成：

F.dz= -毋如. (8.15) 

这个力，当然来自两极板上的电荷之间的吸引力． 但我们知道，并不须担心电荷如何分

布的具体细节，我们所需要的一切都由电容 O照应到
了．

显而易见，这一概念可以推广到任何形状的电容器，
以及关于力的其他分量． 在式(8.14) 中，我们可用所要

寻求的那个力分量来代替F, 并用在其相对应方向上的

小位移来代替生或者，若有一个配有支枢的电极，而
希望知道该转矩.., 则可将所作虚功写成：

含

皿一立伯，

式中应是一个小角位移．当然， .&(1/0)必须是与心相

对应的 1/~ 的变化．按照这一办法，我们该能够找出如图 8-~所示的那种可变电容器中施

于可动片上的转矩．
再回到平行板电容器的特殊情况上来，我们可引用第六章中已导出过的有关电容的公

式：

图 8-3 作用千一可变电容器

上的转矩有多大？

: ,; 1 d, 
. -""'· 0 eoA' 

式中 A 是每块板的面积．如果两板间距增大 4Z, 则

喝）＝击

(8.16) 
，、

. 

由式 (8.14)可以得到作用于两板间之力为：

.• . 一
' 、 •• ... 心~ ~、 • 呵恤心、·-·-··

-------
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F 
Q2 

2E。A"
(8.17) 

让我们对式(8.17) 更仔细地考察一下，并看看能否说出力是怎样来的． 若把其中一板

上的电荷写成

式(8.17)便可以重新写成
Q=u.A, 

F=土 Q 旦
2€。.

或者，既然在两板间的电场为

劂

Eo=­
(F 

臼'

F=— Q趴．2 
(8.18) 

人们该会立即估计到，作用千板上之力，应等千该板上的电荷 Q 乘以作用于这一电荷

上之场．但我们却有一个令人惊奇的因数一． 原因是， Eo 并非作用于电荷上之场． 如果2 

设想在板面上的电荷会占据一个薄层，如图 8-4 所示的那样，则场将从这一层的内边界上的

零值变化至在板外空间里的 Eo 值．作用于面电荷上的平均场乃是 B。/2. 这就是式(8.18)

中为什么出现因数一的原因．2 

乓皂板
面电荷层 0

你应当注意到，在计算虚功时，我们曾假定在电

容器上的电荷保持不变——－也就是，在电的方面电

容器不与其他东西连接，从而总电荷就不会改变．

要是设想当电容器作虚位移时，其电势差保持

不变．那么就应当取

E。.
．旷

JEI 卢 (If£。 1 
U=千AV气

2 

而且代替式(8.15) 的该是

FL!z=千尸心．

, 

、｀

在 8--4 导体表面上的电场．当穿过该表 这会给出一个大小等千式 (8.15) 的力（因为 v-
面的电荷层时，会由零变至岛一(1/Eo Q/0), 但却带有一个相反的符号1 当我们把电容器

和充电源切断时，作用于两板间的那个力肯定不会改变符号的．并且，我们还知道，带有异

号电荷的两板一定会互相吸引的． 在这第二种情况下，虚功原理已被误用一－一我们还未把

充电时对电源所作的虚功计算在内． 这就是说，当电容变化时，要保持电势始终在 V 上不
变电荷 VLJO 就必然要由电荷源来提供． 但这一电荷是在势 V上提供的，因而保证电势

不变的那个电源系统所作之功就是 v2.::10. 机械功 F心捚上这一电功 v2L10, 才共同构成

该电容器总能量的变化 -;-V2L10, 因此，如同上面一样， FL!z仍然是--V2L10.
2 

§8-3 离千晶体的静电能

现在，我们来考虑静电能概念在原子物理中的一种应用．作用千原子间之力，一般不易

....... ---• 一.. • . - • -今·········
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测量，但人们对两种原子间不同排列的能量差—一廿；如说，化学反应的能量一一却经常感兴

趣既然原子力基本上是电力，化学能则大体上都不过是静电能．

例如，让我们考虑一离子点阵的静电能．象 NaOl 那种离子晶体，它所含有的正离子租

负离子都可以设想成球体．它们彼此之间开始由

于电力方面的作用而吸引，直至互相接触；然后，

出现一种排斥力． 这时，若是试图将它们推挤得
更加紧密些，这种排斥力就会显著增大．

-、于 .' .. 
. 么叭i

因此，我们在第一次近似时，设想用一组刚性
球体来代表食盐晶体里的各原子．其点阵结构，曾

用X射线衍射测定过．那是一个立方点阵一—就

象一个三维的跳棋盘似的．图 8-5 所示为其一个

截面图象离子间的间隔为 2.81 埃（一2.81x

10-1 厘米）．

这一系统的图象如是正确的，那我们就可以
图 8-5 在原子尺度上的食盐晶体的截

面. Na 和 0~两种寓子跳棋盘式的排
通过提出如下问题而加以核对：要把这些离子完 列着，与此垂直的两个横截面上惰况也
全拉开一一也就是，把晶体完全分开成各离子 一样（参考第一卷，图 1-7)

究竟需要多少能量呢？这一能量应等于 NaOl 的汽化热加上使分子分解成离子所需的
能量．这个会把 Nam 分解成离子的总能量，通过实验已经测得为每分子 7.92 电子伏．应
用换算率：

1 电子伏一1.602 X 10-19 焦耳，

以及代表一克分子中的分子数的阿伏伽德罗 (Av<屯adro)数
·· ·,·: No一6.02x1018,

得出的汽化能即为如下值:'-
W=7.64x10" 焦耳／克分子．

物理化学家喜欢用于卡作为能量单位，每于卡等于 4190 焦耳，所以每一分子 1 电子伏就是

每克分子 28 千卡．千是，化学家便会说出 NaCl的离解能为
. ··W-188 千卡／克分子．

我们能否通过算出将晶体撕开所需的功，从而在理论上得到这个化学能呢？按照我们
的理论，这个功就是所有离子对的势能和．计算这个和的最容易办法，是先拣出一个特定离
子，再算出它与其他的每个离子之间的势能．，这将给出堕堑于每一离子的能量，因为这能量
是属于那些电荷过的 而我们所要的乃是属于某一特定离子的能量，所以应取这个和的一
半．但我们真正要的却是每一一分子的能量而每一分子含有两个离子，因而这样算出来的和
就将直接给出每一分子的能量． 尸

两个彼此最靠近的离子的能量为r/a, 其中 r-r.l妇句，而0 为两贴近离子的中心间
的间隔（这里，所考虑的是单价离子．）这一能量为 5.12 电子伏．我们已看出，这里提供了

一个具有正确数量级的结果．但距我们所需的无限多个项之和，还有一段很长的距离．
首先，我们对那些在直线上的离子的各项求和．如图 8-5中标明为 N丑的那个离子是我

们考虑的特定离千．现在将首先注意与之排成水平直线的那些离子，即有两个 0l 离子靠得
最近，各带一负电荷，其距离均为 a; 随后有两个在浊距离上的正离子；依此类推．把这个

- ----- - -巳........ 今.. , ____ • 叩
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和的能量叫做亿，就可以写出：

U三（－宁＋告－令＋＋－）＝－子 (1-扣＋卡--¼+·..). (8.19) 

这一级数收敛得很慢，因而不容易用数字算出，可是已经知道它正好等于 In 2. 因此，

2e2 忆= --ln2= -1.386 亡
a a· 

(8.20) 

现在再来考虑位千上面的那条次近邻离子线，最靠近的一个是负离子，距离为 a; 随后

又有两个正离子在 J歹a 距离上；下一对在距离 J百a 上，再下一对则是在 J丙a 上；依此
类推．所以，对于这一整条线便可得到一个级数

f(-扣~-去＋志···). (8.21) 

这样的线总共有旦务：在上面、下面、前面和后面．然后，又有四条在对角线上的最靠近的

线，如此等等．

如果你耐心地算出所有这些线的值，然后取其和，则将获得一个总和：

2 

U=i.747 立
a , 

这比起上面对第一条线所得的结果(8 .20) 仅稍为大一点．利用 e2/a=5.12 电子伏，我们得
到：

U =8.94 电子伏．

这答案比起实验上的观察值要高 10%. 这表明关于整个点阵是由库仑电力维持在一起的

那种观点基本上是正确的．这是我们第一次从原子物理的知识中获得有关宏观物质的一种

特殊性质．往后还要处理更多的问题．试图用原子行为的定律来了解大块物质行为的那一

门学科叫做固态物理学．_-_-_- _______ --- _-_一-

计算上的误差怎么会出现的呢？为什么得不到完全正确的结果？那是由于离子在近距

离上的排斥力．它们并非完美的刚性球，因而当互相靠近时，将部分地被挤压．它们也并非

很柔软，因而仅被挤压了一点点．可是，有些能量就是这样用于使离子变形，而当离子被拉

开时，这能量又将被释放出来．实际上，须用以拉开离子的能量比起我们上面所算出的要稍

为少一点．这种排斥力有助于克服那静电的吸引力.' ~ 

有没有办法对这一项贡献作出估计呢？假如我们知道有关排斥力方面的定律，这本来

是可能的． 但目前我们还未作好准备来对这一排斥机制的细节进行分析，那就只能从某些
宏观规模的测量结果方面获得有关它的特性的某种概念．对整块晶体的区缆巠的测量结果，

就有可能得到有关离子间互斥力定律的定量概念，从而获得它对能量方面的贡献．就这样，

已经找出了这项贡献应等于来自静电吸引力的贡献的 1/9.4, 当然符号是相反的． 如果从

纯粹的静电能量减掉这一贡献，便可得出每一分子的离解能为 7.99 电子伏． 这比 7.92 电

子伏的那一观测结果已较为接近了，但仍未完全相符．还有另一件我们没有算进去的东西，

那就是对于晶体振动的动能还未作出估计． 若对这一效应也作出修正，就可获得与实验值

符合得很好的结果．因此，上述这些概念全都正确， NaOl 这样一类晶体的能量的主要贡献

乃来自静电方面的．

• 一＂簪可可 一. -----
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§8-4 核内的静电能

现在我们将考虑原子物理中另一个有关静电能的例子，也就是原子核中的电能． 但在

此之前，还得对核中把质子与中子维持在一起的主要力（叫核力）的某些特性加以讨论． 在

发现核——以及构成核的中子和质子一一的初期，人们曾希望，对千比如质子与质子间的非

电部分的强作用力，应该有某一简单定律，如同电方面的反平方定律那样．因为一旦人们确

定了这一力学定律，以及相应的有关质子与中子间、中子与中子间的力学定律，对这些粒子

在核中的整个行为也就应该能在理论上给予描述了． 因此，对于质子散射研究的宏大计划
就随之而制定，希望借此获得质子之间作用着的力学定律．但经过了三十年的努力，还没有

任何简单的结果出现过．有关质子与质子间作用着的力的知识已经积累了不少，但却发现，

这种力可能有多么复杂就有多么复杂．

所谓“可能有多么复杂就有多么复杂＂，我们指的是该力取决于应有尽有的许多东西”

首先，核力并非两质子间距离的简单函数．在大距离上它是吸引力，而在较小距离上则

是排斥力． 这种与距离的依存关系，仍然是一个
。

未能完全确知的复杂函数．

其次，核力依赖于质子自旋的指向． 凡是质

子都有自旋，而任两个相互作用着的质子都可能

以同向或反向的角动量而自旋．当两自旋互成平

行与当其反平行时，如图 8-6 (a) 和 (b)所示的那

两种情况，两者的作用力是不同的．这差别很大，

并不是一个微小效应．

第三，当两质子间的距离翌往于它们的自旋

方向，如图 8--6(c) 和 (d) 时，与当距离垂直于自旋

方向，如图中的(a)和(b)时，力的差别也相当大．

第四，如同磁现象一样，核力依赖于质子的速

度，只是这依存关系比起磁方面的情况更强大罢

了． 而且，这一依赖于速度之力并不是一种相对

论效应．即使在速率远小于光速时，它仍然相当强．此外，这一部分力还有赖于除了速度大

小以外的其他东西．例如，当一质子靠近另一质子运动，在其轨道运动与自旋的转动同向，

如图 8--6(e)所示的作用力，与在其轨道与自旋反向，如图 (f)所示的作用力，就不相同．这

叫做核力的“自旋－轨道＇部分．

在质子与中子间、中子与中子间作用之力也同样复杂．迄今为止，我们还未曾懂得这些

力后面的机制一—也就是任何理解它们的简单途径．

可是，在一个重要方面，核力比其可能有的性质却较为简单．这就是，介乎两中子间的

簦力与介乎质子与中子间的核力彼此相同，而这又无异于介乎两质子之间的！ 如果在任一

种核作用的情况中，我们用一个中子去代替质子（或者相反）才良的互作用将不会改变．这个

彼此相等的“基本原因”还不清楚，但它是一个也可以推广到其他强相互作用粒子一一诸如

兀介子及“奇异＂粒子——去的重要原理的例子．

这一事实，可在类似的核中各能绿的位置上漂亮地显示出来． 考虑一个象 Bl飞棚11)

b 

. 
~--

图 8--C, 作用于两质子间之力

取决于每一可能参数

` ` 

.、. . . •. 夕矗．心
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的核，它是由五个质子和六个中子构成的． 在这个核中这十一个粒子以最复杂的舞蹈方式

彼此互相作用． 原来，在所有一切互作用中会有一个具有最低能量的组态；那就是核的常

态，称为垄坴．如果核被扰动（比方说受一高能质子或其他粒子所撞击），它便将被迁移到其

他各种组态中的某一组态上去，此即称为覂塾垄，每一激态各有一高千基态的特征能量．在

核物理研究中，象在利用范德格喇夫起电机［例如在加州工学院的克洛 (Kellogg) 和斯垄

• (Sloan) 两实验室］所做的研究中，这些激态的能量以

气弓 卢弓及其他性质都可以由实验加以测定．关于 Bll 的 15 个
.73-~ 笑9生．一一

已知的最低激态的能量示如图 8-7 左半的一维图表

_§_』 L -- I 上．那最低的水平线代表基态．第一个激态拥有高于
学 户一。cc - --1 基态 2.14 兆电子伏的能量，次一个激态则有比基态高

迨

'码

晊

2.14 

. 

七.35立

组

邈

B I 1,982 CU 

图 8-7 B11 和 Cll 的能级（以兆

电子伏数计） • cu 的基态比 Bll

的要高出 1.982 兆电子伏

出 4.46 兆电子伏的能量，如此等等．核物理研究试图

对这一相当复杂的能量图案找到解释；然而，直到如

今，关千这种核能级的完整普遍理论却还未找到．

如果把 Bu 中的一个中子换成质子，则会得到一

个碳同位素 011 的核．这 011 的最低 16 个激态的能量

4 也已测量出来；它们被描画于图 8-7 中的右半．（虚线

表示那些实验结果尚属可疑的能级．）

看看图 8-7, 我们便见到，在这两种核的能级图案

之间存在着惊人的相似性．第一个激态位于基态之上

约 2 兆电子伏处．在到达第二个激态之前有一个大小

约为 2.3 兆电子伏的能隙，然后仅以一个大小为 0.6

兆电子伏的小跳跃就到达那第三个激态．在第四至第

五个能级之间又再有一个大的跳跃；可是在第五与第
六两能级之间则只有 0.1 兆电子伏的小间隔了，如此

等等．在约第十个能级之后，这种对应性似乎消失，但

若用其他的规定特性一一诸如角动量以及凡足以使其额外能量遭到损失的东西一一来给能

级标明的话，则那对应性就仍可以见到．

在 Bu 和俨的能级图案间的惊人相似性肯定不仅仅是个偶合．它必然揭露了某一物

理规律．事实上，它显示出：即使在核里的复杂情况下，用质子去代替中子仅会造成十分微
小的变化．这只能意味着中子与中子、质子与质子间之力一定几乎全同．只有这样，我们才
应该期望，拥有五个质子与六个中子的核同拥有六个质子与五个中子的核彼此相同．

注意，这两种核的特性还未能告诉我们有关中子与质子间之力；这两种核中的中子与质

子的组合数目相同．但若比较另外两个核，比如那拥有六个质子与八个中子的01•, 同那拥
有质子与中子各七个的 N1', 我们又会找到在能级上的相似对应性．因此，可以断定：？伐

介”与？仆这三种力在所有一切复杂性上都彼此全同． 关千核力定律竟存在这么一个意想

不到的原理 纵然在核粒子每一对间的力可能十分复杂，但介乎这三种可能不同之对间的

力却彼此相同．

但某种小差别仍然是存在的．那些能级并不恰恰对应；并且'()il 的基态有一个高千 Bll

酌基态 1.982 兆电子伏的绝对能量（它的质量）．所有其他能级在绝对能量上也会高出这么

一 一一--- - - - - . --- - ....... . 
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多因此，这两方面之力并不完全相等．可是我们全都熟悉就胚直各种力来说是不会完全

相等的；由千每一质子带有正电荷，两质子之间就存在着座力，而这种电力在中子之间是不

会存在的．是否我们或许能够通过 Bll和 011 这两种情况中质子间的电相互作用不同这一

事实来解释它们间的差别？或许甚至在能级上其余的小差别也是由这一电效应所引起的？
既然核力比电力强得那么多，电效应对于各能级上的能量就该只有微小的干扰影响．

为了核对这一概念，或毋宁说是要找出这一概念的后果如何，我们首先考虑这两种核的
基态能级间的差别．为选取一个十分简单的模型，我们假定核是含有 Z 个质子的、半径为r

（待定）的球体．如果认为核是一个具有均匀电荷密度的球体，那么便应该［由式(8. 7)]指望
其静电能为

汀一主牢
5 4祚or

` (8.22) 

式中 g. 为质子的基本电荷． 由于在Bll 中Z为五，而在 011 中 Z 为六，它们的电能就该是
不同的． . , 

然面，对于具有这么小数目的质子，式(8.22).并不十分正确．如果假定各质子是几乎均
匀地分布在球体中的各点，并计算所有这些质子对间的电能，则将发现，式(8.22) 中见那

个量应由 Z(Z-1)顶替，因而能量就是

U ... .! Z(Z-l)<J! 一主 Z(Z-1汜
5 4吓句,. ' 6 

(8.23) 

若已知半径 r, 本来就可以利用式(8.23)来找出 B丑与守1 间的静电能差的＂但我们却要倒

过来试试；即引用所观测到的能差来算出半径，假定这能差全都起源于静电方面．
可是，这并不完全正确．在B立与 011的基态间的能差 1.982兆电子伏还包括了所有各

粒子的静能一一即能量加？一一在内．在从 Bll 转变成 011 之间，我们是用一个质量较小的
质子来替换中子的． 因而能差中的一部分就是一个中子与一个质子的静能之差，那恰好等

于 0.784 兆电子伏．于是应计入静电能中的差别比 1获豁2 兆电子伏还要多；即
1.982+0. 784=2. 766 兆电子伏．

把这一能量数值代入式(8.23) 中，便可找出 .1311 或 au 的半径为

,,. = 3 .12 x to-111 厘米. (8.24) 

这个数值到底是否具有任何意义？要弄清楚这一点，就必须拿它来同对这些核半径的

其他某种测量结果作个比较． 例如，可以通过观察核是如何把快速粒子散射出去而对千它

的半径作另一种测量． 事实上，从这样的测量已经找出了所有各种核中的物质壁里都几乎
相同，也就是说i它们的体积与其所含有的粒子数成正比．若令4为在一个核中质子和中
子的总数（这是一个接近正比于其质量的数目），那么就已经找出了半径可由下式给出：

• •'l"=Al/8,j-。, . (8.25) 
其中 . , 

＂一1.2x10~18 厘米． ` (8.26) 
从这些测量结果我们会找到一个 Bll(或一个 0丐核的半径应该指望为

广- (1.2 X 10-13) (11)113一2.7x10-13 厘米．

把这一结果与式(8.24)作比较，窟就可见 Bll 与 011 的能量差乃起因于静电方面的那种

假设是相当良好的差异只有约 15%(作为我们的第一次核计算来说，这结果并不算坏!) • 

产生差异的原因可能是这样． 按照对核的流行理解，一个偶数的核粒子－一一在 Bll 中

) 

. 
•. • -·..、，心. .... • -··... 一~一... ..... 
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是五个中子与五个质子一一会形成一个整坐；当另一个粒子加入到这个核心时，它会在该核

心外面环行以形成一个新的球形核，而不是被吸收到里面去．如果是这样，我们便应对于这

一个加入的质子取另一不同的静电能．对于 011 比 Bll超过的能量，我们应该仅仅取孚吐；

这是在该核心之外再添加一个质子所需的能量．这个数值只不过是式(8.23)所预期的数值

的 5/6, 所以对半径的新的预期值就只有式(8.24) 的数值的 5/6, 这就更接近于直接从测量
所得之值了．

从结果彼此相符这一事实就可以得出两个结论．其一是，电方面的力律在小至 10-13 厘

米的范围内看来仍然适用；另一是，我们已经证实了质子与质子间、中子与中子间、以及质
子与中子间之力的非电部分全都相等这一引人注目的一致．

§8-5 静电场中的能量

现在来考虑计算静电能的其他方法．这些方法都可以从有关每一电荷对的互作用能遍

及所有一切电荷对之和那一基本关系式 (8.3) 推导出来．首先，我们要对某一电荷分布的能

量写出一个表达式．按照常规，考虑每一体积元dV 含有电荷元 pdV, 于是式(8.3)便应写

成

U=土J 点） p(2) 
2 全釭顷 4立0'1'1,

dV1dV,. (8.27) 

1 
注意：之所以要引入因数一，是因为在遍及动了1 和 d乃的双重积分中，我们已把所有电荷2 

元之对都计算了两遍．（没有任何方便办法可以写出一个能跟踪电荷对，以使每对仅算进一

次的积分式．）其次，我们也注意到，式(8.27) 中遍及 dV2 的积分不过代表在点 (1)上之势．

即是

尸旦
4元e。'1'12

dV广,tj>(l),

因而， (8.27)便可以写成

1 U一可fp(1)如）dV i. 

或者，由于点 (2) 已不再出现了，便可以简单地写成

(8.28) 

这一方程可作如下理解． 电荷 pdV 的势能等于这电荷与其所在处之势的乘积．因此，

总能量就是对于中必V 的积分．但又有那么一个因数一 这仍然是需要的，因为我们把能2· 

量计算了两次．两电荷间的互作用能等于其中一个电荷乘以在该点由于另一电荷所产生之

势．坚登，这也可认为是第二个电荷乘以在该点由千第一个电荷所产生之势． 于是对于两

个点电荷来说，我们写成

或

U-=碌(1) =q1一生＿
J.' 兀Eorn

U勺吵(2) =q:11 A生．
。,,.U

正... 一-一-·. ··-- .. 



注意，我们本来也可以写成

第 8章静电能

1 U =-[q1</>(l) +q呻(2)].
2 

915 

(8.29) 

1 
式 (8.28) 中的积分对应于 (8.29) 中括弧内的两项．这就是为什么我们需要那个因数一的

. 2 

道理．

一个有趣的问题：这静电能究竟位千何处？或许我们也会问：谁管它呢？提出这样一个

问题会有什么意义？如果有一对相互作用着的电荷，该组合就有某一能量．我们是否有必
要说出该能量是定位千其中某一电荷处，或另一电荷处，＼或彼此两个电荷处，或是位于两电
荷之间？这些问题可能不具有任何意义，因为我们的确仅仅知道总能量是守恒的．能量定
位在某一处的概念并不需要．

- ..... 

然而，一般说来，假设能说出能量位于某一处，壅翌具有意义；如同热能一般．那么，我
们就该对千能量守恒原理用如下的概念加以捚亡，即如果在某一体积内的能量变化了，我们
便应能够通过流进或流出该体积的能量来对该变化加以解释． 你该体会到，如果某些能量

从一处消失而在另一遥远之处呈现，在其间的空间里并没有任何一种东西正在通过（也就是
说，没有任何特殊的现象发生）-, 则我们先前关千能量守恒原理的提法仍然完全正确．因此，
目前我们是在讨论关千能量守恒这.......概念的推广．也许可以称之为座塾佳能量守恒原理．
这样的一个原理该申明：在某一特定体积内能量的变化仅有通过流进或流出该体积之量来
实现确实有可能能量是按照这一方式在区域里守恒的．如果事情果然是这样，我们便该
有一个比起总能董守恒的那种简单提法远较为详尽的规律． 实际情况是，在自然界中堑覂
是局域守恒的．我们能够找出能量定域在哪里以及它如何从一处跑到另一处．..-.·~.·--.·-- - .. -. . 

为何能够说出能量定域在哪里乃是头等重要的事情，还存一个塑理上的原因．按照引
力理论，所有质量都是弓1力之源．我们也知道，通过式 Jj}一如卢，质量与能量彼此等价． 因
此，所有能量就都是引力之源．要是我们不能够定域能尽复也就不能够定域质量．我们不可
能导出引力场之源究竟位千何处．引力理论也就不够完整了．
若把我们限制在静电学的范围里，确头无法极出能量是定域在哪里的、属手电动力学

的完整麦克斯韦方程会向我们提供多得多的知识（尽管此时答案严格说来仍不是唯一的）．
因此，我们将在后面一章中再详细讨论这个问题． 现在仅仅给出在静电学的特殊情况下的
那种结果．能量乃定域在电场所在的空间里．这似乎很合理，因为我们知道，．当电荷加速时
它们会辐射出电场来的．我们愿意这么说，即当光或无线电波从一处跑至另一处时，它们

会带着能量一同跑．但是在这些波中却没有电荷．因此就宁愿把能量定域在电磁场所在的
地方，而不是在其发源的电荷那里． 千是我们不用电荷而是用由电荷所产生之场来描述能
量．事实上，能够证明式(8.28) 在数一一值上等千

(8.30) 

然后，可把此式理解为在申述：当电场存在时，在该空间里就定域了有如下巠坚（每单位体积
能扯）的能量：

这一概念示如图 8-8.

• ••• •• 已＂｀．~ 心霄 •• • 

U-= 竺-E•E=­EoE2 

2, . 2· 
一夕

(8.31) 

• ••• 气夕~
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为要证明式 (8.30) 与静电学定律一致，我们现在就来引入曾在第六章中得到的有关 p

与中的关系

于式 (8.28) 中，因而得到
p=-€。守中

l 

把被积函数的各个分量都写出来，可见到

(8.32) 

沪中气（器叶沪告）
a-ay 

+ 
a-oz 

+ 

=V•(中V中） -(V中） •(V中）．

于是我们的能量积分就是

(8.33) 

可以利用高斯定理把第二个积分变成一个面积分：

l• J休飘妇哥）dV-J面飘西•lie位 (8.34) 

我们要在所有电荷都被置在某一有限距离之内

的假定下，对面积伸展至无限远处（从而使体积分变

成遍及全部空间的积分）的那种情况计算该面积分．
积分的简单办法乃是取一个具有巨大半径而其中心
位于坐标系原点的那种球面． 我们知道，当对所有

电荷都距离得很远时，中会按 1/R 变化，而 V中则按
1/庄变化． （如果在分布中净电荷为零，则这两项
均将随 R下降得更快．）由于该巨大球面的面积随
芷增大，我们就会见到，当球面的半径增大时，那面

积分将按照(1/R) (1/芘）芘= (1/R) 而下降． 因此，如果把全部空间都包括在我们的积分
之内 (R~oo), 则该面积分便将趋千零，面结果得出：

图 8-8 在电场中每一体积元 av­

血勾也含有能量(Eo/2)沪dV

U=射（邓）．（邓）叩－竺 E•EdV. (8.35) 
釭Iii 2 L畛间

由此可见，对于任一电荷分布，我们总能将其能量表达为对场中能量密度的积分． 午

§S-6 点电荷的能量

我们的新关系式 (8.35)说明了甚至一个孤立电荷也将有某一静电能量．在这一情况

下，电场是由下式给出的：

E=-上--
4x€01·2· 

因此，在离电荷为户远处的能量密度为

c。Ell

~ 

q 2 

32兀怎r¼.

·- ...、.. . •• --- -、－－
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可以取一个厚度为吻而面积为 4兀产的球壳作为我们的体积元．总能量便是 、

叫一工十祈＝－工上1r--- cs.36) 
r=O 8芷o'I'8炟0 ,r r=o• 

现在对于在,,.=,_oo 的上限毫无困难．．但对于一个点电荷来说，我们本应从一下限,,.=0 积
起的，而这会给出一个无限大的数值．式 (8.35) 申述：在一个点电荷的场中会有无限大的能
量，尽管我们过去是从仅有在点电荷主匣才有能量那种观点出发的．在我们原来关于一组
点电荷的能量公式(8.8) 中，并未曾把电荷对于其本身的任何互作用能包括在内．实际发生
的情况乃是：当我们转变到电荷的连续分布，即式(8.27)时，就曾计入了每一苤巠生电荷与
其他所有各无限小电荷之间的互作用能． 同一种帐目也包括在式(8.35)之内，因而当将其

应用于一空座左的点电荷时，我们便已将所需以从无限小部分电荷聚拢起来的那种能量也
包括了进去事实上，我们将注意到：若应用有关一个带电球体的能量表式(8.11), 并让其

中半径趋于零，则我们也会获得式(8.36) 中的那种结果． ` : 
必须断言，把能量定域在场中的那种概念同存在点电荷的假设是彼此不相容的． 一种

开脱困难的办法应该是去申现象电子那祥的基本电荷并不是一些点，而实际上是电荷的微
小分布．，或者，本来我们也可以这禅讲：在十分微小的距离上，电学理论已有点错误，或局域
能量守恒的概念有点不对头了．对于这两种观点中的任一个观点都存在困难．这些困难从
未得到克服；一宣遗留到今天．此后在某一时候，当我们已讨论过龟磁场中的动量那样一些
附加概念之后，就将对在理解大自然时所碰到的这些基本困难给予更全面的估量. . 
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9 
大气中的电

§9-:-1 大气的电势陡度

在寻常的日子里，平坦的旷野或海洋上，当从地面垂直指向上时，电势将每米增加约

100伏．这样，在空气中就有一个竖直的 100 伏／米的电场．这电场的符号对应千地面上带
有负电．这意思是说，在室外，在你鼻子的高度上就有高于你脚下 200 伏的电势差！你也许

会问：“为什么我们不在外面空气中的一米距离上，插上一对电极就可利用这 100 伏来开动

我们的电灯？”或者你也许会觉得奇怪：”是否岂堕在我的鼻子和脚底之间就会存在 200 伏的

电势差，那为什么当我走上街时不会受到电击？”

我们先来回答第二个问题．你的身体是一个相当好的导电体． 当你与地面接触时，你

和地面将趋于形成一个等势面． 寻常等势面是平行于地面的，如图 9-l(a)所示，但当你站

在那里时，这些等势面就会变形，而场看来会象图 9-l(b)所示的那个样子．因此，你仍将在

你的头与脚之间有十分接近于零的电势差． 有一些电荷会从地面走向你的头部，从而改变

了电场．它们有些会被已积累在空气中的离子放了电，但由这些而形成的电流十分微小，因

为空气是一种不良导体．

十亟－－
_ 
_ 

_ ---­ _ --
I 

十如伏-------------- 
-+200伏____________ ....,_ 

土心色＿＿．一一一一一一一一

~/力力一~iii!-/ -; / /-/ //-/ 
(o) 

_ ---.,,,. _ 
夕多/ ----、一、............. _ 

,,,,,- -o伏、、

夕立 ．一产i- '、、、

_ _ ._ _ 

_ 
_ 

_ 
_ 

------ 
lb) 

图 9-1 (a)在地面上的电势分布； (b)在室外平坦地方人身附近的电势分布

如果把某件东西放在那里就会改变电场，那怎么还能测量这样的电场呢？一个办法是，

把一个绝缘导体置千高出地面某一距离处，并让它留在那里一直到它的电势与空气的电势

相等时为止． 如果让它在那里停留得足够久，则空气里的微小导电性会让电荷漏出（或渗

入）该导体，直到它取得在该水平上之势为止．然后，再把它带回到地面上，并测量当这样做

时势的改变．一种较快捷的做法是令该导体为一个稍有点儿漏泄的水桶．当水滴滴下时，

会携带着任何超额电荷，因而该水桶便将趋向于与空气相同之势了．（正如你所知道的，电

荷乃分布于表面上，当水滴离去时，”表面各部分”就会拆散．）我们可用一个静电计来测量水

桶的电势．

... "'. ·-··. ..、. • - •• 丘~



第 9 章大气中的电 99 

还有另一种直接测量电势些座的方法．由于
存在电场，所以在地面上就会有面电荷 (o-一句E).
如果放置一块平坦金属板在地面上并把它接地，

负电荷就会在它上面出现（图 9-:2a), 现在若又对
这块板盖上另一块接地的导体B, 则电荷将会出 ,a) 

现在这一块遮盖板上，而原来那块板A 却没有电
荷了．若当我们把 B盖上时，量度从 A 流向地面
的电流（比方用一个连接于接地导线上的电流

计），我们便能找出原来在那里的电荷密度，从而

也就找出了良场;

在提示了如何能在大气中测量电场之后，我 图 9-2 (a)一块接地金属板与地面带有相
们现在就继续来对它作描述． 首先，测量的结果 同的面电荷； (b)如果这块板又合另一块接
表明：这个场沿竖向持续存在，但当我们升至高空 地的导电体遮盖着，则它便不会有电荷．

时它就会逐渐减弱．在约五十公里的高度上，这电场变得十分微弱，因而大部分的势差（对
E 的积分）都发生在较小高度上．从地面起一直到大气顶部总势差约为 400,000 伏．

E 

- ,.. -

E 

"'""""'"""""'"· 

` 

' 

;,:,. , ,, 

§9-2 大气宁铀电流
匈

除了电势陡度以外，另一个可以测量的东西就是大气中的电流． 这电流密度很小

越过与地面平行的每平方米面积约有10皮安．｀空气显然不是完美的绝缘体，而由于这一导
电性，一个微小电流一—由刚才所描述的那种电场所引起的一—就会从天空流向大地．
为什么大气会有导电性？原因是，这里或那里的空气分子中存在个别离子一一比如已

获得了一个额外电子的，或也许已丧失了一个电子的氧分子． 这些离子并不保持作为单独
分子；它们由于带有电场就经常会把几个其他分子聚集在其周围．，于是每一离子就成为一
小团块，与其他团块一起，在电场中到处漂移一缓慢地移上移下一一这就形成了所观察到

的电流．这些芭王究竟从哪里来的呢？最初人们猜测这些离子该是由地球的放射性产生

的．（已经知道，从放射性材料发出的辐射会把空气分子电离而使空气导电）象B射线那样
的粒子，从原子核出来之后会跑得那样快以致从空气里的原子中扯去了电子，从而留下离
子．当然，这就暗示着要是我们升至较大高度，便匝该找到较少的电离作用，因为放射性全

都藏在地面的尘土之中一一在矶铀、钾等的痕
. I十 量中． , 

. ,. .'... . 
寓子·-一空气＿ 为了检验这一理论，有些物理学家带着测

'.' ,-._~ 量空气电离度的仪器在气球中作过具体测量
I , • [赫斯（五亟），于 1912 年］，但发现的情况倒是

. 静电计: • 相反的—一每单位体积里的电离度随高度而增
图 s-a 测量由千离子运动所引起的空气导电性 加! (仪器有如图 9-3 上所示的．两块金属板

周期性地被充电至一电势 v. 由于空气的导电性，这两块板将慢慢地放电；这放电率将由一
静电计测量出来．）这是一个最神秘的结果——在整个关于大气电研究的历史中最为戏剧性

的结果． 事实上，竟会有那么大的戏剧性以致一门全新学科一宇宙射线学一一有必要分
支出来．大气电本身仍保留它的不太戏剧性的地位1. 电离作用显然是从地球以外的某种东

七
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西产生的．对于这一来源的研究，就导致了宇宙线的发现．我们现在将不讨论宇宙线这一

学科，只是说明宇宙线会维持离子的供应．尽管离子经常会被清除掉，但新的离子却总会通
过从外而来的宇宙射线粒子创造出来．

为准确起见，我们必须说，除了由分子形成的离子外，还有其他种类的离子．小小的灰

尘，象十分细微的尘埃小颗粒那样，会漂浮于空气中而带了电． 它们有时被称为“核＂． 例

如，在海面上当一个波浪破碎时，小小的浪花就会飞溅到空中．当一颗这样的水滴蒸发时，

它将留下一个无限小的 NaOl 晶体浮荡于空气中．此后，这些小晶体可能会拾取电荷而成

为离子；它们被称为“大离子".

那些小离子—一由宇宙线形成的一~ 由于它们那么小，就会在空气中运

动得相当快－—－在 100 伏／米（或 1 伏／厘米）的场中其速率约为 1 厘米／秒．那些大得多而

又笨赋得多的离子，运动起来就会缓慢得多．事实是，倘若空中有许多个“核＂，它们会从那
些小离子上拾得电荷． 此时，由千“大离子“在场中运动得那么慢，总电导率就降低了． 因

此，空气的电导率是很容易变化的，因为它对于在空气里存在的灰尘份最很敏感．在陆地上

这样的灰尘比在水面上多得多，因为风会刮起尘埃，或是那里人类会把各种污染抛入空气之

中．这并不奇怪，日复一日，时复一时，从此地到彼地，靠近地面的电导率变化得很厉害．在

地面某一特定地点上所观测到的电压陡度也变化得很大，因为从高空流下来的电流大致处

处相同，而只是由于在靠近地面处的多变的电导率才引起电压陡度的差异．
起因于离子漂移的空气电导率也随着高度增大得很快——这是由于两个原因． 首先，

由宇宙线引起的电离作用跟着高度增加；其次，当空气密度降低时，离子的平均自由程增大，
从而在电场中，它们能够在发生一次碰撞之前就跑得较远一—结果使电导率随高度增加得
很快．

虽然空气中的电流密度只有每平方米几皮安，但由于大地表面有许许多多的平方米，以

致在任何时刻流至地面的总电流很接近于 1800 安这一常数．当然，这个电流是“正＂的

它把正电荷带到地面上来． 因此，我们就有 400,000伏的电压供应，并有 1800 安的电流

功率达 7亿瓦1

既然有这么大的电流流下来，在地面上的负电荷不久就应该放完了电．事实上，．只消约
半个钟头就可以把整个大地都放了电．但大气电场自从它被发现以来总已经历了比半个钟

头更长的时间吧！它到底是怎样得到维持的呢？什么东西在维持着电压？这电压存在于地

寓电导率 球与什么东西之间？问题多得不胜枚举．
!IOpco米- -;- - - - -~ ~- 地球是负的，而空气中的电势是正的． 如果你升得

够高，那里的电导率会大得使水平方向上不致存在电压JN'VI 
伏 ''!i.J. 和 变化的机会．对于我们所谈及的时间尺度来说，空气实

际上已变成了导体．这发生在 50 公里左右的高空上．

这一高度还没有所谓“电离层“那么高，在电离层中有由
图 9-4 在晴朗大气中的典型电状态 日光的光电效应所产生的大量离子．尽管如此，对我们关

于大气电的讨论，在约 50 公里的高空上，空气已变成足够导电，以致可以想象在这一高度上

实际存在一张完美的导电面，从那里电流流了下来． 这种情况的图象如图 9-4 所示．问题
是正电荷怎样会维持在那里？它怎样给泵回去的？既然它已降落到地面上，总得想个办法
把它泵回去才行．这就是困惑了人们相当一段时间的有关大气电的最大难题之一．

.•.•• --· 专. -··- -- ----- --- - -- ---
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我们能够得到的每一份知识都应该提供一条线索，或至少会告诉你关千它的某些情况．
这里就是一个有趣现象比方，若在海面上测量电流（这比起电势陡度来更为稳定），或者在
严格条件下进行测量，并十分小心地对结果加以

E(V/m) 

平均，以便避免不规则的起伏，那么我们就会发

I 

知

现，仍然有一种逐日变化． 对在洋面上许多测量
结果的平均，显示出一种约略示如图 9-5 的那种

跟着时间的变化．电流约有士15% 的变化，而在

伦敦每天下午七时达到最大．事情的奇怪方面

是不论你在覂垦测量电流—一是在大西洋、太平
洋、或北冰洋上一—总是当俭塾的钟在下午敲 7

J k I~,'a J... 
小时（格林威治平均时）

点时电流就达到它的巅值！ 遍及全世界，电流总 图 9~5 在晴朗的日子里，在大洋上关于大气彴
是在伦敦时间下午 7 时达到极大，而在伦敦时间 电压陡度的平均逐．日变化（参照格林威治时间）

上午 4 时则达到极小换句话说，它取决千地球的绝对时间，而至是取决于进行观测地点的
当地时间．从一个方面说，这并不见得神秘；它与我们的下述观点一致，即在大气顶层有极

高的横向电导率，因为这会使从地面至顶层间的电势差不可能按地域而变． 任何电势变化

都应该是全球性的，而事实确是如此．因此，．我们现在所知道的就是，在“顶“面的电势随地
球的绝对时间起落百分之十五．

•' 

§9-3 大气电流的来源

其次，我们必须谈谈关于从“顶“层流至地面持续把地球充负电的那种巨大负电流的来

源，承担这一任务的电池组究竟放在哪里？这电池组示如图 9-6. 充电是通过雷雨和闪电

图 9-6 产生大气电场的机制［由 Will血aL.W汕皿＂了拍的照片］

一．



102 费曼物理学讲义（第二卷）

来实现的．事实证明，那些闪电电光并不会使我们刚才谈及的电势“放了电＂（起初你或许会

这样猜测的）．雷电把怹电荷带至地球上．每当一次闪电发生时，十之八九会把大量负电荷

带下来给地球．正是全世界的这些雷电经常以平均 1800 安培的电流把地球充起电来，然后

才在天气好的那些地区把它逐渐放了电．
整个地面每天约有 300 次雷电，而我们可将其想象成会把电荷泵至上层以保持其电势

差的电池组． 然后计入地面的地理因素一一在巴西每天下午总有雷电，在非洲的热带雷雨

等等． 人们已经对在任何时候全世界发生若干次雷电作了估计，不用说他们的估计多少总

会同电势差方面的测量结果相符：在整个地面上雷电活动的总量在伦敦时间下午 7 时达到

最高．然而，关千雷电的估计十分难于作出，而只是在人们知道了必须发生那种变化之旦才
作出该估计的．这些事情十分困难，因为我们无论在海洋上或在全世界所有各地区上，都没

有做过足够多的观察以准确地弄清楚雷电发生的次数．但那些认为他们“做得对＂的人都曾

得到这么一个结果，即在格林威治平均时间下午 7 点钟雷电活动达到顶峰．

为了了解这些电池组是怎样工作的，我们将详细地考察一次雷电． 在雷电过程中到底

发生了什么？打算就迄今所已知道的给予描述．当我们进入实际自然界一一而不是涉及一

些理想的完美导电球体存在于我们所能够那么漂亮地加以解决的其他球面之内－这种令

人惊奇的现象时，我们就发现所知道的并不多．任何曾经经历过雷电的人都会感到一种享

受，或吃了一惊，或至少也发生过某种情绪吧．而在自然界中那些会引起情绪的地方，我们

一般总会找到关于它的相应复杂性和神秘性的．目前并不可能对雷电的行为作出准确描

述，因为我们懂得的仍然不太多但我们愿意尝试，对所发生的事情稍为描述一下．

§9-4 雷雨
、

首先，一场寻常的雷雨是由若干个彼此相当靠近却又儿乎互为独立的“盒形区域“构成

耘＿

地面

• 

的． 所以，最好是每次仅仅分析其中的一个盒．

所谓“盒形区”指的是一个在水平方向上占据有限
.... .,, 面积的区域，而全部基本过程都会在此中发生．

往往会有几个盒子互相靠近，而在每一个中所发

生的现象又约略相同，尽管可能在时间上有所不

同．图 9-:--7 以一种理想的方式指示出在雷雨的最

初阶段这样一个盒子会出现的形态．结果表明：

在我们即将描述的条件下，空气中某处会出现普

遍的空气上升，越接近顶层速度就越大． 当底层

的温暖而又潮湿的空气上升时，它会被冷却而凝

结． 图中那些小叉叉就是代表雪花，而小点点则

代表雨，但由于向上冲的气流足够强而这些点滴

. ---. --------.! . 
一,_-:了万开冗言汇·.~..... • ...---; 一-,- .. _、．．

一.-- ---_,,,.,,,,,i1, ... ,, 甲阉仁
·----·--------. 

--- --一-·... 
_,,,, ,, , , , I I I \ \• ,、氮... ,_ 

--------- ----

水平比例尺 又足够小，因而在这一阶段雪和雨都不会落下来．

这是开始阶段，还不是真正的雷雨一一即在地面
图 9-7 在最初发展阶段中的一个雷雨盒［转 上还未发生过任何变化这样的一种意义上说的．
载自美国商业部气侯局报告， 1949 年六月］ 同时当暧空气上升时，还会把旁边的空气也吸引

过来一—这是许多年来一直被忽略的一个要点．千是，不仅下面的空气会升上来，而且还有

-- --已...心'一- " . --卢----一,-矗·
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从侧面来的一定份量的空气. , 

为什么空气会象这样升上去呢？正如你们所知道的，高度越大空气就越冷．挫亘受太

阳晒热了，而这些热量之再辐射至天空中则要依靠大气高层中的水蒸气；因此，高空上的空

气是冷的一一－十分寒冷--:--而在下层才较温暖．你可能会说，“那么事情很简单．暖空气比

冷空气较轻；因而这个组合在力学上是不稳定的，这样暖空气便会上升．“当然，如果在不

同高度上空气的温度不同，那它在热力学上就是不稳 . -__ -_-__ -_-_-__ - __ -_-_-_-

定的． 要是让空气本身呆无限久，全部将会达到同一

温度．可是，并非能让它独自呆在那里的；太阳（在白

天）总会向它照射． 因此，间题确实不是一种热力平

衡，而是一种且受平衡假设我们—一象在图 9-8 所

示的那样一一把空气温度对应于地面上的高度作一曲 鸣

线，在寻常情况下，该会得到沿一条象（心那样的曲线

下降；当高度增大时温度下降了． 大气怎样能够得到

稳定呢？为什么下层的暖空气不会简单地上升到冷空

气中去？答案是这样的：假如空气上升，压强就会下
` 

高度

降，而要是考虑一特定区域里的空气正在上升，则它该 图 9-8 大气温度• (a) 静态大气； (b)千
作绝热膨胀．（没有任何热量会进出该区，因为在我们 燥空气的绝热冷却； (c)潮湿空气的绝热
这里所考虑的那么大的尺寸，将不会有时间让大批热 冷却； (d)潮湿空气与一些周围空气混合

量流动．）于是这个区域里的空气当升高时就会变冷．象这样的绝热过程该会给出一条如图

归曲线(b)那样的温度与高度关系． 任何从下面升上来的空气比它进入的环境里座要性．
这样就没有理由让下层的热空气升上来；假如真的会升起的话，它该比原来已在该处的空气
为冷，便要比那里的空气重些，因而刚好一升上来就要再降落下去了．在一个美好、晴朗的

日子里湿度很低，此时大气中存在某一个温度下降率，这一般比之由曲线 (1,)所表示的那“极
大稳定陡度“要低些．空气是处在一个稳定的力学平衡状态中．

另一方面，要是我们想起一个里面含有许多水汽的空气区域正在上升，那么它的绝热冷

却曲线就将不同．当它膨胀而冷却时，其中的水蒸气将会凝结，而这些正在凝结的水会释放
出热量．因此，潮湿空气并不象干燥空气冷却得那么厉害．所以如果比平均湿度为高的那

种空气开始上升，则其温度将按图 9-8(0)那样的曲线下降． 它毕竟将会多少变冷，但仍然

比在同一高度上的周围空气要暖和些，并将继续升高直到升达很高之处为止． 这就是使雷
雨盒中的空气升高的机制．

多年来，关于雷雨盒的解释就只是这样．但此后的测量结果表明，云层里不同高度上的

温度并不会象曲线(o)所示的那样高．原因是：当湿空气的“气泡”上升时，它会从其周围捕

捉到一些空气，并受这些空气所冷却．温度对高度的曲线看来就更象曲线(d), 那与原来的

曲线（心比与曲线(o)还要接近得多．

当上述对流发生了之后，雷雨盒的截面看来就象图 9-9那祥． 我们已有了所谓“成熟＂

的雷雨了．在这个阶段，向上冲的气流非常迅猛，一直到达了约 10,000~15, 000 米一一有

时比此还要高． 具有凝结特点的雷雨盒顶部会一直向上爬至高出于一般云端之外，由一股

通常约每小时 60 英里的向上猛风来完成．当水汽被带上去而凝结时，它形成了一些迅速被

冷却至零度以下的小水点． 它们本应该凝固，但并不立即凝固一一毛：们已经是“过冷”了的

-- - --一 -- -- - -、一- -- -- --- - -
一--- -
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水点． 水及其他液体往往会在凝固之前冷却至完全在凝固点之下，要是没有足以使凝固过

程开始的一些“核＂存在的话．只有当某一小点物质、比如一小块 NaCl 晶体存在时，水点才

会凝成一小冰块． 此后平衡是这样建立的，即

水点蒸发而冰晶生长 于是，在某一时刻水会

迅速消失，而冰迅速形成．并且，在水点与冰粒

之间也有可能直接相撞——那些过冷之水便粘

上冰粒，从而使它突然结晶． 所以在云体膨胀

的某一时刻会有大块冰粒迅速累积起来．

当这些冰粒足够重时，它们开始在上升的

空气中降落一—它们变得太重，以致那向上的

猛风支持不住． 当冰粒落下来时，会连同一点

儿空气也带下来，因而就开始了一股向下刮的

风而足够奇怪的是，很容易看出当这种下刮

之风一旦开始了之后，便将继续保持． 现在空

气正在猛冲下来！

注意，图 9-8 中那条代表云里实际温度分

布情况的曲线(d), 要比适用于潮湿空气的曲线

(o)稍为陡些夤．所以，如果有漫空气落下来，则

它的温度将按曲线(o)的陡度降落，只要跑得够

业部气候局报告， 1949 年 6 月］ 远，它的温度便会低于其周围的温度，如图中曲--__ 

线(e)所指出的．当它一旦那样做时，它的密度便会比周围的空气大，因而将继续迅速下降．

你会说，“那是一种永动．起初你曾争辩说空

气应该上升，而当你确已把它升到那里时，却
又同样巧妙地争辩说它应该下降＇，．但那并

不是永动．当情况不稳定而暖空气必须上升

时，此时显然就得有某种东西来代替该暖空
气 同样确实的是，下降的冷空气该有力地

代替那暖空气，但你也认识到，那落下来的并

丕是原来的空气阜期的论据认为有某种特
别的云，它并不会拉进旁边的空气而能在上

升了之后就又降落下来，这确有某种令人迷
惑不解之处．这种论点需要雨来维持那下刮

的风 是一个难以置信的论据．一旦我们

己认识了有不少原来空气会混杂于那上升的

空气之中，则热力学论据就足以表明原本处

于某一高处的冷空气会降落下来．这就解释
了作于图 9-9 的草阳上的那种活跃的雷雨形 阳 9-10 雷雨盒的后一阶段形势［转载自美国
象． 商业部气侯局报告， 1949 年 6 月］

．这里按原文是“没有那么陡＇，．似乎有误．所以我们把它改了．一一译者注
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当空气沌下来时，雨开始从雷雨盒的底层降下．而且，当那相对寒冷的空气降落到地面

上时，还会向周围扩散所以恰好在雨尚未落下之前，就有一小股冷风给我们以大风雨即将

来临的预兆．在暴风雨本身中，会有猛烈而又无规的阵风，而在云层里则有巨大的湍流，如

此等等．但基本上是先有一股向上猛风，然后才有一股猛风向下一一一般说来，这是一个十

分复杂的过程．

降雨过程开始的时刻也就是强劲的下刮风开始的时刻，实际上，也是电现象发生的时

刻．然而，在对闪电进行描述以前，我们可以通过考察在半个钟头至一个钟头以内，雷雨盒

中发生的情况来结束这个故事．此时，该盒看来就象图 9-10 所示的那样．向上刮的风停止

了，因为己不再有足够的暖空气来维持它．降雨再继续一阵子，最后连一些小水滴都落了下

来，情况逐渐变得平静——尽管还有一些小冰晶残留在高空上． 由于在极大高度上风会吹

向四面八方，云端通常就会伸展成一块铁祜形．雷雨盒到了生命的尽头．
'. 

§9-5 电荷分离的机制
、.

现在我们要来讨论对我们的目的来说最关紧要的方面——即关于电荷的发展情况．各

种实验一—包括飞机穿过雷圃区钉二这一件事的飞行员真是好汉！）——都告诉我们，在雷雨

盒里的电荷分布有点象图仁辽所示的那样．在顶部有正电荷，而在底部则有负电荷一—只
除了在云脚处还局部带有正电荷，·'这对任何人都曾引起不少烦恼． 似乎还没有谁懂得为什

么它会存在那里，到底它有什么重要性一一是该正电荷雨降落时的次级效应，还是机制中的
基本部分．假使它不存在，事情该会简单得多．不管怎样，在底部占优势的负电荷与在顶部

占优势的正电荷对于促使地面楷负电阮必需的电池组就有了正确符号．正电荷存在千 6 或
7 公里高的大气中，那里温度约为 ..... ,.,.,., ,, .... __ ,, . 

一20飞，而负电荷则在 8 至 4公里 I .,.- + 
+ 

+ ．十

高处，那里温度在零与一1的之 I"' • ' .•• 
间. '.' . . .·.· t'; 正电荷中心 • 

. 

聚集在云底的电荷大到足以使 ~·:~·• 在云与地面之间产生一个 ~o或跄 =罕：二；一：7三二;,;;.二了
.... 

甚至达到100 兆伏的电势差一一比 l---- . { '-•1,L. • - + 5~ 
起在晴朗大气中从“天空“至地面的 I J . -· -

I /'-0.4 兆伏要高得多．这样高的电压 ` 

会把空气击穿，并产生大规模的放

电现象． 当击穿发生时，在雷雨区

底部的负电荷就会在闪电中被带到 _ 

_ 
一匕

、 晴天天气
- .\ I 的电势梯度

了地面． 图 9-111 在一个成熟的雷雨盒中的电荷分布［转

现在我们将比较详细地来描述 载自美国商业部气侯局报告， 1949 年 6 月］

lie 

闪电的特性．首先，附近应有一些大的电势差，才能把空气击穿．闪电会发生于一朵云的两
部分之间，或在云与云之间，或在云与地面之间．在每一次独立发生的电光闪耀一就是你

所见到的那种闪电一一中大约有 20 至 30库仑的电荷被带到地面．一个问题是：云要再生

这些被闪电所带走的 20或 30 库仑电荷需要多少时间？这可以通过测量在离云很远的地方

由云的电偶极矩所产生的电场而得到． 在这样的测量中你可以见到夕在闪电那一瞬间电场

- -- --··-。、丐、-- --、、...
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会突然降低，然后又有一个返回到原值的指数式变化，这个指数函数的时间常数对不同情况

稍为不同，但约略在 5 秒左右．每次发生闪电之后，雷雨只消5 秒钟就能再度建立起它的电

荷．这并非意味着另一次闪电一定要恰恰在 5 秒钟之后发生，因为地理位置当然已经改变，

等等． 闪电或多或少是无规发生的，但重要之点乃是，大约需要 5 秒钟才能再生那原来条

件．这样在雷雨的起电机中会流经约 4 安培的电流．这意味着，任何为解释风暴如何能产

生它的电荷的模型总一定是富有活力的－~它必须是一部庞大而又迅速运转着的装置．

在继续作深入论述之前，我们将考虑一件儿乎肯定是完全不相干的、但却是饶有趣味的

事情，因为那的确表明电场对水滴的效应．我们之所以说它可能与雷电无关，是因为它联系

到的是我们能用一束喷注在实验室里做的、表明电场对水滴影响相当强的实验，而在雷雨中

却没有水的喷注；那里只有由凝冰和水点所形成之云．因此，关于在雷雨中起作用的机制问

题，可能根本就与你能够在我们即将描述的简单实验中所见到的现象毫无关系．要是你取

一个小喷嘴接至水龙头上，并以陡峭的角度朝上安放，如
--.: 乒．文氐．,~ ''· 图 9-12 所示，那么水便将以一小喷注的形式射出来并最

、后碎裂成一串由微小水点组成的雾．如果你现在把一横

穿该水注的电场安置在喷嘴附近（比如把一根带电棍棒

移近来），那么该喷注的形状就将改变． 若电场很弱，你

将发现水注会破裂成数目较少的一些大水滴．但若所提

供的是一个较强电场，则水注将碎裂成许许多多的微小

水点——比以前的要小得多＊．采用弱电场时，有一种会

妨碍喷注碎裂成水点的倾向． 可是，若用较强电场则拆

接至水管 开成水滴的倾向就增加．

图 9-12 有电场存在于喷嘴 有关这些效应的解释可能是这样．如果有一条从喷
附近的一条喷注 嘴射出来的水注而又让一小电场横穿过它，则它的一边

会稍为带正电而另一边稍为带负电．此时，当水注破裂时，一边的水滴便可能带正电而另一

边的水滴带负电．它们将彼此互相吸引并将比以前更加倾向于粘着在一起－一－水注不会

那么容易破裂了．反之，如果电场较强，则存在于每一水滴上的电荷比较多，因而电荷空旦

就会通过其中的互斥作用而协助把那些水滴分裂．每一水滴将碎裂成许多更小的各带有电

荷的水滴，因而它们将互相排斥而迅速向外扩散．所以当我们增强电场时，喷注便将分裂成

更微细的水珠．我们想要提出的唯一之点乃是，在某些条件下电场能够对水滴发生相当大的

影响．有关雷雨中事态发生的精确机制，一点也还未弄清楚，而这机制完全无需与刚才所描

述的现象联系在一起．我们之所以把它包括进来只是为了使你们认识到可能会起作用的那

些复杂性．事实上，还没有谁曾经提出过以这种概念作为基础而适用于云朵的理论．

我们要来描述两种曾经发明借以解释雷雨中电荷被分离的理论．所有的理论都会包含

这样一个概念，即在凝成的粒子上带有某些电荷，而在空气中则有另一些不同电荷．于是通

过这些凝成粒子——水滴或冰粒一一一在空气中的运动，电荷便分离了．唯一的问题是：这些

粒子开始是怎样带电的？较古老的一种理论被称为“水滴破裂＂论． 有人曾经发现，如果气

流中有一水滴破裂为二，则正电荷会留在水滴里而负电荷跑到空气中． 这种水滴破裂理论

存在几方面的缺点，其中最严重的是笣旦弄错了． 其次，在大量会出现闪电的那种温度带

．一种方便的用以观察水滴大小的办法是，让喷注落在一大块金属薄板上．较粗的水滴会造成较响的声音．

•• 雪. • •••••• 一 .、、- - --- -广«耋...
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式雷雨盒中，高空里的凝结效应乃是形成冰，而丕是形成水．

从刚才所说的，我们注意到，若能够想出一种在水滴顶部与底部各带有不同电荷，而又

能看出为什么在一个高速空气流中水滴会破裂成大小两部分一一出于水滴穿过空气的运

动，或其他原因使其分裂成在前面的大滴和在后面的小滴一一那么我们便该有一套理论了．

（这与任何已有的理论有所不同！）此后，在空气阻力的影响下，小滴在空中降落总不如大滴

那样快，因而取得了电荷分离的效果．你看，是有可能协调各种可能性的． . 

一种更巧妙的、在许多方面比那水滴破裂理论更为满意的理论，是由威尔逊(0. T. R. 

Wi涵n)提出的．我们将按照威尔逊的办法用水滴来描述它，尽管这同一现象也适用于冰．

假设有一水滴正在每米约 100 伏的电场中朝着带负电的
地面降落．这水滴将有一个感生电偶极矩－—-水滴的底

部带正电而顶部带负电，这示如图 9-13. 原来在空气中

会有如上面所曾提及到的“核”——那些粗大而运动迟缓

的离子．（高速度的离子在这里没有重要影响．）假设当

这水滴阵落时，会接近这么一个大离子． 若这个大离子

带的是正电，它会被水滴底部的正电荷所推开．因而，它

就不会粘着在该水滴上． 可是，假若该离子是从上面接

近水滴的，则它也许会粘在那带负电的顶部． 但由于水

滴正在降落，会有一股相对于水滴向上冲的气流，这气流

将把离子带走，如果各离子在空气中运动得足够缓慢的

话．于是正离子也就不会粘在水滴上了．你看，这只适用于大而行动缓慢的离子． 即这一
种类型的正离子将不会粘在一颗降落的水滴前面或后面． 反之，当一水滴接近一些粗大而

行动缓慢的负离子时，它们便将被吸引而终于粘了上去． 水滴将获得负电荷一一这个电荷
符号已被整个地球上的原来电势差所确定一一而我们便将得到一个正确符号了．负电荷将

由这些水滴带到了云的底部，而剩下来的正电荷则将被各种向上气流吹刮至云顶． 这一套

理论看来相当好，至少会提供正确符号．并且它也不依赖于要有液态水滴．当我们以后学
习到电介质的极化时将会见到，小冰块也同样会这样干的．当它们处于电场中时，在其两端
处也将出现电荷．

然而，即便这一理论也还有一些问题．首先，在雷雨中所牵涉到的总电荷会十分多．过

了一段短时间之后，那些大离子的供应将告枯竭．因此威尔逊和其他人就得建议还有其他的

大离子来源．一旦这种电荷的分开开始，巨大的电场便将形成，而在这些大电场中某些地方

的空气就可能发生电离．如果有一个尖端强烈带电，或有任何象水滴那样的小物体，则它可

能将场集中到足够强以致造成“刷形放电气当有一个足够强的电场时一一让我们说它是正

的吧一电子们便将跌进场中并在两次碰撞之间拾取了巨大速率．它们的速率将足以在碰

到另一个原子时把其中的一些电子拉出来，而让正电荷丢在后头． 这些新的电子又将拾取

速率而与更多的电子碰撞．因此，就将有一种链式反应或雪崩现象发生，从而离子会迅速聚

集起来． 那些正电荷被遗留在原来的位置附近，因而净效应就是把原来在某一点上的正电

荷分散成围绕着该点的一个区域．此时，当然就不再有强电场了，而这一过程便停止．这就

是刷形放点的特点有可能在云里的电场会变成足够强，以致形成一个小小的刷形放电；也
可能还有其他别的机制，在一旦发动了之后就能产生大量离子． 但还没有谁会确切知道它

_ 

E 

大高子

v 

圈 e-1a 有关雷雨中电荷分离的

C.T.R. 威尔逊理论

~＿~－－－气- -
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是如何动作的．因此，关于闪电的基本原因实际上就还未完全明白．我们仅知道它是来源
于雷雨．（而且我们当然也知道，雷声发自闪电一是由闪电释出的热能引起的．）

至少我们已能部分地理解大气电的起源．通过气流、离子、以及雷雨中的水滴或冰粒，
正、负电荷被分开了． 正电荷被向上带至云顶（见图 9-且），而负电荷则在电击时倾倒到地
面上．那些正电荷还会离开云顶，进入具有更高电导率的高层大气中，并将伸展至全球．在
气候晴朗的地区，这一高空层里的正电荷会通过空气中存在着的离子—一由宇宙线，从海
上、并由人类活动所形成的一缓慢地输送至地面．大气是一部忙碌工作着的电机！

§9-6 闪电

作为闪电中所发生情况的证据的第一张照片是这样获得的，快门打开着的一部照相机
由人们提着前后移动一—－同时指向闪电所预期发生的地方．那些按这样获得的早期照片清
楚地表明，闪电往往是由沿相同路线的一连串放电构成的．后来，一种配有 1so~ 差别的两
镜头安装在一个迅速旋转着的盘上的“柏伊斯"(Boys)牌照相机问世了．由每一镜头所形成
之象横越胶片走动一一图象就按时间而被拉开了．比方，若闪电重复着，就会有并排着的两
个象． 通过对由这两个镜头所形成之象作比较，人们就能计算出有关闪电发生的前后时间

序列．图 9-14 表示由“柏伊斯”牌照相机拍

摄的一张照片．

图 9-14 由一部“柏伊斯“牌照相机所拍
得的一张闪电照片［转载自 Bcho吐tnd,
辽吐m, and Oollens, Proc. Roy. 胚.Lon- , 

, don, Vol. 152 (19郘）］

I

朵云
／

,/ t今T/+八f;/+/ +/y+/+/ y+ 
地面

图 9-1~ "梯式指引线“的形成

现在我们要来描写闪电．对它的动作也仍未确切理解．仅将对它的处覂垄塾给予定性
描述，但对于它坦仕么会这样表现则不作详细谈论． 我们将仅仅描述在平坦旷野上面云底
带有负电荷的那种寻常情况． 这朵云的负电势比起下面的地球的负电势来还要低得多，因
而负电荷便将被加速而奔向地面．发生的情况确实是这样．全都从一种所谓“梯式指引线”
开始，这并没有象闪电那么光亮．在照片上人们可以看到，初时一小点亮斑会从云朵那里开
始出现，随即迅速地冲下来一一以六分之一的光速进和它只跑过 50 米左右便停下来．约
歇息 60 微秒之后，重又开始另一步．再歇息一会就又跨出第三步，如此等等．通过一连串

- - 一一 ~．一-- ----- -
~ ~ 
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_ 

步伐而跑向地面，沿着象图 9-15 所示的那条路线．在这条指引线路径里就有来自云朵的负

电荷；整根柱里充满着负电荷．并且，空气巳被那些产生了该指引线的迅动电荷所电离，因
而沿电荷走过的这条路线空气已变成导体． 在指引线接触到地面的那一瞬间，便有向上直
通云朵的充满着负电荷的一根＇，导线”．现在，云里的负电荷能够最后干脆逃脱而跑了出来．
处在指引线底部的那些电子最早体会到这一点；它们倾倒了出来，剩下正电荷在后头，那又
再从指引线的较高处吸引着更多的负电荷，而这又再倾倒下来，如此等等．所以最后云朵里
的全部负电荷将沿着这根柱以迅速而有力的方式奔

跑出来因此你所见到的闪电乃是从地面跑上去的，
- - ---,- -_ 

如图 9-16 所示．实际上，这一主要闪电一一是其中
最明亮的部分－—-称为回路闪电．这就是能够产生

十分明亮的光的那种东西，而其热量使空气迅速膨

胀从而发生霹雳一声雷响．

在一次闪电中，电流的巅值达到约 10,000 安

培，由它带下来的电荷约为 20 库仑．

但至此事态仍未结束．可能在约莫百分之几秒

后，当这个回路闪电消失时，另一条梯式指引线又冲

了下来．但这一次在中间并不再歇息．这回被称为

“暗指引线”，一宜奔跑下来一一猛然一扑就从顶到

底． 它开足了马力沿着旧道前进，因为那里还有足

够多的余炵使它成为一条最易通得过的路线．这一

条新的指引线又再充满着负电荷．当它接触到地面

的一刻－一一座的一声！—一沿着该路线就有一个回路闪电一直往上冲击．所以你会看到闪

电一再发生 有时仅闪击一、二次，有时五或十次一一有一次在同一条路线上竟有多达 42

次的闪电被观察到一—但总是迅速地相继发生的．

有时事情甚至还更加复杂． 例如，在其中一次歇息之后，该指引线可能通过踏出两步

都是朝下指向地面的，但在不同的角度上一一而发展成一种分支，示如图 9-1互 此后

会发生什么情况，将取决于是否其中有一条支路肯定更早地到达地面．如果真的是这样，则

那明亮的（把负电荷倾卸到地面上的）回路闪电便会沿这条直达地面的支路往上冲，而在其

通往云朵的路程中经过该分叉点时，就有一条明亮的闪电沿另一条支路韭王面． 为什么？
因为负电荷正在倾倒而出，而这便点燃了闪电．这电荷开始在那个次级分叉点的顶端运动，

把该支路中那些较长的相继部分倾倒掉，因而该明亮闪电便显示出是在沿该支路奔跑下来，

同时闪电也朝着云朵伸展上去． 然而，倘若这些额外的指引线支路恰巧几乎已在同时与那

原来的指引线到达地面了，则有时可以有那第二次闪电的堕指引线选取这第二条支路．于

是，我们便见到第一次主闪电发生在一处，而第二次闪电则发生在另一处．这又是那原来概

念的一种转化了．

再者，对于十分靠近地面的区域，我们上面的描述就过于简化了．当该梯式指引线离地

面仅有一百米左右时，有证据表明从地面发生了放电来迎接它． 大概电场已强至足以使一

刷形放电产生．例如，设有一尖锐物休，诸如装配有尖屋顶的一座建筑物，那么当指引线落

下至该屋顶附近时，电场将会达到那么强大以致放电得以从尖端出发而向上伸展至该指引

少
-r 

图 9-16 回路闪电沿着指引线所开

辟的道路往回头跑上去

' - --- -- - 气一 、-------- - ----…一----
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线闪电倾向千击在这样的一点上．

显然久已明白，高耸的东西常易受电击． 波斯王哲息斯(Xerx磁）的顾问阿塔班尼斯

(Artabanis) 曾有一句名言，那是当哲息斯企图把整个已知世界都归由波斯人管辖而出征

时，他给予他的主子关于对希腊的一次预谋攻击的忠告．阿塔班尼斯说：“看上帝怎样利用

他的闪电来毁灭那些大野兽，他不能容忍它们逐渐变成傲慢，而那些小动物却从未惹怒过

他同样，他又如何使他的电击总是落在高屋和高树上“．然后，他才解释理由：“因此，十分

明白，他喜欢把任何灾难都降落在那些自高自大的东西上面".

你是否会认为一一现在你已经懂得了闪电总要打击高大树木的真正原因一一比 2300

年前的阿塔班尼斯对国王有关军事上的忠告更加高明些？不要自高自大．做起来只会比他
更缺乏诗意．

... 

j 

` . 
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一 一一、..矗·- -



10 
: 

、电介质
. i 

` 

·• --屯氐..

§10-1 介电常数

这里，我们开始讨论在电场的影响下物质的另一种特殊性质． 上一章我们曾考虑过巠
性的行为其中电荷由于响应了电场而自由地移至这么一些点上，使得在导体内部不再残留

电场．现在我们将讨论竺挫性，即那种不能导电的材料． 也许人们起初会认为不应该有任
何效应．然而，利用一个简单验电器和一个平行板电容器，法拉第就发现事实并非如此他
的实验表明，在这么一个电容器的两板间塞进一块绝缘体时，其电容会堂迎．若绝缘体完全
充满两板的间隙，电容会增大％倍，而％的大小仅取决千该绝缘材料的性质．绝缘材料也叫

作电介质． 这样，该因数九就代表电介质的一种特性，因而被称为介电常数．当然，1真空的
- - _-_ 

介电常数为 1.

现在我们的问题在于解释：如果绝缘休确实是绝缘的而不能导电，那为什么还会有某些

呢？我们从电容增大了％倍这一实验事实出发，试来分析也许会发生的事情．
一个平行板电容器，在其丽导仔表面上带有一些电荷，让我们假定顶板带着负电而底板带着
正电，两板的问隔为d,,~面每块板的面积为 A. 正如以前我们曾经证明过的，这祥一个电容
器的电容为 ' . 

` 

. , .. 
0= 句A

飞了＇

.. ,. 

(10.1) 

而在其上面的电荷与电压则有这么一个关系
Q=叨． (10.2) 

现在有这样的实验事实：若把一块留西特（一种人造荧光树脂）玻璃那样的绝缘材料塞进两

极板之间，则我们会发现电容增大了．当然，这意味着，对于同一电荷来说电压则是降低了．

可是电压或电势差等千电场越过电
容器的积分，因而我们就必须断定，

即便两板上的电荷保持不变，电容

器里的电场还是会减弱的. : . i 

怎么会这样呢？有一个由高斯

创立的定律申述，电场通量正比于

所包围的电荷．考虑图10-1那个 . 

由虚线表示的高斯面 s. 由予有电 图 10-1 含有电介质的一个平行板电容器．图中表示出 E 线

介质存在时电场已被削弱，我们便可断定，在该面内的净电荷应低于在没有该材料存在时的

电荷量．只有一个可能的结论，那就是在电介质表面上必然会有正电荷． 既然场被削弱而

不是降低至零，我们便应期待这正电荷仍比在导休表面上的负电荷少｀因此，只要能够以某

种方式理解，当介电材料被置在一电场中时会有正电荷感生于其一面面负电荷感生于另一

面，这一现象便可以得到解释．

.......... 白- .. 矗.. 
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我们应该指望，对于导体来说，这同一现象也会发生．比方，假设有一个板距为 d 的电

容器，而我们将一块厚度为 b 的电中性导体塞进两板之间，如图 10-2 所示． 电场在顶面会
感生正电荷，而在底面感生负电荷，因而在导体内部就没有电场了．但在其他空间里的场，

则犹如未放进该导体时一样，因为那是等千面电荷密度除以 €0. 可是，为取积分以获得电压

（电势差）所必须跨越过的距离却已经

一 缩短了．该电压现在是

V=旦(d-b).
€0 

关于电容的最终公式与式 (10.1) 相

似，即

O一
句A

,:,r; /1. /,:,\7• (10.3) 
氏 10-2 若把一块导电板放进一个平行板电容器的空隙

里．那些感生电荷就会使导体内之场减少至零 只要用 (d-b)来代替 d 罢了．

电容按一定因数增大，而这个因数取决千(b/d), 即是被导体所占领的体积与原来空间

体积的比例．

上述实验结果为我们提供了一个关千电介质到底是怎么回事的形象化模型——在材料

之内有许多会导电的小片层．这么一个模型的困难在于

它具有某一特定轴，即那些片层的法线，而大多数电介质

却没有这么一种轴． 然而，若我们假定所有介电材料都

含有一些由绝缘质分开的小导电球体，如图 10-3 所示的 图 10-3 关千电介质的一个模型．小
那样，这一困难则可以消除的． 介电常数现象可以通过 导电球体被埋在一块理想绝缘体之中

感生于每个球上的电荷的效应来加以解释．这是用来解释被观察到的法拉第现象的最早有

关电介质的物理模型之一．更具体地说，曾经假定材料里每一原子是一完美导体，但彼此互
相绝缘介电常数％应该取决于由这些导电小球体所占空间的比例．然而，这并不是目前

流行的模型．

§10-2 极化矢量 P , 

如果我们更深入地审查上面的分析，便会发现，关于理想导体与理想绝缘体的概念并
不是非有不可的． 每一个小球的作用就象一个电偶极子，而这一偶极子的矩则是由外电场

所感生的． 对千理解电介质所唯一不可缺少的东西，是在该材料里感生了许许多多个小偶
极子． 是否由于具备一些小导电球体或由于其他原因才会感生那些偶极子，却是无关紧要
的．，

如果原子不是一个导电球体，那为什么还会受电场所影响而感生一个电偶极矩呢？这
一课题将留在下一章中作较详尽的讨论，内容会涉及介电材料的内部机制．然而，我们在这

里要举出一个例子以显示一种可能的机制． 一个原子具有在其核心上的正电荷，而在其周

围则有一些负电子．当处于电场中时，核会被吸引至一方，而电子至另一方．电子的轨道或

波形（或用任何一种量子力学图象）将在某种程度上变了形，如图 10-4 所示，负电荷的重心

将会移动而不再与核上的正电荷相一致了．这样的一种电荷分布我们曾经讨论过．若从远

处了望这么一个电中性位形，则在第一次近似上它相当于一个小电偶极子．

..、.. .• . ...• --- ...、- •. 
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.r9-
这样说似乎合理：若场不太强，则所感生的偶极矩将与场成正

比．这就是说，弱电场将把电荷稍为移动一点点，而强电场则把它

们移动得多些——总是与场成正比一一除非位移已变得太大了．

在这一章的其余部分，我们将假定电偶极矩总是严格地与场成正

比的．

现在我们将假定，在每一原子中存在间隔为 B 的两电荷 q, 因

而吵就是每一原子的偶极矩． （我们采用~. 因为己把d 用于两

极板的间隔了．）设每单位体积中含有N 个原子；则每单位体积楚！
堡塾侄便等于 N吵．这个单位体积偶极矩将用矢量 P来代表．
不用说，那是朝着各别电偶极矩的方向，也就是朝电荷位移 B 的方

向：
` 

. 

＿．一一，一

------ - . - - - -
.'. 十------
------ 

电子分布

' 

-- - - - -
_、--- --·-

P=N吵. (10.4) 
Elf_:__• 亡＿＿

I \一一一．一一－
一般说来，在电介质里面 P 将随位置而改变．可是，在材料 ，｀一一一一一

的任一点上， P与电场 E始终成正比．这个取决于电子移位的容 , 
、二

易程度的比例常数，将与构成该材料的原子种类有关. . . • 、 肥 10-4 处千电场中的原

实际上是什么东西在确定这个比例常数的表现如何，对十分 子，其中电子分布相对于核
强大之场这个常数保持不变会准确至什么程度，以及在不同材料 来说巳有了移动

内部会有哪一种事态发生，关于这些我们都将在以后讨论．眼下，我们仅须简单地假定，存

在一种能与电场成正比感生一电偶极矩的机制．

§'10-3 极化电荷

现在让我们来看看，这一模型对千含有电介质的电容器的理论会提供些什么？首先，考
虑其中每单位体积含有若干个电偶极矩的一片材料． 平均说来，是否会有由此而产生的任
何电荷密度？如果 P 是均匀的，那就不会有．即如果被相对移了位的正电荷和负电荷都有

彼此相同的平均密度，那么它们被移了位这一事实就不会在该体积里产生任何净电荷． 反
之，要是 P 在某一地方较大而在另一地方较小，那就会意味着较多的电荷被移进，较少的电
荷被移出某一区域．因此，我们就会期待得到一个体电荷密度．对于平行板电容器来说，我
们曾经假定 P是均匀的，因而就只须考虑表面所发生的情况．在一个表面上，负电荷即电
子，被有效地赶出一段距离(); 在另一个表面上，它们却向里面移动，因而有效地丢下正电荷

使之突出一个距离cj. 如图10-5所

示，我们将有一个称为面极化电荷

士， " 的面电荷密度．
__ j_ 面极化电荷可以这样计算设

~--=----=---二－－二－－二二＿二一一二一一一:-:.. _ ,;-:.J,._ 金- , 1 A 为板的面积，则出现在板面上的
电子数目应等于 A 与 N(即每单位

体积的电子数）、又与位移 a一一这

里假定它与板面垂直一一－三者的乘积．表面电荷可由此再乘上电子电荷 g. 而获得． 要得

到感生于表面上的极化电荷密度，则我们除以 A. 因此，表面电荷密度的大小为

土一一一七－—:.+_:.... 土＿＿土-----=-1--==士＿＿七：立一
+I +1 

图 10-5 在均匀电场中的一片电介质．正电

荷相对于负电荷被移置了一个距离 3

c量化 =Nq.~嘈 ' , ' '' 

..-~ ~ 
. ---- . 崎-----·、.... --一·
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但这恰好等于式(10.4) 中极化矢量 P 的量值：

G稷化 =P. (10.5) 

电荷的面密度就等于材料里的极化强度．当然，这面电荷在一个面上是正的，而在另一个面

上则是负的．

现在让我们假定，上述那块板就是存在千平行板电容器中的电介质． 构成电容器的那

两块金属壑也带有面电荷，这我们将称之为 C自由，因为这些电荷可以在导体上任何一处“自

由“移动．当然，这就是对电容器充电时我们放进去的电荷．必须强调， c极化之所以存在只

是由于有了叮111. 如果通过使电容器放电而将 6自由移去，则 6极化便将消失，但它没有沿放电

导线跑开，而是缩回材料里面去了—一由于材料内部极化过程的松弛．

现在，我们可以将高斯定律用于图 10--1 的那个高斯面 s. 电介质里的电场 E 等于总

的面电荷密度除以令．很明显， 6板化与 c自幽具有相反符号，因而

E=u自由 -CT极化
句．

--

(10.6) 

注意1 金属板与电介质表面间的电场 Eo 要比 B大一些，它仅对应于 CT白由． 但这里我

们所关心的却是电介质内部的场，如果电介质几乎充满了两板间的缝隙，那么它就是遍及几

乎整个体积的场．利用式(10.5), 我们可以写出

E= u月由-P
e。

. 
~ . 

(10.7) 

这个式并不会告诉我们关于电场的样子，除非已知道 P 是什么．然而，这里我们已假定 P

依赖千E—一实际上是正比于 E. 这个比例式通常写成

常数 x 称为该电介质的里也空．
千是，式(10.7)变成

P=店oE

E=血_!_
句 (l+x)'

这向我们提供关于场被削弱的因数1/(1+x).

(10.8) 

(10.9) 

两板间的电压等于对电场的积分．既然场是均匀的，积分就不过是 E 与两板间距 d 的
乘积．我们有

V=Ed=— Eo(l+x)' 

在电容器上的总电荷为 C目磁A, 以致由式(10.2)所定义下来的电容变成
.. 

0= 句A(l+x) 农oA
d =-了· (10.10) 

我们已解释了所观察到的事实． 当一平行板电容器充满了电介质时，其电容就增大这

么一个倍数
,t=l+x, . (10.11) 

它代表该材料的一种特性．当然，我们的解释还不够完全，要等到己能解释一一这将在以后

来做一一原子极化是怎样产生时为止．已 r 

现在，让我们来考虑一种稍为复杂的东西一一极化强度 P不是处处相同的那种情况．
正如上面曾经提到的，如果极化不是常数，一般就该预期会找到在体积里的电荷密度，因为

. - --- "、"、-·--·- •. 八----···



第 10章电介质 U5 

进入一个小体积一边的电荷比起离开另一边的电荷也许会多一些．我们怎样来找出到底有

若干电荷为一个小体积所获得或丧失了的呢？
首先，让我们计算当材料被极化时有多少电荷会通过任一个想象的表面． 越过一个表

面的电荷量恰好就等于 P乘以该面积，倘若极化是堡直于该表面的话． 当然，要是极化切
工该表面，那便不会有任何电荷移过去了．

按照我们曾经用过的同、一些论据，很容易看出，．越过任一面积元的电荷将与垂直于该面
积的 P 的生覂成正比．试比较图 16-6市和 ib-5. 我们见到在一般情况下，式(10.5)应该改
写成 ` 

气t化=P•几 (10.12)

若我们想到在电介质里的一个想象的面元，那么式(10.12)便会给出移过该面积的电

荷，但不会形成一个净电荷，因为由在该面两

~ ~"' 
` 电．介质~ 心¥p侧的电介质所贡献的仍是等量异号电荷 \ 

图 10-6 在电介质里移过一个想

象的面积元的电荷与垂直千该面积

的 P的分量成正比
,. 

\ 

体积 V A 
、表面

:x ""~' 
.、、昌、一

图 10-7 非均匀的极化强度 P会在

电介质内部形成一净电荷

-

然面，电荷的位移的确能形成一个令堡恩电荷密度．从任一体积V由千极化而向外移迫

的总电荷会等千 P的向外垂直分量遍及包围该体积的 S面的积分（见图 t-0--7).'一个相等
而异号的超额电荷则被遗留在后头．我们把在体积 V 内的净电荷记作4如匕，就可以写出

' ，心象化==~'P•·n位 ·:'·,' ". .f'. _ .. , .'..'·_:t) {如3)

还可将这4如归因于具有密度为 P压的体积电荷分布，因而
心寸压泌V.'. .·. .- . (10.14) 

将这两式结合起来，便得

J p褫化叩--J p.,u位
我们已有一种把来自极化材料的电荷密度与极化矢量 P 相联系起来的高斯定理．可以
看到，这与上面在平行板电容器中的电介质表面上的极化电荷所获得的结果相符．应用
式(10扭）千图 10-1 中的那个高斯面上，该面积分便会给出 PLlA, 而在里面的电荷则为
。极化A.A, 所以我们又再度获得 u=P.

正如以前我们对静电学的高斯定律所做的那样，可以将式(1.0.J5)转变成一个微分形式
利用高斯的数学定理

.·. 

'.` 

、 • •• • 匕.. 已气＊心. ····-·· 
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我们便得：
P妞一一V•P. (10.16) 

若是非均匀极化，它的散度便将提供出现在该材料里的净电荷密度．我们必须强调，这是一

种完全甚告的电荷密度．之所以叫它做“极化电荷＂，只是为了要提醒我们自己，它是如何得
来的．

§10-4 有电介质时的静电方程组

现在，让我们把上述结果同静电学理论结合起来．静电学的基本方程是

V•E=鸟
句' 今俨

(10.17) 

这里 p 指二旦电荷的密度．，由于极化电荷不那么容易显示出来，因而把 p 分开成两部分，倒

是很方便的．我们再把由非均匀极化所引起的电荷叫作颅化，而把所有其他的叫作 p自幽．通常
P自由指我们放在导体上面的或是置于空间某些特定位置上的电荷．千是，式(10.17)便变成

V•E-P自由 +p和化 =p自由一 寸.p

Q。 Eo

或

V (E+_g__)=皿．
e。 Eo

(10.18) 

当然，关千 E 的旋度的那个方程却没有改变

,Jv'XE=O. (10.19) 

由式(10.8)取 P, 我们便得到一个较简单的方程：

寸 [(l+x)酌 =V•(心）＝血. (10.20) 
Eo 

这些就是当有电介质时的静电学方程组．当然，它们并没有陈述任何新的东西，但对于其中

P日禽为已知而极化强度 P 又是正比于E 的那些情况，则在计算上它们仍不失为较方便的一

种形式．

请注意！ 我们并没有把介电“常数”％提到散度之外． 那是因为它不一定会处处相同．

如果它的值处处相同，则可以把它提出来，因而方程组就不过是那些用％来除电荷密度

P日由的静电方程组了． 我们所给出的那种形式的方程组仍适用于一般情况，即其中存在于
不同地点上的可能是一些不同电介质．这样，该方程组就可能很不容易求解了．

有一件具有某种历史重要性的事情应在这里提出． 在电学的早期，对极化的原子机制

还未了解，而 p辍化的存在也未被觉察到． 当时 p目虞被认为是全部电荷密度． 为了把麦克斯

韦方程组写成一简单形式，一个新的矢量 D 被定义为 E 与 P 的线性组合：

D=Ei,E+P. (10.21) 

结果，式(10.18)和 (10.19)就曾被写成表面上看来十分简单的形式：
V•D=p自幽; VxE=O. (10.22) 

人们能否解出这组方程？只有在关于 D 与 E 的关系的第三个方程已给出时才能做到．当

式(10.8)成立时，这个关系就是

上述方程往往被写成
D=e从1+ x)E= -xEoE. 

D-==EE, 

- - - --- -- --
. ·-- .. ... .. .. 

(10.23) 

(10.24) 



. 

第 10章电介质 ,17 

其中 d 仍然是另一个用以描述材料的介电特性的常数．它被称为“电容率". (现在你就明

白，为什么我们在方程组中会有句，它是“真空的电容率".)显然，

E=~Eo= (l+x)句. (10.25) 

今天我们从另一个观点来看待这些事情，那就是，在真空里方程组较为简单，而倘若在
每一情况下不管其来源如何我们把一切电荷都揭示出来，则该方程组总是正确的． 如果为

了方便我们将其中某些电荷分离开来，或由于我们不愿意详细讨论正在发生的事态，则可以

把方程组改写成任一种可能方便的形式，倘若我们乐意的话．
还有另一点应该强惆的，一个象D-EE的方程是为着要尝试描写物质的一种特性．可

是物质非常复杂，而这样一个方程事实上是不正确的．例如，若E变得太大，那么 D便不
再正比千 E. 对于某些物质来说，甚至在相对弱的电场下这个比例关系就已经垮台了．并

且，这比例“常数”还可能依赖于E 随时间变化有多快．因此这一种方程，象胡克定律一样，
是一种近似 它不可能是一个探入而又基本的方程．反之，我们关于 E 的基本方程组，
(10.17) 和(10.19), 却代表对静电学方面的最深刻而又最完整的理解．
. (' ` 

` , 

§10-5 有电介质时的场和力 ,'j 

现在，我们将证明在电介质存在的情况下，关千静电学的一些普遍定理．我们已经看
到，电容器的两平行板之间若充满了一种电介质，则电容会增大某一定因数．还可以证明，

这对千任何形状的电容器都是正确的，只要在两块导体附近的整个区域里都充满一种均匀
--, 一干二

的线性电介质就行．在没有电介质时，待解的方程组为：
'.. 

~-瓦＝血旦和 VxE0=0.
句

当有电介质时，前一个式给修改了．因而，我们代之而有：
. ,, .. 

..、 .· 

V心E)=红旦和 V~E=O.
.€。.

(10.26) 

现在，由于我们认为％处处相等，这最后两方程还可以写成：

, • . . V:;•.(哮）＝血旦和 V X (xE) =0'. .• (10.27) 
E'o 

因此，对千xE和对于瓦就有相同的方程组，它们具备 xE=Eo 的解．换旬话说，比起
没有电介质时的情视，场处处都削弱了-个因数1/,e. 既然电压是电场的线积分，所以电压
也被降低了这向一因数 由于电容器电极上的电荷在两种情况下都被认为是相同的，式
(10.2) 就告诉我们，在一个处处都充满着均匀电介质的情况下，电容增大了％倍．
现在我们要问，在有电介质时两块导体之间且该如何？考虑一种处处均匀的液态电介

质．我们早已看到，一种求力的方法是把能量相对千一适当距离取微分．如果两导体上的
电荷等量异号§ 能量就是勺=守/叱1-, 其中G为它们的电容．利用虚功原理，任何一个分力
都要由微分给出．例如，＇

凡＝－詈－－孚志（古）．
-- \' 

(10.28) 
` 

既然电介质会给电容增大一个因数％，所有力就将减少这同一因数．
-- _-

必须强调，我们上面所说的只有对于液态电介质才正确． 嵌在固态电介质里的导体的

.. ·····•···、....



118 费蔓物理学讲义（第二卷）

任何移动都会改变电介质的机械应力条件并改变其电学特性，以及引起电介质里某种机械

能量的变化．在液体中移动导体，则不会使液体发生变化．液体会移至一个新的地方，但它

的电学特性却没有改变

许多较古老的电学书中，往往从这样一个“基本“定律出发，即两电荷间之力为

乙
六

. 
F=____!h!b_ 

4咚o'}(,产＇
(10.29) 

这种观点完全不能令人满意．其一是，它并非普遍正确，只有对于一个充满了某种液体的世

界才正确．其次，它有赖于％是常数这么一个事实，那对于大多数实际材料来说这只是近似

地正确． 从电荷处于岂窒中的库仑定律出发会好得多，那永远是正确的（对于静止电荷来

说）．，
在固体中究竟会发生什么呢？这是一个十分困难的问题，至今还未得到解决，因为在某

种意义上它是不确定的如果你把电荷放进一固态电介质里面去，将产生各种压强和胁变．
这就不能同虚功原理打交道，假如不把所需以压缩该固体的机械能量也包括进去的话，而一

般说来，要对起因于固体本身的电力和机械力作出一种唯一区别那是相当困难的． 幸而还

没有人曾经切实需要弄清楚刚才所提的那个问题的答案．他可能有时想要知道在一固体中

将会有多少胁强存在． 尽管这是能够算出的，但比起我们对于液体所已获得的那种简单结

果就要复杂得多了．

在电介质理论中有一个非常复杂的问题：为什么一个带电物体会拾起一些小块电介质？

如果你在一个干燥的日子里梳一下头发，那梳子会立即吸起一些小纸片来． 如果你无意中

想起这件事，你很可能会假定梳子上有一种电荷而纸片上则有与之异号的电荷． 但纸片开

始时是电中性的．它并没有任何净电荷，但不管怎样它终于被吸引过来了．真的！有时纸

片会来到梳子上，然后又飞开，在它接触到梳子之后就立刻被排斥了．这其中原因当然在

于：纸片接触到梳子时，拾得了一些负电荷，此后同号电荷便互相排斥了．但这并没有解答

那原来的问题首先，为什么纸片会朝着梳子跑来呢？

答案与电介质放在电场中时会被极化有关． 两种符号的极化电荷都存在，它们分别被

梳子所吸引和排斥．然而，会有一个净吸引力，因为

靠近梳子一边的电场比远离梳子那一边的电场为强

1梳子并非一个无限大板块．它的电荷是局域性

的．一块电中性纸片在一个平行板电容器里将不会

被哪一块板所吸引．电场的变化才是这个吸引机制

中绝对不可缺少的部分．

如图 1()-8 上所示的，一块电介质总是从一弱场

区被吸引至较强场区．事实上，人们能够证明，对于

小件物体这个力正比于场强翌互的陡度．为什么会

图 10-B 电介质物体在非均匀场中会 取决于场的平方呢？因为那些感生电荷既与电场成
感到一个指向场强较高的区域之力 正比，而对于已给定的电荷则力又正比于场．然而，

正如刚才我们所指出的，只有当场的平方从一处变至另一处时才会有一个登力． 所以力就

正比于场的平方之陡度了．比例常数除含有其他东西之外，还包括物体的介电常数，并依赖

于物体的大小和形状．

电介质物质

\ 
心岭石、 ` 

，．一、- ｀彝壹 • 一... 一．~．~ ~ 一~ ~ ~ 
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有一个与此相关的问题，其中施千电介质上之力可以很准确地算出． 如果在平行板电
容器中有一片电介质只部分地插入，如图 10-9 所示，则将有一个力要把它拉进去．对这个

力的详细审查是十分复杂的；它同该片电介质的边缘附近与两板间之场的非均匀性有关．

然而，若我们不考察这些细节，而只是引用能量守恒原理，便能轻易地算出这个力来．我们
可从以前所导出的公式求得这个

力．式 (10.28) 相当千

F盆＝
au v2 匆
一古一十飞一百·

(10.80) 

仅仅需要找出电容是如何随该块电
介质的位置而变化的．

让我们假设板的总长为 L, 宽

为 w, 两板间距和电介质厚度都是 d, 而该片电介质插入的距离则为 x, 电容等于板上的总

自由电荷除以两板间的电压．我们在上面已经见到，对于某一已知电压 V, 那自由电荷的面
密度为深。V/d. 因而在板上的总电荷就是

--,..x 
L 

图 10-9 作用置于一平行板电容器中的一片电介质

上之力可通过应用能量守恒原理而算出

Q=~ 字细＋寸(L- 九)w, 
由此可以得到电容： . . . . 

, 

嘈·

心 ·•··. ·. O=:=竺（心+L-a:). (10.31) 

应用式(10.30), 便有 ' 
, 

F怎
v耋 ·e•W
=2飞(11:-1).

原来这个式子并没有什么特别用途，除非你碰巧需要知道在这种情况下之力． 我们只希望

表明在求施于电介质材料上之力时能量理论往往能避免一大堆复杂性－一－正如在目前情况

下本来就应该有的那些复杂性．

上面关于电介质理论的讨论我们只限于这样的与电现象打交道，即承认材料具有与电
场成正比的极化强度．为什么会存在这样一个正比性，也许对物理学更有重大意义．一旦
我们从原子的观点理解了介电常数的起渊，我们便能运用在各种不同环境下对介电常数的

电学测重结果以获得有关原子或分子结构的详细知识．这方面的部分问题将在下一章加以
讨论．

'" ,. (10.32)' 

.. 

i , , ` 

.. : .. 
• • ~ 

, 

' , 

.' 
. " . 

. 

.. . 、' 
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11 
在电介质内部

§11-1 分子偶极千

在本章中我们将讨论为什么某些材料会是电介质．我们曾于上一章中说过：一旦领会

了当施一电场于电介质上时，场将在原子中感生一偶极子，那我们对于那些含有电介质在内

的带电系统的性质本来就应有所理解了。确切地说，若电场 E 在每单位体积里感生了一个

乎均偶极矩 P, 则介电常数％是由下式给出的：

p 
x-1=-— (11.1) 

€0 

我们已经讨论过这个方程如何应用。现在要来谈论当材料内部存在电场时，极化发生

的机制．将从最可能简单的例子-气体的极化一一谈起．但即使是气体，也已有一定的

复杂性，它就存在两种类型．某些气体，比如氧气，其中每一分子含有一对对称的原子，因而

不会存在内禀偶极矩．但其他分子，如水蒸气（含有氢和氧两种原子的非对称排列）那样，则

有一永偶极矩． 正如在第六和第七章中我们曾经指出的，水汽分子中的那些氢原子带有一

平均正电荷而氧原子则带有一负电荷．既然负电荷的重心与正电荷的重心不一致，该分子的

总电荷分布就会形成一个偶极矩．象这样的分子叫做直竖分子． 在氧中，由于分子的对称

性，正电荷重心与负电荷重心重合，因而氧分子就是一个远坚分子．然而，当氧被置在电场

中时，它仍然会变成一个偶极子．这两种类型的分子形状示如图 11-1.

-- +8 
一· 一

I ，．一一'-" - - -
+8 I、'-
一零一

- -, 正与负电荷的中心

(a) 

图 11-1

、/ -
.. +f -·-- • y +a -

一. _,. 

｀兀'- • 
夕～

+I . 
之 J

(b) : 

(a) 氧分子具有零偶极矩； (b)水分子则拥有一永偶极矩 P。

_ 

负电荷中心

正电荷中心

400 

," . 

§11-2 电子极化强度

我们将首先讨论无极分子的极化．可以从最简单的单原子气体（例如，氮）开始．当这

样一种气体的原子处在电场中时，电子会被场拉向一边而核则被拉向另一边，如图 10-4 所

示． 尽管相对于我们在实验上所能施加的电力来说原子是十分坚硬的，但仍会有一个微小

的电荷中心转移，从而感生了一个偶极矩．对千弱场来说，这位移量，也就是偶极矩，会与电

场成正比．产生这种感生偶极矩的电子分布的位移称为电子极化强度．

过去与折射率理论打交道时，我们曾在第一卷第三十一章中讨论过电场对一原子的影

响．如果你稍为思考一下，便将看到，现在我们所应该做的就正如那时所曾做过的一样．但

. •• -·-·--·、“



第 11 章在电介质内部 f21 

现在需要关心的却只是那种不随时间变化之场，而以前折射率则是取决于随时间变化之场”

在第一卷第三十一章中我们曾经假定，当一原子置于一振动的电场中时，原子里电子的
电荷中心会遵循下列方程而运动：

d炀
怓--;:;;-+叨函枷=q.E. (11.2) 

式中，第一项为电子质量乘以其加速度；第二项为恢复力；而右边那一项则代表来自外电场

之力．若电场以频率0变化，则方程(11.2)会有这么一个解：

亿=
q卫 (11.3) 

这表明，当 c.,= "'o 时，会发生共振．以前当得到这个解时，我们曾把它理解成在于申明吩是

光（到底是在可见光区还是在紫外光区，则取决于该原子）被吸收的频率．然而，现在我们感
兴趣的却只是属于恒定场的那种情况，也就是，只对于缸=0有兴趣，因而可以将(11.2) 中的
加速度项略去，并得出电荷的位移为 "' ' 

a;= 
'' 

由此可见，一个单独原子的偶极矩为

gsE 
2 

竹o
. 

户炉＝益
竹6

., . 
,. 

在上述这种理论上,ft~戏打淳胪司电场成正比．

人们经常把上式写成：

(11.4) 

(11.5) 

p=O,E; 忑. - (11.6) 

(Eo 又一次由于历史原因而被放了进去．）其中常数”称为原子的极化率，并具有 L8 的量纲．

它是对于用电场在一个原子中感生一个偶极矩有多么容易的一种最度．将(11.5) 和 (11.6)

两式比较，我们这一简单的理论申述

•· 

a- -- q; = 4平
I! 

Eo吵o
2 m<t>o 

. 

设单位体积中共有 N个原子，则每单位体积的极化强度 P就是

P=Np=N屿且

把(11.1) 和 (11.8)两式拼合在一起，我们便得

、 ., ~-1=<~ 忙Na,
或者，利用式(11.7)~ 可得

,. ... 

九一1=
4冗Ne2

. ··~ 
勺

. 

(11. 7) 

(11.8? 

(11.9) 
、,

(11.10) 

从上式我们该预料到不同气体的介电常数兄应取决于该气体的密度及其对于光的吸收

频率． , 

当然，上述公式只是一种近似，｀因为在式(11.2) 中我们选择了一个略去量子力学复杂性

的模型．例如；我们曾经假定每一原子仅有一个共振频率，而实际上却有许多个．要适当地

计算原子的极化率＂，我们就必须引用那完整的量子力学理论，但上面的经典概念却已为我

们提供了一个合理的估计．

• ·····、 J
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让我们来看看，是否能对某种物质的介电常数得到一个正确的数量级． 假设是在对氢

作尝试过去（在第一卷第三十八章中）就曾估计过电离一个氢原子所需的能量应约为

E~ 令 3;1-. (11.11) 

为了对那个固有频率 Wo 作出估计，可以令这一能量等于加矿一－即固有频率为 Wo 的那种

原子振子的能量．这样我们就得到：
1 me4 

吨～歹飞了·

若现在应用这一 Ct>o 值千式 (11.7) 中，则对于电子极化率可以得到：

a~l6寸艺r. ，、 (11.12) 
...' 

（胪／吭ell) 这个量是玻尔原子的基态轨道半径（见第一卷第三十八章），等于 0.528 埃． 凡处

于标准压强和标准温度(1 大气压、 0°0)之下的气体总会有 2.69x1019 个原子／厘米s, 因而

式 (11.9)就给出：

,e=l+ (2 .69 X 1019)16兀(0.528 X 10-8)8=1.00020, (11.13) 

氢气的介电常数已测定为

"H=l.00026. 

由此可见，我们的理论已差不多对头了．不应该期望会比此更佳的了，因为测量当然是用正

常氢气进行的，那所含的是双原子分子，而不是单原子．如果分子中各原子的极化与彼此分

开了的原子极化不大相同，那应不足为怪．可是，实际上分子效应却不会那么大．对千氢原
子的 a: 进行严格的量子力学计算会给出一个比式 (11.12)约大 12% 的结果（即将 1枷改变

成 18动，因而预言一个更接近于观察值的介电常数．不管怎样，我们认为对于电介质的模

型显然已相当之好．

对上述理论的另一个考验，是将式 (11.12) 试用千具有更高激发频率的那些原子． 例

如，需要有 24.5 伏才能将氨原子中的电子拉出来，这可与电离氢所需的 13.5 伏作比较．因

此，我们会期待，氢的吸收频率 Wo 比氢应约大一倍，从而”就应只有四分之一大了．期待值
为｀

从实验上则得到
屯~1.000050,

%氮 =1.000068.

所以你可以看到，我们的粗糙估计方向是对头的．至此，我们就已理解了无极气体的介电常

数，然而那不过是定性的，因为我们还未用到有关原子中电子运动的那种正确原子理论．

§11-3 有极分子；取向极化

其次，我们将考虑那种带有永偶极矩伪一一一如水分子那祥..--,-的分子．在没有电场时，

个别偶极子将指向无规方向，从而使每单位体积内的净矩为零． 但加上了电场之后会发生

两件事首先，由于场对电子施加了力，就有-额外偶极矩被感生，这部分恰好给出一个与

土面对无极分子所找到的相同的电子极化率．当然，对十分精密的工作，这一效应是应该包

括进去的，但目前我们却暂时要加以忽略．（在最后总是可以加上去的．）其次，电场倾向于

将各个偶极子排列起来使在每单位体积中产生一个净矩．假使气体中所有偶极矩都整齐地

' ' ' 、'"气，""嘈咖 - . -、·- - ------- ---- -
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排列起来了，那就该有很大的极化强度，但这种现象却从未发生过．在寻常温度和电场的作
用下，分子在热运动中的相互碰撞会使它们不能排列得太整齐．但总会有某种净取向的，因
而也就有某种极化强度（见图 11-2). 这里出现的极化强度可以通过第一卷第四十一章中

所描述的那种统计力学方法来加以计算. '' 
... 

、、; * ,I' 
\ I 、

; `、; .....、, ..... 

I 1-e:.1 I 
, 

, ~''\ 
I 1 ,M矿 1 , 

(a) (b) 

图 11-2 (a)在有极分子的气体中，各别偶极矩无规取向，在一小体积里的平蚐矩为零；
(b)当有电场时，分子们就有某种平均取向了＇

要运用这种方法必须了解偶极子在电场中的能量．考虑一个电偶极矩 l'o处在电场之
中，如图 11--3所示．正电荷的能量为 q叭1), 而负电荷的能量为一qc/,(2). 于是偶极子的能
量就是

或今
U=钟(1)-吵(2) =亟•V中，

U = -Po•E=, -'J.)oEoos0, (11.14) 

其中 0 是 Po与E所成之角． 正如我们该预料到的，当偶极矩跟着电场方向排列时其能量
就最低

现在，我们利用统计力学方来；
第一卷、第四十章中就已知道， · ; :一热平衡态上拥有势能 U 的那种分
子其相对数目正比于

:_ 

I .. 
一U/1'7' , (11.15) u 

式中 U(亿,'!I, 方乃作为位置函数的势能．这同一种论据也应该说明诺 一、2) l 
采用式(11.14) 作为鱼座函数的势能，，则在角度。每单位立体隽的分子 图 11-3 在场 E 中
数目应正比于 e-U心 一个偶极子 Po 的能

令九(~)为在角度 O 每单位立休角的分子数目，我们便有 量为一Po·E
\'.. n,(0)~ 呤+JoEeoae竺 (11.16) 

对正常的温度和电场来说，这指数值很小，因此可以通过对指数函数展开而取其近似式

～今、

.. , ·. 

` 
E 

“几(0) 一心 (1+弓严）, .. "•, . (11.17) 

如果就式(1:t'.17)遍及所有角度积分，我们便讨找到幻．积分结果应恰好等于 N, 即每单位
体积的分子数目. cos(} 遍及所有角度的平均值为零，因而这一积分就刚好等于叩乘以总立
体角 4兀．我们得到： L 

,.'、, N 
．心＝— (U.18)

，知，..'

由式 (11.17)可以看出，沿场向（心违-==1)的分子比逆场向 (008 o. 一一1)的分子会多些~-i

因而在任一含有许多个分子的小体积里就将有一个每单位体积的净偶极矩一一也即极化强

---- ---
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度 P. 要算出 P, 必须得到单位体积内一切分子偶极矩的矢量和．既然知道这结果将会沿

E方向，我们便仅仅对在这一方向上的分量求和（垂直于 E的那个分撒则将有零值之和）：

P=~ 伈cos 0,. 
单位体积

可以通过遍及整个角分布的积分而算出这个和． 在 0 上的微立体角为 2冗 sin0d0, 因

而
匀：

P=j 九（听0oos02冗 s:i.n0d0.
。

(11.19) 

把有关叭0) 的式 (11.17) 代入，我们便有

这结果很容易积分出来：
p Np扭=~•m , 

(11.20) 

极化强度与场丑成正比，因而呈现为正常的电介质．并且，正如我们所预期的，极化强度与
温度成反比，因为在较高温度上由于碰撞而失去了整齐排列的那些分子就多起来．这个

1/T 依存关系叫作居里(Curie) 定律． 永偶极矩仰之所以出现平方有下述原因：在一给定
电场中促使排列整齐之力与伈成正比；而由千排列好的从而产生的平均矩又与伈成正比．
千是平均感生矩就会正比千於

现在应该看看式 (11.20) 与实验符合的程度怎样？让我们考察水蒸气的情况．既然还

欣一1 I 

i().004 

OD03 

0.002 

ODOI• 

。。

I 

I I 斗

/ / / / I I I 

不知道伈是什么，就不能直接算出 P 来，但式

(11.20)确实预言忙..:1 应与温度成反比，这点我

们是该加以核对的．

由式(:1.1.20)得到

1 p 星~- = ==~,m, (11,21) 

因而％一1 应正比于密度 N, 而反比于绝对温度．

介电常数曾在几个不同压强和温度上测量过，对
那些压强和温度的适当选取可使每单位体积里的
分子数能保持固定不变骨. ,[注意！假如测量都在
恒压下进行，则每单位体积里的分子数该线性地
随温度的升高而减少，％—1 就应该按 p-ll 变化，
而不是按T一1 变化．］在图 11-4 中，我们把从实验

- -一 一一一一 观测到的％一1 作为 1/T 的函数而图示出来．由
令。四

1/T (1<-1) 式(11.21)所预期的那种依存关系遵循得很好．

图 11-4 在不同温度上对水汽的 有极分子的介电常数还有另一种特性一—－随
介电常数的实验测量结果 外加电场的频率不同而起变化．由于分子具有转

动惯量，要使那些笨重分子朝着场的方向转动就需要相当时间．因此，若所加的电场频率落
在微波区或者还更高，则对于介电常数中的有极贡献便会开始减退，因为分子跟不上那样高
的频率与此相反，电子极化率即使高至光频也仍保持一样，这是由于电子惯性较小的缘故．

．参考：践吨er, Steiger, and由.ch切;i;,H必诚如口>1ty如a ..4cta 5, 即0(1932).

一嘈. • ••.. • .••• 
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§11-4 电介质空腔里的电场
现在将要转到一个有趣而又复杂的问题—一致密材料中的介电常数间题．，假设我们选

取液态氝或液态氪，或其他某种无极材料．我们仍将期待会有电子极化．可是在致密材料
中， P:可以很大，从而使作用于个别原子上之场会被其近邻原予的极化所影响．问题在于，
作用于个别原子上的电场究竟如何? .·., -, . -< -
设想有一液体置于一电容器的两极之间． 若板上带电，则这些电荷在液体里产生一个

电场．但在个别原子中也还有电荷，因而总场心便是这两种效应之和．这一真正电场在液
体里从一点至另一点变化得十分迅速．这电场在原
子里面很强一特别是刚好在核附近-而在原子

与原子之间就相对弱了．两板间的电势差是对这一

总场的线积分． 若略去一切微小尺度上的变化，便

可以想出一个受过电场丑来，而那恰好就是 V/d.
（这是上一章中我们所曾采用过的场．）应该把这个
场想象成在一个含有许多个原子的体积里的平均
值．

现在你也许认为，一个处在“平均＂位置上的“平
均”原子该感觉到这一个平均场．可是事情却并不
那么简单，正如通过考虑若想象电介质中不同形状

的空腔里所发生的情况就可证明的那样．比方，假

设在一块被极化了的电介质里挖出一个槽来，核该槽 、

的取向与电场平行，如图 11-5(a)所示． 由于我们

,(0) 
＇，．、

、.

_lb) 

(C) 

(d) 

已知道 VxE=O, 故在环绕图(b)那条曲线 r而取 图 11-'5 从电介质里割出一个糟来，槽
的线积分就应等于零；槽中之场所提供的贡献应该 中即汤取决于该槽的形状及取向

/ 

恰好抵消来自槽外之场的贡献．因此，实际上在一条狭长槽的中心处之场 Eo 就恰好等于在
电介质里所己找到的那种平均电场．
现在考虑那大侧面是与丑垂直的另一种槽，如图 11书(a)所示．在这种情况下•;.槽里的

场品就不同于 E, 因为极化电荷出现在槽面上了．如果我们应用高斯定律于图(d) 中所画

出来的那个S面，则可以找出槽里的场丑正是由下式给出的：
．一-_-__ -_ 

p 
Eo=E+一，

Eo 
(11.2~ 矿）

式中， E 再次代表电介质里之场．（该高斯面中含有面极化电荷叮化-=P.) 我们曾在第十章
中提及， E:oE+P 这个量常称为 D, 因而 E:oEo-Do 就等于在电介质里的:D_. 今一

在物理学较早期的历史中，当人们认为每个量都要直接由实验来下定义是非常之重要

时，发现不必在原子之间电场高低不平之处爬来爬去，就能够给我们所理解到的电介质里的
E 和D 下定义，感到十分喜悦．．平均场E在敬值土就等千在一个平行千场的槽中所量得的
场氐．而场D则可通过找到在一个垂直于场而挖出来的槽中的氐而给量度出来．．但毕
竟从没有谁曾经按照这种办法将其量度出来的，因而那不过是一种哲学上的玩意而已．

对于结构不太复杂的大多数液体来说，我们可以期待：一个原子平均地说受其他原子所

. ·····-一. ········-· -
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包围，这非常近似于被局限在一个球形的空腔之中．因此，我们就应该问：“在一个球形空腔

之中场到底是怎样产注意！若在一块均匀极化材料中，设想挖出一个球形空腔，那不外是把

极化材料中的一个球体移开出去罢了，这样就可将腔里之场找出来．（我们必须想象，在挖

出该空腔之前极化已被“冻结”了．）然而，根据迭加原理，在未挖出该球体之前，电介质内部

之场应等于由球体体积外所有一切电荷之场再加上由该球体内部的电荷所产生之场．这就

是说，若我们把在均匀电介质里的场叫作丑，则可以写成

E=E空腔+E寡千． （且 .23)

式中， E空腔指在该腔里之场，而E寡子则为一个均匀极化球体里之场（见图 11-6). 由一个均

匀极化球体所产生之场，如图 11-7 所示．在这个球体之内，场是均匀的，其值为

E塞子=--
p 

8€0. 
(11.24) 

应用式(11.23), 我们得到

压=E+忐．
在一个球形空腔里之场比平均场要大 P/3€。．（这

个 1/3 系数表明，球形空腔里之场在一个与场平行

的槽里之场和一个与场垂直的槽里之场之间．）

(11.25) 

+: 

阳 11-6 电介质中任一点 A 上之场，可认为是在一个球，
形空腔里之场与由一个球形塞子所产生之场的总和

偶极子外之场

t , 
lE . lP 

I 

图 11-7 一个均匀极化球体的电场

§11-5 液体的介电常数；克劳修斯－莫索提方程

在液体中，我们期待对个别原子起极化作用之场类似 E宴朦，面不是 E. 如果把式

(11.~5) 的E在腔用作式(11.6) 中的极化场，则式(11.8)变成

P=NaEo(E+ 
p 玩），. . . (且 .26)

或

P= Na 
寸＿（正 /'l\ E。E. (11.27) 

回忆一下，九一1 正好是 P/e。E, 因而便有

冗-1=
Na . · 

1一 (Na/3)·
(11.28) 

这为我们提供了一个以原子极化率”来表达的液体介电常数．式(11.28)所示那种关系称

为克劳修斯唔搓挫~(Olausius-Mossotti)方程．

每当Na 十分小时，如在气体那种情况（因为密度 N 很小），该 Na/S 项比起 1 米则可

以忽略，而我们也就得到那个以往的结果，即式(、11.9),

.,~ 心＾一· • - .、-···········.
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％一l=No.' , (11.29) 

让我们拿式(11.28) 同一些实验结果作一比较吧．首先，必须寻找能用％的测量值通过

式 (11.29) 算出＂来的那些气体． 例如，对于在摄氏零度的二硫化碳来说，介电常数为

1.0029, 所以 Na 就是0.0029. 气体阅密度一般是容易算出的，而液体的密度则可从手册
中找到．在 20°0 上，液态 OS, 的密度比在0°0 上该气体的密度要高郘1 倍，因而一—倘若

我们近似地认为二硫化碳凝成液休时，其基本原子极化率并不会发生变化一—在液体中的
Na便将是 o.op够的 381 倍，即 1.11. 注意该项 Na/3 接近 0.4, 所以就显得极为重要．引
用这些数字可以预料会得出一个等于 2.76 的介电常数，而这与 2.64 的观测值符合得相当

之好．

在表 11-1 中，我们列出了几种不同材料的一些实验数据（从«化学与物理学手册叫中得
来的），以及按刚才所述的方法由式(U.28)计算而得的介电常数．对于氪和氧，观测值与理

论值间的符合程度甚至比c~ 还要好—一而对于四氯化碳就不那么好了． 大体上，所得结

果都表明式(11.28)十分良好．

衰 11-1 由气休的介电常敷算出液体的介电常数
, 、 1

气 体 液 体

物 质 ％（实验值） Na 密 度 密 度 比 值＊ Ne1 ％（预料值） ，，（实验值）,,, 

~ 1.0029 0.0029 0.00339 1.293 
•' 

881 1.11 2.76 2.64 
.. 

。2 1.0005邸 0.000523 0.00143 1.19 832 0.435 1飞 509 1.607 

CC4 1.0030 0.0030 0.00489 1.59 325 0.977 2.45 1.24 

A 1.000545 0.000545 0.00178 ~1.4.4 釭0 0.441 1.517 1.54 

＊比值一液体密度／气体密度．

我们关千式(11.28)的推导仅适用于液体中的叟圭极化．对于玑P 那样的有极分子来

说，这个式子就不正确了．如果对水也作同样计算，便会得出Na 等千 18.2, 那意味着在该

液体中介电常数竟会变成垄堡，但％的观测值却是80, 这一问题牵涉到要对永偶极矩作正

确处理，而翁沙噶(Onsager)就曾指出过正确的方向．现在我们没有时间来谈论这一情况，

但若你有兴趣的话，在克特耳(Kittel)所著的«j固体氪理导捻叫中是有所论述的．

•• 

§11-6 固态电介质

现在我们转来谈固体． 关于固体的第一个有意义的事实是，可能会有嵌进去的永恒极

化一一即使没有外加电场，极化也依然存在．例如，蜡这样一种材料，它含有带永偶极矩的

长形分子．要是你熔解了一些蜡，并当它在液态时就加上一强电场，使得那些偶极矩部分地
排列起来，那么当液体凝固时它们便将保留原样．当场移去之后，这固体材料仍将具有那遗

留下来的永恒极化．象这样的固体叫杰座埜． ' 

在永电体的表面上会有永恒的极化电荷．它是永磁体的类似物．然而却并不怎么有

用，因为来自空气中的自由电荷会被吸引至其表面上，终千抵消了那些极化电荷．永电体被
“放了电＂，因而便没有可见的外电场了． , 

在某些结晶物质中，也可以找到自然发生的内部永极化强度互在这类晶体中，点阵的

每一晶胞有一个彼此全同的永偶极矩，如图11-8 所示．即使没有外加电场，所有的偶极子

仍会指向同一方向．事实上，许多复杂晶体就都有这么一种极化现象．但我们平常并没有

.... .. 
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注意到它，因为出现于晶体外面之场已被放了电，正如那永电体一样．

然而，如果晶体中这些内在偶极矩发生变化，那么一些外电场将终于会出现．因为此时
还来不及给那些杂散电荷聚集起来以便抵消这些极

___ I I 
I I : ___ 化电荷． 如果电介质是在电容器里，那么自由电荷

。 0 巳） 8 G 将会感生在极板上．例如，当电介质加热时，其中的

一 电偶极矩可能由于晶体受热膨胀而发生变化．这一＿＿．一
@@ ©(f) @@ @@ (fl@ 

8 巳 0 0 G 
©(!) ©@ ®© ©© ©(!) 

效应标为热电效应． 同样地，如果我们改变晶体中

一一 的胁强一一如把晶体搞弯－一一偶极矩也会稍为改
G 8 0 0 8 

----
©© @@ @® ®® @@ 

变，因而称为压电效应的那种微小电效应也可以探
.. ·- --- 测出来．

0 。 0 0 0 
I.'\~& a\·. ~。。 a,.. a,. a-.. 对于那些不具有永电矩的晶体来说，我们可以

-• - I = "'I "'""'I "" "'I "'"" I 心 ""I
, : : : 广 搞出一种涉及原子中电子极化的介电常数理论来．

图 11-8 复杂的晶体点阵可以 这跟液体的情况差不多．有些晶体内部还存在可转
有一永恒的内禀极化强度 P 动的偶极子，而这些偶极子的转动也将对％有所贡

献． 在诸如 NaCl 那种离子晶体中也还有堕迁塾些巠． 这种晶体含有由正、负离子排列而
成的跳棋盘，在电场中正离子会被拉向一边而负离子拉向另一边；正电荷和负电荷之间有一

个净相对运动，因而也就有一种体积极化强度了． 本来我们是能够从食盐晶体的硬度知识
来估计这离子极化率的，但这里不打算讨论这一课题．

§11-7 铁电现象； BaTiOa 

现在要来描述儿乎是由千偶然性才具有嵌入式永电矩的那一种特殊晶体．情况竞是那

么接近边缘，以致若稍微升高一点温度，该晶体便将完全丧失那永电矩．反之，若晶体结构接

近于立方，以致其中矩都可以任凭转向，则可以在改变

外电场时探测到一个巨大的电矩变动．所有的矩都翻 ,.___-

转过来了，因而得到了一个大的效应． 凡拥有这种永 ,. 

电矩的物质都称为堡座性，这是模仿了首先在铁中发

现的那个相应铁磁效应。

我们愿意通过对铁电材料的一个特殊例子的描

述，来解释铁电现象是如何产生的？有几种不同途径

会产生铁电特性．但我们将仅仅讨论其中一种神秘情

况一一钦酸钡 Ba.TiOa. 这种材料的基胞具有如草图

11-9 的那种晶体点阵． 事实证明，在某一温度，具体

地说即在 118°0 以上，钦酸钡是一种寻常电介质，具有

巨犬的介电常数然而，在这一温度以下，则它会突然

心

•T1+4 0 Ba十皂 ® o刁
取得一个永电矩． 图 0-9 BaTiOa 的一个晶胞，原子实际

在计算固态材料的极化时，我们必须先求得每-=- \上填充了大部分空间，但为了看起来清楚
晶胞处的局部电场．同时还应该将来自极化的场也计 起见，仅表达出它们的中心位置

算在内，如同上面处理液体情况时那样．但晶体并非均匀液体，因而不能采用在一个球形空
腔里所该获得的那种场．如果你对该晶体进行计算，就会发现在式(11.24)中的那个因数

、一·· ~ 一---
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1/3 己稍为发生了变化，但与 1/3 仍相距不远．（对千简单立方晶体来说，就恰好是 1/3.) 因

此，在这里的初步讨论中，我们将假定在 Ba.Ti01 中这一因数为 1/3.

原来当我们在上面写出式(11.28)时你可能就已怀疑，要是 Na 变成大于 8 那该会怎么

样呢？似乎显出％应变成无限大．但这肯定是不对的．让我们来看看，要是在一特定晶体

中＂逐渐增大会出现什么情况．当 a 变大时，极化跟着增加，从而形成了一个较强的局部电

场．可是一个较大的局部电场却将使每一原子的极化增强，从而又进一步提高了局部电场．

假如原子的＂屈从“程度足够大，则这一过程会继续下去；这里有一种反馈作用，引起了极化

的无限度增长一一假定每一原子的极化始终会正比于场而增长．这“脱缰＂条件发生在 Na

=3 时．当然，极化仍然不会变成无限大，因为感生矩与电场之间的正比关系在强场中就会

垮下来，从而使上述的一些公式不再正确．真正发生的情况，是在点阵中已＂锁住”了一个自

生自长的高度内部极化．

在 BaTiOa 的例子中，除了电子极化之外，还有相当大的离子极化．这可假定是由千钦

离子在立方晶体中会稍为移动一点点．不过点阵是会抵抗大的运动的，因而当钦离子已移

过了一个小距离之后，它就被堵住而不再动．但这时晶胞却已遗留下一个永偶极矩了．

在大多数晶体中，这就是在各种温度上能够获得的实际情况． 关千钦酸钡的十分有趣

事态，是在于存在这么一个微妙条件，即如果 Na 只减少一点点就不会粘住了． 既然 N是

随温度升高而减少的－—－由于热膨胀的缘故—一我们便能够通过改变温度来调整 Na. 在
那临界温度之下它恰好才被粘住，因而一一通过加上电场一一就很容易把极化转移而使其

被锁住千另一个方向上了．

让我们来看看能否更详细地对所发生的事态进行分析．就把 Na刚好等于 8 的那个温

度叫做临界温度饥． 当温度升高时，由于点阵膨胀， N 就稍为减少一些． 既然这一膨胀很

小，我们便可以说，在临界温度附近，
_ . Na-=3-/3(T-玑） . (11.30) 

式中 B是一个小常数，与热膨胀系数同一数量级，或者约等千 104 至 10飞／。c. 现在，若我

们将这一关系代入式(11.8)中，便可以得到

,e-1= 3-/3(T-T;,) 
/3(T-~ 儿） /3. 

既然已假定 /3(T-T。)比起 1 来很小，也就可以将此式近似地化成
..~ 

,c-1~ 
9 . 

. fJ(T:-Ti,)· 
(;1.1.31) 

当然，这个关系式仅在 T>玑时才是对的．我们看到，恰好就在临界温度以上， ％非

常大．由于 Na 那么靠近于 3, 因此就有一个巨大的放大效应，使介电常数可以轻易地达到

00,000 至 100,000. 这对温度也非常敏感，当温度升高时，介电常数与温度成反比而降低，

可是，不同于偶极性气体，那里的忙..:1 与垫翌温度成反比，而对千铁电体则反比于绝对温
度与临界温度两者之差［这一定律称为居里－外斯(Curie-Weiss)定律］．

当我们把温度降至临界温度时，会发生什么情况呢？如果设想一个象图 11-9 所示的那

种晶胞点阵，便会见到有可能沿竖直线拣出一串离子来．在这些串链中，存在一种含有彼此
相间的氧寓子和钦离子 还有其他一些线则分别由钡离子或氧离子构成的，但沿这些线上

的间隔要大些．通过想象出如图 11-:-lO(a)所示绚那一串串离子我们便可以作出一个简单

气....
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模型来换拟这一情况．沿着一种我们所称之为主链的，其中离子间隔为 a, 等于点阵常数的

一半；在彼此全同之串链间，其横向距离则为 2a. 在这些主链之间还有一些不那么致密的
-_--

链，我们暂且不予考虑．为使分析稍为简单些，我们也将假定在各条主链上的所有离子都全

同．（这不是一种极粗略的简化，因为所有一切重要效应仍将出现．这是理论物理中的一条
技巧．先做出另一个问题，因为那是人们首次较容易加以估计的一一然后，在已经理解了事

尸一20-1
情怎样进行之后，才将一切复杂情况都放

进去．）

. 。 中 t + 现在，让我们试找出按照上述模型该

矩为 P, 并希望算出在那条串链中作用千

每一原子上之场．必须找出来自其他各原

子之场的总和．我们将首先算出仅来自一

条竖直链中各偶极子之场；其他的链我们

将在以后再谈．沿偶极子轴向并与其相距

为,,.的场由下式给出：

。尸

中
中

中

. , 

中 中

中 . 中

.̀' 

tb 

,j'h 

E=土生
4玉0 ,,. a• (11.32) 

(a) 

图 11一10 关于铁电体的模型• (a)相当千

反铁电体； (b)相当于正常铁电体

作用千任一个特定原子上的，由那上、下两

个等距偶极子所提供之场，方向总是相同，

因而对于整条链来说，我们就得到：

E■=志告(2+令＋奇＋嘉+,-··)壬写竺 (11.33) 

不太难证明：要是我们的模型象一块完整的立方晶体——也就是说，若近旁一些全同之链只

是离开 a那么远—一则数值 0.383 便应改成 1/3. 换句话说，要是近旁一些链位于距离 a

上，这些链对整个和的贡献也不过是-0.050 个单位． 然而，我们正在考虑的近旁一条主

链却在龙距离上，而正如你可回忆第七章那里所讲的，来自一个周期性结构之场乃是随距

离作指数函数式衰减的．因此，这些线的贡献将远比-0.050 为小，从而我们便可以略去所
有其他之链了．

现在，应当找出要使脱缰过程能够进行必须有多大的极化率＂． 假定链中每一原子的

感生矩 'P 正比于外加之场，如式(11.6)所示． 利用式(11.33), 就可从 E筵获得作用于原子
上的起极化场．因而便有下列两式：

和

p==aE拉｝羹

E•= 0.383 卫忒 Eo•

上面这一对方程有两个解： E 和 p 均为零；或

GI=-主＿
0.383' 

保持 E 和 'P 都有限大·于是＇若d有 a3/0.3郘那么大J肘由它本身之场所维持的永极化便

将开始．这一临界等式对于钦酸钡来说．必须恰在温度九上达到．（注意，假如对于弱场”

'..'一



第 11 章在电介质内部 131 

会高于那临界值，则在强场中 a该会降低，而在平衡态上我们所己找到的那同一等式就仍将

有效．）

在 BaTiOs 中，间距 0 为 2x10一8 厘米，因而应该指望 a= 21. 8 X 1Q-IK 厘米．．可以拿个

别原子的已知极化率来作比较． 对千氧， a~30.2x10刁｀厘米＄，看来我们已踏上正轨了！

但对于钦， a=2.4x10-24 厘米a, 那就相当之小．为了运用上述模型，可能应当采取它们的
平均值．（本来也可再度就相间原子的那种链进行计算，但结果却几乎相同．）因此，＂（平均）
== 16 .3 X 10-24, 仍未达到足以提供永极化的程度．

.. 

但请等一等！迄今为止我们仅对电子极化率相加．此外，还有由于钦离子移动而引起
的一些离子性极化．我们全部所需的是一个等千9.2x10-2• 厘米3的离子极化率．．（采用相
间原子所进行的更精密计算表明实际上需要有 11. 9 X 10-24_)要理解 BaTiOa 的特性，我们

就得假定有这么一种离子极化率存在．

在钦酸钡中，为什么驮离子会有那么大的离子极化率，还不清楚．此外，在较低温度上，
它在沿体对角线和在沿面对角线上的极化程度为什么会相同，也不明白．如果在图11-9 中
把各种球体的大小都计算上，并问在由钦的近邻氧离子所构成的箱子中钦离子是否会有点
儿松动一一那是我们质期望的，以便使它较易于移动一一你却会找到完全相反的结果． 它
被塞得很紧． 那些塑原子就有点儿松，但要是你仅让它们运动，则不能得到那种结果． 因
此，你会看出，这一课题实际上还没有百分之百弄清楚，仍然存在一些需要去探索的神秘的
东西．

回到图 11-10(a)那种简单的模型上来，我们看到了来自一条链之场有使其邻近的链按

担旦方向极化的倾向，这意味着尽管每一条链会被锁住，但每单位体积里却不会有净矩！（这
祥，虽然不应有外部的电效应但仍会有一些热效应人们本可以观测到的．）象这样的系统确
实存在，并称为反铁电体．因此，我们刚才所解释的实际上乃是反铁电体．然而，钦酸钡确
会排列得如图 11-lO(b) 那样．所有的氧钦链都在同一个方向上极化，因为它们之间还有一
些中间链存在尽管这些链中的分子并非极易千极化，也并非十分致密，在但仍将在与氧钦链
相反的方向上多少有所极化．这极化作用在近旁一条氧钦链上所产生的弱场就会促使它处

于与第一条链相平行的方向．因此， Ba.TiOs 的确是属千铁电性的，这是由于在链与链之间

还存在一些原子．你或许会觉得奇怪：“在两条0-Ti 链之间的直接影响又该会怎么样呢沪

然而，应当记住，那直接效应是按指数函数随，距离而减弱的｀塾偶极子之链在加距离上的
效应可能还小于弱偶极子之链在 6 距离上的效应．

这一个目前我们对于气体、液体和固体的介电常数的理解的相当详尽报告就此结束．

又｀

'..'、， '• 
、..

' 
、』

, 

'' .. . 

参按照上述的简单平均法计算，这个数字似乎应是 11.0Xl0-24 厘米a__译者注

、/、<、<«-~、<«心---« 心«



12 
静电模拟

§12-1 相同的方程组会有相同的解

自科学兴起以来，对于物理世界所获得的知识总数非常繁多，任何人要懂得其中的一个

相当部分都似乎是不可能的．但实际上一个物理学家仍很有可能掌握有关物理世界的广泛
知识，而不致成为某一狭窄范围内的专家．这里面有三重原因：第一，有一些重大原理可以
应用到一切不同种类的现象上去一诸如能量以及角动量的守恒原理．对这些原理的透彻
理解会马上导致对许多东西的理解．其次，有这么一个事实，即许多复杂现象，诸如固体在

受压缩时的行为，实际上基本取决于电力和量子力学方面的力，所以如果人们理解了电和量
子力学的基本规律，至少对发生于复杂情况下的许多现象就有理解的可能．最后，还有一个

最引人注目的符合：对于多种不同物理情况的方程，都具有完全相同的形式．当然，符号可

能不同一一一个字母代替了另一个字母——但方程的数学形式却彼此相同． 这意味着，已

经学习了一个学科，我们便立即拥有大量的直接而又精确的关于另一门学科的方程之解的

知识．

现在，我们已结束了静电学这一课题，不久便将进入磁学和电动力学．但在这样做之

前，我们愿意先来证明，在学习静电学的同时就已经学习了许多其他学科．我们将发现，关

千静电学的方程组会出现在物理学的其他儿个场合．通过对解答的直接转译（当然同一数

学方程组应当具有相同的解），就有可能按与在静电学中同等容易一一国罪l等困难－—－程度
去解决在其他方面存在的问题．

,' 

我们知道，静电学方程组是：

V心E) 一血
句

(12.1) 

VxE=O、. (12 .2) 

（这里选取了具有电介质的那种静电学方程组，以便得到最普遍的情况．）同样的物理内容也
可以表达为另外一种数学形式：

''.' E=-V令

V心邓）＝－竺．

(12.3) 

(12 .4) 

现在间题的要点在于，有许多物理问题其数学方程都具有相同形式． 有一个势（中）其陡度
乘以一标董函数（兄），在取其散度时就会等于另一标量函数(-p/€0).

我们对静电学所知道的任何东西，都可以立即转移到其他学科上去，反过来也是如此．

（当然，这是一种双行道——如果在其他学科中某些特定性质为已知，则我们也可把这种知
识应用到对应的静电学问题上来．）我们要来从不同学科中考虑一系列能够产生这种形式的
方程组的例子． , 

己 - 矗今 r、 - -· • - ---
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§立-2 热流；无限大平面边界附近的点源

以前（在§ ~-4 中），我们就曾讨论过一个例子一一热流． 设想有一块材料，它无需均

匀，也可以是在不同地方含有不同材料，而其温度是逐点变化的．这些温度变化的结果便产

生一股热流，由矢薹 h 表示，这代表每秒流经垂直于流向的单位面积的热量. h 的散度表示
热量从每单位体积离开该区域的时率

V•h=热量从每单位体积的流出率．

（当然，本来也可以将此式写成一积分形式一正如我们以前曾在静电学中用高斯定律处理

问题一样一一那就会说明：通过一个面的通量等于材料内部热能的变化率．我们不准备自

找麻烦，在微分与积分形式之间把方程组变来变去，因为这种变换同静电学的变换一模一

样．）．

在各个地方热的产生率或吸收率当然依问题的不同而异． 例如，假设在材料内部有一

个热源（也许是一个放射源，或是由电流加热的电阻器）． 让我们把由这个源在每秒每单位

体积中所产生的热能叫做 8. 也可能还有转变成体积内其他类型的内能而引起的热能损失

（或获得）．设＂为单位体积的内能，则一如/dt 也将是热能的一个“源”．于是我们便有

V•h=s--du 
dt· (12.5) 

眼下并不想去讨论其中事态随时间变化的那个完整方程，因为我们正在做静电模拟，那

里并没有什么东西会与时间有关． 我们将仅仅考虑稳恒热流问题，其中有些恒定源已产生

了一个平衡态．在这些场合下，

V•h一 3. (12.6) 

当然，还必须用另一个方程来描述在各不同地方热是如何流动的．在许多种材料中，热

流近似地正比于温度对位置的变率：温差越大，热流越强，正如我们曾经见到的，热流这个矢
,.-_-J 

覂与温度陡度成正比．其中比例常数 K 代表该材料的一种性质，这种性质称为垫巠巠．
h== -KVT. (12.7) 

如果材料的导热性能是随处变的，那么 K=K(x,'!I, z)就是一个位置函数．［式(12.7)并没

有象表达热能守恒的式 (12 .5) 那么基本，因为前者是依赖于物质的一种特性的．］现在若我
们把式(12.7)代入(12.6) 中，便有

V•(KV'l') = -s, (12.8) 

这与式(12.4)在形式上完全相同．稳恒热流问题与静电学问题相同．热流矢量 h 对应于

E, 而温度 T 则对应于中．我们已经注意到，一个热源会产生一个按 1片变化的温度场和一

个按 1;,,.2 变化的热流．这不过是从静电学方面来的一种转译，即一个点电荷会产生一个按

1/'f 变化的势，和一个按 1;,,.•变化的电场．一般说来，我们能够跟解决静电学问题那样，容

易地去解决稳恒热流问题．

考虑一个简单例子．假设有一个半径为 a、温度为饥的圆筒，该温度是由筒内所发生

之热维持着的．（这可能是一根载电流的导线，或一条其中有蒸汽正在凝结的管道．）这个筒

外面覆盖着一层绝缘材料的同心护套，这种材料的热导率为 K. 比方说，这绝缘套的半径

为 b, 套外的温度为T,(图 12-血）．我们要找出该导线，或蒸汽管、或在其轴心上的任何东

西的热量损失率．设由长度为 L的一段管道每秒所损失的总热最为G一一这就是我们想

... ·--··- . 
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要尝试去求的．

如何解答这一间题呢？我们已有了上述微分方程，而这些方程又和静电学的相同，实际

(0) (b) 

图 12-1 (a)在一个圆筒状几何形体中

的热流; (b)相应的电学问题

上就已解决了该数学问题．类似的电学问

题是一个半径为 a 的圆筒形导体处千势

中上，与处于势如上而半径为 b 的另一个

圆筒形导体分别隔离着，中间填充了一个

同轴层的电介质材料，如图 12-1(b) 所示，

现在既然热流 h 对应于电场且我们所要

寻求的量 G就是对应于出自长度 L 的电

场通量（换句话说，对应于在长度 L骨上的

电荷除以 e。)．我们已运用高斯定律解答

了该静电学问题对于热流来说，也将按

照这同一步骤

由对称性可知， h 仅取决千与筒之轴心间的距离仁 根据高斯定律，我们知道，热流 h
乘以该表面的面积 2兀,,.L 便应等于其内部所产生的总热量，这就是我们所称为G 的：

2兀rrLh=G 或 h'=_Q
2冗rrL·

(12.9) 

热流与温度陡度成正比：
h= -·KvT. 

或者在这一情况下， h 的大小为

K dT h=- -
祈·

上式，连同式 (12.9), 会给出

dT- G 
吻 2兀KLr•

{12.10} 

从 r_:=a 至 r=b 进行积分，便得

Tl1-T1 G b , 
=- ln-

2冗KL a• 
{12.11) 

解出 G, 得

G= 2:n:KL(T1-T2) 
In(b/a)· 

(12.12) 

这一结果恰好对应千在一筒形电容器上的电荷

Q= 2霖o~L(</>-i一伞）
• ln(b压）．

问题相同，因而有相同的解．根据静电学知识，也懂得了由一根绝缘管道损失了多少热量．

现在来讨论另一个热流例子． 假设我们要知道埋藏于地下离地表不远处、或在一大块

金属表面附近的一个点热源周围的热流．这个定域热源也许是一个在地下爆炸了的原子弹

所留下来的一个强烈热源，或许相当于在一块铁中的一个小小放射源——总之会有种种可
能性．

我们将处理这样一个理想问题，即一个强度为G的点热源置于一块元限大均匀材料
．这里两处“长度 L飞在原书中都作“单位长度为我们作了改正．一一译者注 ,, 

、 , , ,, 气, ,, 七一一 - ---- -- ------- - - - --
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其热导率为 K—一的表面下距离为 a 处．我们将忽略材料外面空气的热导率，而希望

求得在这块板的表面上温度的分布． 包括恰好在热源上面的那一点，以及在板面的其他各
处的温度．．

怎样解决这个问题呢？它很象静电学中在一平面边界两侧存在介电常数不同的两种材
料．唉呀！或许这就是在电介质与导体间的边界附近有一个点电荷或其他某种相似的东西
的一个类似情况．让我们来看看，该表面附近的情况如何．这表面的物理条件是， K 的法向

分量为雯，因为我们已假定并没有热量会流出板外，我们应该这样提问：在哪一种静电学问

题上会有这样的条件，即在表面上电场 E(这类似千 h)的法向分量为~-不会有这种情况！

这是一件务必当心的事情． 为了一些物理原因，可能在某一门学科中对数学条件产生
了某些限制． 因此，若我们仅仅对某几种有限情况

的微分方程进行分析，便可能会丢失在其他物理情
况下能够发生的某些解答的种类． 例如，没有一种
材料的介电常数为零，而真空的热导率却确实等于

、\ I / / 
、、\ I'~/ 
、、 I I / 

, 
~ 

、'\ I ✓ ,-
、 ,'I' ✓ ,, 
、

,I' , , I I ,. " 
、、,, ,, 
、
、

、;、二沪七二- -- r' 

- --- r -~}1',, 
., ,, I 急。, ----.. / I 、一

01 ... _ - --一., t 、---- - , 
! 零． 所以对于完美的热绝缘体，竟找不出一种电的

类似物来，然而，我们还是可以采用同样的互垫．不

妨试行想象，假如介电常数真的会等千零，将发生什
＿一＿一----- _-_-_-_-_ 

么情况．（当然，在任一种实际情况中，介电常数总

不会等于零的． 但也许会有这么一种情况，即其中

有一种材料其介电常数非常高，使得我们可以略去

外面空气的介电常数．）

如何去找出缺乏正交于表面的分量的那种电场
- - _-_-_ 

呢？这就是说，电场总是切千表面上．你将会注意
-_- - 。

到，我们的问题与在一平面导体附近放置一个点电 图 12-2 在一良热导体表面之下距离为 a 处
荷的问题刚好相反．那里曾要求有一个垂直于表面 有一个点热源，在其周围附近所产生的热流和

之场，因为该导体全都在同一个势上，在电的问题 等温面．显示于材料外面的是一个象源

中，我们通过设想在导电板后面有一个点电荷而发明了一种解法． 可再引用那同一概念．

试挑选一个“象源”，那将会自动地使在表面上场的法向分量为零．这种解法如图 12-2 所示．

一个同号而又等强的象源被置在该表面之上距离为 a 处，将使场始终切于材料表面上． 这
- -_ 

两个源的法向分量互相抵消了．

这样，我们的热流问题就得到了解决．通过直接对比，在任一处的温度与来自两个相等

点电荷之势相同．放在无限大媒质中一个单独点源 G, 在距离为,,.处所产生的温度为

T

杠
釭

T G 
4兀K1鲁·

(12.13) 

（当然，这只是中=q/4霖矿的模拟）对于一个点源来说，若加上它的象源，所产生之温度就

是

T G G 
= + 

4~K,,.1 如'CK心．
(12.14) 

上式给出在该块热导体内任一点的温度．

九线，那是可以由 h"=-KVT 获得的．

....、. ·····、... 气.. • ·-· 

图 12-2 中表示出几个等温面，同时也显示出一些

. . · - • 一一

, 
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我们原来是要找出在该表面上的温度分布． 对于表面离轴心为 p 的一点，即,,.:1='1"2= 

,.j p耳吐处，就会有

T(表而）
2G 

石K~-
·(12.15) 

这一函数在图上也表示了出来．刚好在热源正上方一点上的温度自然会高于其他较远的

点．这是地球物理学家们经常需要加以解决的那类问题． 我们现在看到，这也是电方面已

经解决了的同样事情．

§12-3 绷紧的薄膜

现在让我们来考虑一种完全不同的物理情况，不过还是再会给出同一些方程． 设有一

张橡胶薄片一一一·张膜一一铺在一个大的水平构架上而被拉紧（如一张鼓膜）．现在假设这

张膜的一处被顶上，而在另一处被压下，如图 12-3 所示．对于这个表面的形状我们能够加

以描述吗？即将表明，当膜的挠曲程度不太

大时，这一问题将是如何解决的．

图 12-3 一张薄橡胶片铺在一个筒形构架上而

被拉紧（如一张鼓膜）．如果在该片 4处被顶

上，而在 B 处被压下，这个表面的形状如何？

图 12-4 一张绷紧了的橡胶片，其中表面张

力丁为横越一条线上每单位长度之力

既然膜被拉紧就会有力存在，所以要是在任一处造成一条小裂缝，则在裂缝两边就会彼

82 Te 此互相拉开（见图 12-4). 可见在片里是有一种

表面张力一，如同一条拉紧的弦线中那种一维张力

似的．对于如图 1~-4 所示的那样一条裂缝，两侧

刚刚能够拉紧在一起的每单位长度之力，我们定
义为表面张力的大小 T,

I ,, . 
现在就来考察膜的一个竖直截面．它将表现

配2-5 被挠曲了的膜片的横截面 为一条曲线，如图 12-5 所示．设＂为膜离开其正

常位置的竖向位移，而＂和 g 则分别代表水平面上的两坐标．（图上所表示的截面平行于“
轴．）

试考虑长度为血而宽度为匈的一小块表面．将会有由于表面张力所引起的施于该小

片上沿每一边的力．沿图上边缘 1 之力将是石匆，其方向切于该表面—~也就是与水平线

成 01 角．沿边缘 2 之力将是在 0, 角上的石匈．（还有作用千该片其他两边缘上的相似之力，

但这些我们暂不予理会．）从 1 与 2 两边缘作用于该小片上的座上净力为

2 
I 

薄胰
u 

- -- - - -- - - - ------ -- - - - - - 尸矗·····
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．应=Tsb]/sin0s....:五&ysin01.

我们将把考察限制在膜的小畸变上，也就是限制在少堡巠范围内．于是， sµi() 便可用 tan()

来代替，而 tan() 又可写成加／彻．因而力就是

在方括号内之量也尽可以写成（对千小少而言）

去（詈）Liz;_ 

于是 心＝志（叶卢）上匈．
其他两边缘对于力 4F 也将有另一贡献，总力显然是

庄一［志（詈）＋志（舟）］血勾. . . (12.16) 

该鼓膜之挠曲是由外力引起的．让我们设f为叟处之作用千膜上每单~一位面积的~之
力（一种“压强"). 当该膜处于平衡状态（登止情况）时，这力必须由刚才所算出的内力，即式
(12.16)来抵消．也就是说， ' 

f .= -宁 .dF . 
上匈·

于是式(12.16)便可以写成
晕 'f "'= - V• (1:Vu). · · ·(12 .17) 

其中， V 目前所指的当然是二维的陡度算符（初彻， a/匈）．我们就有一个把 u(z, y)和所施
力 f(x, g)以及表面张力 -i'(a;, 11)-一一般来说，膜中的 t 是可以逐点改变的－~联系在
一起的微分方程．（一个三维弹性体的畸变也由-组相似的方程管辖着；但我们将坚守于二
维上．）我们将仅仅关心表面张力了在全张膜中总是常数的那一种情况． 此时，可以将式
(12.17)写成

、．~．，

西=2·f.
`', , 

(12.18) 

这样就有另一个与静电学相同的方程了！一一只是这回限制在二维上．位移＂对应于

中，而J/-. 对应于 p/eo. 所以无论是对于无限大的平面带电板、或两平行长导线、．或带电的
圆筒形导体，我们所己做的一切工作，
均可直接应用于一张绷紧的薄膜上．

假设我们在膜的某些点上将膜顶
到一定逆区一一也就是说，在某些点
上把＂值固定下来．这就是在电的情
况下，在各对应地方有一个特定登的

.. -- . 

叨－－－
材，

一种模拟． 因此，比如我们可以用一 图 12-8 一张绷紧的橡胶片用一根圆棒顶上去时的横截面．函
数“包们与在一根很长的带电棒附近的电势中（生， y)相同

个与筒形导体对应的截面形状的物体 ．、

把膜顶上去，因而形成一个正＂势＂．例如，若我们用一根圆棒把膜顶上去，该表面便将如图

12---6 所示的那种形状．高度 u 与-带电圆棒的静电势中相同．它是按 In(1片）下降的．（其

斜率，对应于电场 E, 将按 1片下降．） , 

.............、, . ·- ~ ~ ^ 一一

, 
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一张绷紧的橡胶片，往往用来作为一种从实验上解决复杂的叟芝问题的途径．这里，比

拟是倒过来用了！各种不同的棒和杆被用来把膜顶至对应千一组电极的势的高度．此后，

对高度的测量就能给出在电情况下之电势．这一种比拟甚至被发展得更远．如果将一些小

球放在膜上面，它们的运动会近似地对应于电子在相应电场中的运动．人们能够实际上洼翌

到“电子”在其轨道上运动．这一方法曾被用来对许多光电倍增管［诸如那些用在闪烁计数

器上的，以及那些用于控制卡底腊斯(Cadillacs)牌汽车的车前灯光的］的复杂儿何图形进行

设计．这一方法目前仍被采用，但其准确度却是有限的．对于最准确的工作，更好的是通过

数值计算法，即利用大型电子计算机把场求出来．

§12—4 中子扩散；均匀媒质中的均匀球形源

我们取另一个会给出同种方程的例子，这回要同扩散打交道了，在第一卷第四十三章

中，我们曾经考虑过离子在纯气体中的扩散，以及一种气体在另一种气体中的扩散．这一次

让我们选取一个不同的例子一中子在一种诸如石墨那样的材料中的扩散．之所以着重提

出石墨（碳的一种纯净形式），是因为碳并不会吸收慢中子．在碳中，中子能够自由地到处奔

跑． 它们在被核散射而偏转至一个新的方向之前，能够平均沿直线跑过儿厘米．所以如果

我们有一大块石墨一~每边有许多米长－~那么原本在某一处的中子就会扩散至其他地

方．我们想要找出能对它们的平均行为——也就是，对它们的平均流动——作的一种描述．

令 N(x, y, z)L!V 代表点 (a:,'Y, z) 所在的一个体积元 LIV 中的中子数． 由千运动，就有

些中子会离开 LfV, 而其他一些则将进入．若在一个区域里有比其邻区更多的中子，则从第

一个区进入第二个区中的中子比起转回头来的将会多些，这表明将有一个净流． 按照第一

卷第四十三章中的论据，我们用一个流矢J来描述该流动．它的＂分滥儿就是单位时间通

过垂直于＂方向的单位面积的净中子数．我们曾经找出过
.- -

D 8N ·. J.=- - ox , (12.19) 

式中扩散系数 D, 由平均速度＂和在接连两次散射间的平均自由程 l 表达的关系式为

D=百 Zv.

因而有关 J 的矢量方程便是
'J= -DVN. ·(i2.20) 

中子流经任一个表面元血的时率为 J.九da(n 照常指单位法向矢量）．于是，丛二甡憋

远的净流（根据寻常的高斯论据）为 V•JclV. 这一流动应该导致在 AV 内的数目随时
间而减少，除非有些中子正在 4了中产生出来（通过某一种核过程）． 若在该体积内存在能
够在单位时间单位体积中产生出 S 个中子源，则流出 4了的净流将等于(S-aN/at)&了．这

时我们就有

V•J=S--8N 
祝·

(12.21) 

把 (12.21) 和 (12.20)两式结合，便得到中子的扩散去理：

V• (-DVN) =S-——-aN· 
~~. 

(12.22) 

在静止－~即其中 aN/ot=O——悄况下，我们再度得到式(12.4) !. 可以利用关于静电

··-· - -一 -一嘈气 ~. 
．气- - --- -
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-

学的知识来解决中子的扩散问题．因此，就让我们来解答这个问题．，（你可能会觉得奇怪：

诅住么还要再来求解一个问题，如果已在静电学中解答了一切问题的话？原因是，这回我们

能够堑迭地获得解答，因为静电学的问题旦巠解决了！）

"'" "'"~1~ ~ 卢
., ~"'"" "'-

':::E~~~'.)少中子源区
. ·. ·.·.... ""\_ ... \ - "" 

、心~:·.,, .• _.·:.:.- . ::)、＼

三/:、、＼

\ 
、

/ 

/ 

... 

, 
I 
I 

N I 
令

、

IIIIIIII 

。 a r 

(a) (b) 

图 12-7 (a)在一大块石墨中，中子在一个半径为 a 的球体里均匀地产生并向外

扩散．中子密度N被发现为从源心量起的距离仁之函数. (b) 类似的静电情况：

一个均匀带电球体，其中 N对应千心而 J对应千 E

。
。

-r 

假设有一大块材料，其中中子一一比如是通过铀裂变一一正在从一个半径为 a 的球形
区域里朝各方向均匀地产生出来（图 12-7). 我们想要弄清楚：每一处的中子密度如何？在
产生中子的区域里中子的密度究竟会多么均匀？在源中心处的中子密度与在源区表面上的
中子密度其比率如何？要找出这些答案挺容易．这里，源密度 S代替了电荷密度P, 因而我

们的问题与具有均匀电荷密度的球体问题相似．要找出 N, 正如同要找出势中那样． 以前

曾算出过一个均匀带电球体的内场和外场，对这些场取积分就可以获得势．在球外，电势
为 Q/4玉olf', 其总电荷 Q是由4:,ra;8p/8 给出的．因此., 

PA 
3 

中外=.,:-::-. (12.23) 

对于球内各点，那里的电场仅仅来自半径为门为球体内的电荷 Q(分，亦即 Q(r) =4兀产p/3,

因而

E=丘亡
3E。.

(12.24) 

这个场随着 r 增大线性地增大．对 E取积分便可得到中，千是我们有

怜＝ 记一言＋常数．

在半径 a 处，伈与伈应该彼此相等，因而该常数就应当是 pa2/2E。..(假定离溯很远的地方

• . " .. - -、 ""心尸--一 -----、
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中等于零，这就相当于那里的中子数 N 为零．）因此，

如士（早－兮．
我们立即就知道另一个问题中的中子密度．答案是

N外
S矿

= --

和

岛＝矗（早飞抖
N 作为 r 的函数示如图 12-7.

(12.25) 

(12. 邠）

(12.27) 

那么，源心与边缘的密度比率又如何呢？在源心 ('1"=0) 处，密度正比于 8吠/2; 在边缘

(lf"=a)处，密度正比千 2吠/2; 因而，两密度的比率为 3/2. 一个均匀源并不会产生均匀的中

子密度．你看！静电学的知识给我们提供了关于核反应堆物理学的一个良好开端．

有许多物理情况，其中扩散会起着重大作用．例如，离子在液体中的运动，或电子在半

导体中的运动，都遵守同一方程．我们一次又一次地和这一相同的方程式打交道．

·§12-5 无旋的流体流动；从球旁经过的流动

现在让我们考虑一个并非十分完美的例子，因为我们将要用的方程式不能确实十分普

遍地代表该主题，而只是代表一种人为的理想情况． 将要讨论的是杰堕问题．上面对于绷

紧的薄膜，我们的方程乃是一种近似，只有在挠曲程度微小时才正确．在有关水流的讨论

中，将不作这种近似，而必须作出一些与实际的水有很大出入的限制条件．我们将仅仅处理

一种不可压缩的、一无粘溃佳的、而又~;无环流的液体的稳定流动的情况． 然后，就将速度作为
位置 r 的函数 v(r)来表达该流动．若流动是稳恒的（唯一具有静电学类似的一种情况），则
v 与时间无关．如果用 p 代表该流体密度，则叩便是单位时间通过单位面积的质量．根据

物质守恒律， pV 的散度一般将是单位体积内材料质量的变率． 我们将假定，并没有任何能
不断创造或消灭物质的过程． 于是物质守恒就要求有 V•pv=O. (一般说来，这应当等于
-op/ot, 但由千我们的流体是不可压缩的， p 便不能发生变化了．）既然 p 处处相同，故可将
其分离出来，因而上述方程就不过是

.. 
V•v-0. . ·, 

好！我们又回到静电学（不存在任何电荷的空间）上来了．上式恰好就象 V•E=O. 然

而，情况并非那样简单！静电学并不仅仅是 V•E=O, 而是包括一对方程．单一个方程不能---_ -_ 

告诉我们足够多的东西，还需要另一个方程．为了同静电学协调起来，我们还必须也要有 V

的隽褽为零 但这对于实际液体来说，并非普遍正确．大多数液体往往会产生一些环流．

所以我们就被限制在其中并没有液体环流的那一种情况．这样的流动叫做无旋的．不管怎
--_-_-_ - -

样，若我们作出了所有这些假定，便可以巠鱼出类似于静电学的一种流体流动情况．因而采

取
V•V=O (12.28) 

和
Vxv=O. (12.29) 

我们要强调，遵循这些方程的液体流动只是特殊而远非普遍的情况．这种特殊情况必

须是表面张力、可压缩性和粘滞性都可以忽略，而又可以假定该流动是无旋的那么一些情

..、... 飞.. • 
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况．这一些假定对于真实的水的适用性竟是如此之少，以致数学家约翰·冯·诺埃曼 (John

von Neumann) 曾经说过，凡对式(12.28)和 (12.29)进行过分析的人们乃是在研究“干水"!

（我们将在第四十和四十一章中对流体流动的问题进行更详细的讨论．）

由于 Vxv-0, "千水”的速度就可以写成某一种势的陡度：

们= -Vip. (12.30) 

中这个量的物理意义如何？它并不含有任何一种十分有用的意义．速度可以写成为势之陡

度，仅仅是因为该流动是无旋的而根据与静电学的比拟，山就称为巠座座，但它不象中那
样，而是与势能毫无关系的．既然 0 的散度为零，我们便有

V• (Vip) ="v~=O. 

这速度势也和在自由空间 (p,,,;O) 里的静电势一样，均服从同一个微分方程．
让我们举一个属千无旋流动的问题，并看看能否通过所己学得的方法来解决它． 考虑

一个穿过液体而降落下来的球体的问题． 如果它降落得太慢，我们所忽略的粘滞力就将十

分重要如果它落得太快，则会有一些小璇涡（湍流）出现在其尾部，而在水里就会有一些环

流．但若该球体运动得既不太慢又不太快，则水流将大体上符合于我们的那些假设，这样才

能通过那些简单方程式描述水的运动．

在一个一固定于球体的参照系中来描述所发生的事情很方便 在这个参照系上，我们提
出这样一个问题：若在离球很远的地方水的流动均匀，当其流经静止球体时，运动情况将如
何呢？这就是说，在离球很远的地方，流动处处相同．但
在球体附近的流动则示如图 1~-8 的那些流线．这些线，

始终平行于＂，而与电场线相对应．我们希望得到有关
这一速度场的定量描述，即在任一点上关千速度的表式．

可以从山之陡度找到速度，因而首先就要算出势来．
我们需要处处都满足式(12'.~功的那一种势，而这个势也
应满足两个限制条件： (1)球内区域不存在流动； (2)在远
距离处流动是恒定的．为了满足条件(1)' 垂直于球面的

们分量就应等于零．这意味着，在.,r=-=a 处，，孙／祈为零．

为了满足条件(2), 则在于»a 的所有点上，必须有创／加

=Vo. 严格说来，并没有一种静电情况会恰恰对应于我们

的问题实际上它是对应千把一个介电常数为雯的球体 图 12-8 流体从球旁流过的那
放置在一个均匀电场中．要是已算出了介电常数为％的 种无旋流动的速度场

球体放在一均匀场中的问题之解，那么代入":"."'-0~ 我们便该立即获得有关这一问题的解答．

实际上，并未详细算过这个特定的静电学问题，那现在就让我们来做吧．（本来也可以
直接用 V 和中来解决流体问题的，但仍将采用E 和中，因为那是我们所熟悉的．）
问题是找出v•中一0的一个解，使得在大 r值处s-..:..v中为一常数，比方说丑。，而又

使得在于一＂处 E的径向分量为零，即

(12'.81) 

` 

. t , 
A 

小 . ` . . 

.. 
'' 

, 

'. . .、｀
.... 灰b歹匕 ,;,,,o_

'.、''''

(12.32) 

我们的问题牵涉到一种新的边界条件，这里并不要求表面上的中为一常数，而是要求

孙／加为一常教．这样一来，情况就有所不同了．不容易立即找到答案的．首先，当该球体

~ 八....心'、.. .. 
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不存在时，中应当是-Eoi. 这时 E应该处处指向 z轴，并具有一个不变的大小 Eo. 原来

我们曾经分析过在其内部具有均匀极化的一个电介质球的情况，而我们也已找出了在这么

一个均匀极化球内部之场乃是一个均匀场，在其外部之场则与一置在球心处的点偶极子之

场相同．因此，让我们猜测所希望得到之解为一个均匀场和一个偶极子场的迭加．偶极子

之势（第六章）为俨/4rlr€。已于是我们假定

中=-E泸十一
4兀e。产＇

(12.33) 

既然偶极子场是按 1;,,-s 降落的，所以在大距离上我们便恰好仅仅拥有场 Eo. 我们的猜测

自动地满足了上面的条件 (2). 但该偶极子强度 'P 的值又如何呢？为求得这个值3戈们可利

用关于中的另一条件，即式(12.32). 应该取中对 r 的微分，但这当然要求在一个固定的角

度上进行，因而首先就得用,,.和 0 来表达中，而不是用 z 和,,.，使得工作上更方便．既然 z=

八戏； 0, 便得：

E 的径向分量为

妒=-Eo'l"oos0+~
4玉orll• 

邸
i),r -—=+EocosO+立竺色

2咚off's.

上式必须对于在户丑处的所有各(}均为零．若 'P 取下述之值

p=-2霖oa屯。，

那就确实如此．

(12.34) 

(12.35) 

(12.36) 

要小心注意！如果式(12 .35) 中并非两项都具有同一种 O 依存关系，则没有可能拣得p
而使式(12.35)对所有一切角度在,,.=a 处都变为零．实际已经把间题解决这一事实表明，

在写出式(12.33)时，我们所作的猜测就已经足够高明了．当然，在做出该猜测时，我们是在

向前看的．明知将需要另一项，它将会： (a)满足V郊=0(任何真实的场都该如此）； (b)依赖

于 00S 队 (o)并在大 r 处降低至零．偶极子场就是唯一能满足上述这三个条件之场．
利用式(12.部），我们的势就是

中＝－丑。 oosfJ伈晏）．
关于流体流动问题之解可以简单地写成：

, 中一一心eoosO 伈孚）．
从这个势去找出＂很直截了当．我们就不再对此事追踪下去了．

§12-6 照明；对平面的均匀照明

(12.37) 

(12 .38) 

在这一节中，我们将转到一个完全不同的物理问题上去——旨在显示各种不同的可能
性．此次，我们将做某种能导致静电学中曾经见过的那同一种壅全的事情．（如果我们有一

个数学问题会给出某一积分，而它就是以前曾与另一问题打过交道时的同一积分，那么我们

对于该积分的性质便会知道一些．）现在就从照明工程中选取一个例子．假设有一光源放在
一平面上距离为 0 处．该面上的照明情况究竟如何呢？这就是说，每单位时间到达单位面

积表面上的辐射能量有多少？ （见图 12-9)假定光源是球对称的，即使得从一切方向辐射

出来的光都相等．这时，与光流垂直的单位面积的辐射能量与距离的平方成反比．显然，在

- ----、心- ~甸．呵. -··- ••. 
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垂直于光流的表面上，光的强度与点电荷源的电场具有相同的公式． 若光线与表面的法线

成一角度 0 投射到表面上时，那么 I, 即

到达单位面积表面上的能量，就仅有

cos/) 那么大了，因为同一能量此时会落

在比前次大丁 1/oosO 倍的面积上．如

果我们称光源的强度为 s, 则在一个面

上的照度 I,. 便是

s I,.~-了 e,•n. . (12.39) 

式中，务是从光源向外指出的单位矢量； : 
而冗则是该面积的单位法线．照度 I,. 图 12-9 面上的照度儿代表单位时间

相当于从一强度为 4兀匋S 的点电荷所产 到达单位面积表面上的辐射能

生的电场．明白了这一点，我们便可看到，对于任一种光源分布，都能够通过求解对应的静

电学问题而获得答案． 在计算电荷分布所产生的电场在一平面上的竖向分量时，我们就是
按照这种求光溯＊对一平面的照度的方法来做的．试考虑下述例子．为了某种特定实验条件，
我们希望使台面上有一个十分均匀的照明． 这里，可资用的是一些辐射性能沿管的长度处

处都均匀的长荧光管．这可以在距台面为 z 处的天花板上安置一整排荧光管对我们的台子
照明．如果我们要求台面照度均匀，比方说在千分之一的起伏范围内，则所选用的管与管间
的最大间隔 b 应该如何？登塞： (1)求每条导线都均匀带电的一排相隔为 b 的导线的电场；
(2)计算电场的竖向分量； (3)找出 b 应有多大才能使场的起伏不会超过千分之一．
在第七章中我们曾见过，一排带电导线的电场可用许多项之和来表达，其中每项会给出

一种周期为 b/n 的正弦式变化，这里九是一整数．任何一项之幅度都是由式(7.丛）给出的：

-P 

i111+11 z 

F,.=A芯－玉.. lb. 

要是所待求的场是在不太靠近那一排导线的地方，我们便仅须考虑九=1. 对于一个全解来

说，本来还须确定那整套系数4 的，这我们还未曾做（尽管是简单的计算）．既然我们只要

求知就可以估计出它的大小应约略与平均场相同于是该指数因子就会直接提供关于场

强变化的想过幅度．如果希望这个因数等于 10-3, 则将得出 b 应为 0.9互若令荧光管间

的间隔等于至天花板距离的8/4, 则该指数因子为 l/~, 而我们便有一个安全系数 4, 从

而相当肯定地会使照明在千分之一的范围内保持恒定不变．（准确的计算表明， A1实际上两

倍于平均场，因而严格的答案就是 b-=O.&..)为了这么一个均匀照明，所容许的管间距离竟

会如此之大，多少有点令人惊奇．

§12-7 大自然的“基本统一性”

在这一章中，我们本希望能够证明，在学习静电学时就已学习了怎祥去处理物理学中的
其他许多课题．而正是由于这一点，我们才有可能在有限的年月里学习几乎全部物理．

可是，当这样的讨论结束时这样一个问题肯定会浮现出来：为什么从丕同现象所得到的

骨由于我们所谈的是关于非相千光源，它们的强度就总是线性地相加，因此类似的电荷将始终带有相同符号．井且，_-_-_-_______ "飞工-_-_

我们的模拟仅适用千到达一块不透明面上的光能，因而就必须只将照射千该面上的光源计算在我们的积分之内（自
然不包括那些在该面下面的任何其他光源）．

. . .. ·····•..... 
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微分方程竟会如此相似昵？我们也许会说“那是大自然的基本统一性”．但这指的是什么
呢？这样一个命题空类陛具有什么意义？简而言之，它意味着不同现象有着彼此相似的方

程组，当然这时我们还未给出任何解释．“基本统一性”也许指的是，任何东西都由同一种材
料构成，因而便应服从同样的方程．这听起来是一个完满的解释，但让我们来想一想，静电

势、中子扩散、热流一一是否确实在与同一种材料打交道？我们能否真的想象出那静电势

在物理ti;全同于温度，或全同千粒子密度？肯定的是，中不会埜迕与粒子的热能担匣；鼓膜

的位移肯定丕会象温度那样．这么一来，为什么还会有“一种基本统一性”呢？

事实上，对各种不同题目的物理学加以更密切的考察就会证实，那些方程式并非真的全

同．对于中子扩散所找到的方程只是一种近似．当我们看到的距离比起自由程大时，以上

近似才算有效．如果更细致地进行观察，便会看到个别中子正在跑来跑去．一个特定中子
的运动，肯定完全不同千我们从解出该微分方程而得的那种连续光滑的变化． 该微分方程
只是一种近似，因为我们曾经假定中子是连续地分布于窐匣的．

是否这就是关键所在？是否一切现象所共有的东西就是至匣，即借以建立物理学的一
种构架？只要东西在空间里相当平滑，那么所牵涉到的重要事情就将是某些最在空间中相
对于位置的变率．这就是为什么我们总是获得一个有陡度存在的方程．微商坐氢以陡度或

散度的形式出现；由于物理定律身方向无关，它们就应该可以用矢量的形式表达．静电学方
程组就是人们所能获得的仅含有各个量的空间微商的最简单矢最方程．任一其他堕巠问题
-—或对一复杂问题的简化一一都应当表现得象静电学那样．对所有一切问题的共同点
是它们全都牵涉到至匣，而我们面对一实际的复杂问题则总是用一简单的微分方程来给予
模仿- _-_-_ 

由此引导到另一个有趣问题是否这同一说法对堕皇癹方程组也可能是对的呢？它是
否也只有作为实际上复杂得多的微观世界的一种理想化的模仿，它们才是对的呢？是否客
观（物质）世界可能含有一些仅在极微小距离上才能看得见的 X 子呢？而在测量过程中我

们总是对那么大的规模进行观察，以致不能见到这些小 X 子，这才是所以会得到那些微分

方程的根由？

一般最为完整的电动力学理论，的确会在十分短的距离上碰到困难．因此，在原则上这

些方程可能是经过理想化的一种素描．它们一直在小至约 10一14, 厘米的距离上仍显示正确，

但此后就开始不对头了． 可能会有某种迄今还未被发现的内部“机制”，而这种内部复杂性
的一些细节被表面上看来理想的那些方程隐藏起来了—一正如在那种“理想”的中子扩散现
象中一样．但却还没有谁曾经按照那种方式建立起一套成功的理论．

相当奇怪的是事实表明（基千我们完全不清楚的原因）；相对论和量子力学按照我们所

知的方式结合起来，似乎已丕尘迕有一个基本上不同于式(12.4) 的方程，而同时又不会引起

某种矛盾的那种发明．不仅仅是与实验不符合，而且还是一种旦巠苤厘．例如：对所有可能
会发生的各种情况的儿率之和不等于 1) 或能量有时可能会出现为复数的那种预言，或其他
与此类似的某种荒谬设想迄今还没有人能够创立一种电学理论，使得在其中 Vll妒 =-p/E。

被理解成对深一层机制的一种理想化近似，而又不会最终引导到某一种谬论上去的．然而，
还必须补充说明：若假定 Vll中= -p/Eo 在所有不论多么小的距离上都正确，则会导致它本身

的荒唐（一个电子的电能为无限大）一一即迄今还没有谁能懂得怎样去避开这一些谬论．
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13 
静磁学

§13-1 磁场

作用于一电荷上之力不仅取决于它的位置，而且还取决于它运动的速度．空间每一点可

由两个能确定作用于电荷上之力的矢量来作标志． 首先，叟且提供了

与电荷运动无关的一部分力，我们用电场 E来描述它；其次，另一部分

力，称为塾且，那是有赖于电荷的速度的．磁力还具有一种奇怪的方向

特住在空间任一特定点上，这力的方向和去生均取决于该粒子的运动

方向．在任一时刻，这力总是垂直千速度矢量；并在任一特定点上，这

力又总是与空四中某：勹＿定方向成直角（见图 13-1); 而且，力的大小
---y---一_-贮

是与垂直于这一规定方向的速度生垦成正比的．所有这一切行为都能
由一个定义为磁场矢量的 B 来加以描述．这个矢量会在空间规定出唯
一方向，并规定力与速度成正比的那个比例常数，从而写出磁力为如

xB. 于是，施于电荷上的总电磁力就可以写成
" F-:q(E+vxB). 

` 
(13.1) 

v 

这称为洛伦兹力．
磁力可用一根磁棒靠近一阴极射线管而轻易地加以演示．电子束

的偏转，表明磁铁的存在产生了一个作用于电子而与其运动方向成宜角之力，如同在第一卷
第十二章中我们曾描述过的那祥．， . ` 

磁场B的单位显然是 1 牛顿·秒每库仑·米鲁这同一单位也是 1伏·秒每平方米．它也

称为 1 韦伯每平方米．

图 13-1 作用于一运

动电荷上的依赖千速

度的那一部分力，与 0

及B的方向都成直角．

它也与垂直于 B 的 V

之分量（即诞砬）成

正比

§13-2 电流；电荷守恒蛉

我们首先考虑怎样来理解磁力对载流导线的作用． 为此，我们先给所谓电流密度下个

定义．电流是电子或其他电荷的净漂移或净流动所形成

的运动． 我们可用一个矢量来表达这一种电荷流动，这
矢量会给出每单位时间通过垂直千流动的单位面积表面

的电荷量（正如我们对于热流所曾做过的那祥）．我们称

之为里塑暨座，并用矢量 j来表示．它是沿电荷运动指
向的．如果在材料中某处取一小面积丛门则单位时间流
经该面积的电荷量便是

\II 、
、

、
、

、
、

、

t ^i v 
/ 

/ 

, , , 
夕．

一
_ _ j•n必，＇

式中九是垂直千 iJS 的单位矢量．

这电流密度与电荷的平均流动速度有关．假设有一
个电荷分布，它的平均运动就是一个速度为 0的澡动．

(13.2) 

图 13-2 如果具有密度为 p 的电

荷分布是以速度 O 移动，则每单位

时间流经-llS 的电荷就是＾”“瓜

--·, ,.,.,, ,..,, 
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当这一分布通过一面积元 LlS 时，在血时间内流经该面积元的电荷勾等于包含在一个底

面为应而其高度为过t 的平行六面体内的电荷，如图 13-2 所示．这个平行六面体的体积
就是 .as 在垂直于 0 方向上的投影乘以 v..at, 若再乘以电荷密度 p, 就将给出 Liq. 这样，

Llq=pV•n应Lit.

于是每单位时间通过的电荷量就是 pV•nLIS, 由此可得
~ 血恤

J=pV. (13.3) 

如果该电荷分布含有许多个别电荷，比方说电子，其中每个又各具有电荷量 q, 并以一
平均速度 0 运动，那么这电流密度便是

j-,Nqv, (13.4) 

式中 N 为每单位体积的电荷数目. . .' . 

单位时间通过任一个 S 面的总电荷称为座速 I. 它等于通过该面的所有面积元的电荷

流动的法向分量的积分
. 

I= f ,•ndS 
B 

（见图 13-3).

(13.5) 

．』

8面

---一，

＼一_ 
,,,\, 

闭合面S

- . 

图 13-3 流过 S 面的电流

1 为 i•ndB

b 图 18--4 对J•n 遍及整个闭合面的积分，

等千内部总电荷 Q 的变率

从一个闭合面 S 流出来的电流 1 代表电荷从 S 所包围的体积~v 内离开的时率．物理学

中，有一个基本定律申述：电荷是破坏不了的；它从未损失也从未被创造出来．电荷能够从

一处移至另一处，但却从未出现过无中生有的情况．我们说电荷是守恒的．如果有一个净
_- - - - _-_-_-_-_- - . _-_ 

电流从一个闭合面流出，则其内部的电荷就应相应地减少（图 13--4). 因此，我们能够将电
荷守恒律写成 · 

j 江dS;,.,- 土
任一匐食面 、

, (Q心．dt 

内部电荷则可以写成是电荷密度的一个体积积分：

(13.6) 

炉j 妞. (13.7) 
在 B 内之 V

如果应用式(13 .6)于一个小体积 -dV 上，那么我们便知道左边的积分为 V•J,:JJ,了．其中
的电荷为 p.aV', 因而电荷守恒律也可以写成

`. 

...'』

` 

op. 
V•j""."-­._, at 

.·· 
_\ 

` 
(13.8) 

（再一次是高斯数学！）． 八，
切·

§13-3 作用千电流上的磁力

又、 - 、畛

; -. 一- • 

现在我们就准备来求磁场施于一载流导线上之力了．电流包含以速度 0 沿导线运动

主卜
•· -- - ----- - ---- -、---一~｀一- --- - -
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着的一些带电粒子．每一电荷会感觉到一个横向为 ., 

F=qvxB 
（图 1生5(a)]. 如果每单位体积共有 N 个这样的电荷，则在线里一个小体积 ~v 内就会有

N.dV 个．作用千卯上的总磁力压等于作用在各电荷上之力的总和，即是，
丛~.(NAv) (qvxB). 

但 Nifl, 恰好就是i~ 因而
LIF=jxB叩

［图 13-,lS(b)t 作用千每单位体积之力为 J-xB.

.. 
` '·. (13.9) 

、 , , B 

• 三'-AL
, 

·. . , I' 

,\ 

. 

(it/~#' \ , .. 

',;,: 一__ ,. 

.. . .,.. . 

, r. • . 
，一

, 

I 

I 
... ,, 

.l •.. , 

.. ,,. 
. 

` 

I 

B 

`' .. 
____ 

,:,'..... 

. , .t ` 
I 

_ 

、·

,,',,',',, ,, -. 

(al J.'.... ·. . 、 飞气，．．．

,, 

... : ., 

> ;·;' 

.''' 

I 
• • 匾

~. ..' 

'.. 

''- ,~,、A 、. 1'. 

跟13-5 施千-草濠导线上的磁力等千对个剔运动电荷作用之力的总积

如果在一根截面为A的导线中，流经导线的电流是均匀的，则可取截面为 A而长度为

止的一段柱体作为该体积元．这么一来， ,. ` 

Ml=-JxB皿． . (13.10) 

现在就可以把儿叫作导线中的电流 l. (它的大小为导线中的电流，而其方向则是沿着导

线．）这样，＼
~\ , . .kA 

• ...、斗. ,, 
,'.. ··、

,Jl , `
”
、
1

.. 
, ,̀ 

{ 

江

t ' 
丛=IX且也• I ' (13.11) 

施于每单位长度导线上之力就是Ix:B、,_..,, .''',: . • .·,,·, .'11 

上式显禾了一个重要结枭即由千电荷运动而作用于导线上之磁力，仅减决千总电流，
而与其中每一粒子所带的电荷量;.;:,;...:_甚至连符号l-"--占刁祁无关：，在一破铁附近作用千导线
上之力，可观察接通电流时线的偏转；容谒地加以演示，正如在第一章中所曾描述过的那样
（见图 1-6t '' .. . -' 

i1•4 稳恒电流的磁场并安培定律 ' 

我们已经看到，诸如在由一磁佚所产生的磁场的情况下，就有作用千导线土之力．从作
用等于夜作用逸一原理出发，我们也许会期望，当导线中有曳流通过时应当有二个开祚用千
磁场之源，也即作用予磁铁土已，确实有这样癖力存在\这面出一根置于载流导线附近的磁
针的偏转而见到·r原来我们知道，磁铁会感到来自其他磁铁之力，因而这就意味着，当导线
中载有电流时，这导线本身虢会产生磁场．于是，运动电荷确实会亡生磁场．，现在我们愿意

来尝试找拽确定这种滋场如伺产生的规律>问题是已知电流，它能形成什么样的磁场？对
送问题的解答曾由安培所祚的三个决定性实验和在理论上所作的辉煌论证而确定了下

来：我们将绕过这一有越的历史进程，而只是申明大量实验事实已经证实了麦克斯韦方程

．然而，我们不久将见到，这样的假定对千电磁力一般是不正确的·"; > '.' ·, ..'' 

' 
••. 

．心--·
--- --- ---一一- --- . --一~ ~ 

编、｀，｀＇心------中-- --心-
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组的有效性．我们将取之作为起点．若在这些方程中丢下含有时间微商的那些项，则可得

到关于静磁学的方程组：

V•B=O 
和 . 

c气xB=—J 
Eo• · 

(13.12) 

(13.13) 

这些方程仅在一切电荷密度都恒定、一切电流都稳恒，使得电场和磁场都不随时间而变

一切场都呈现“静止“状态一一时才正确．

应当指出，认为有象静磁情况这么一种东西是相当危险的，因为毕竟总得有电流才能获

得磁场一一而电流则只能来自运动着的电荷．因此，＂静磁“只是一种近似它指的是拥有

岑运动电荷，而我们又可将其近似成塾流的一种特殊的动力情况． 只有这样才能谈论一

种不随时间而变的电流密度 i. 这一题目应当更准确地称为关于稳流的研究．假设所有之

场都恒定，我们从那完整的麦克斯韦方程组(2 .41) 中丢掉了一切含有 aE/aT 和 oB/玑了之
项后，便可获得上面的式(13.尥）和(13.18)两式．并注意：由于任何矢量之旋度的散度均必
须等于零，式(18.13)便要求 V•J=O. 根据式(13.8), 这只有在彻;at 为零时才正确．但如
果 E不随时间而变，这便是必然的了，因而我们的一些假设都是彼此一致的．

v-;==o 这一要求的含意是，只能容许在首尾相连的路线中有流动着的电荷．例如，它

们可以在构成一个完整回路——称为线路－~的导线中流动.'今刍然，这种线路可以含有用

以维持电荷流动的发电机或电池组．但不容许包括正在被充电或放电的电容器．（当然，我

们以后还将推广到包括那些动态场，但目前打算先讨论较简单的稳流情况．）

现在，让我们来看看式(13.12) 和(18.13) 的含意如何． 第一个式说明 B 之散度为零．

拿它来同静电学中的类似方程V•E-p/Eo 作比较，就可以断定，不会有电荷的磁类似物，即

没有能从中产生出 B 线的巠翌．如果我们对矢量场B用“线”的概念来设想，则这些线将

绝无始点，也绝无终点．那么，它们是从哪里来的呢？在直电流的塑互磁场才会”出现“；它
们有一个正比于电流密度的塑覂． 无论哪一处有电流，总会有构成回线的磁力线环绕着该

电流．由于B 线无始无终，这些线便经常能够兜绕回来以形成闭合回线．但也有 B 线不是

简单闭合回线的那些复杂情况．可是，元论它们的情况如何，总不会有从一些点上散发出去

的． 迄今为止，还没有发现过任何磁荷，因而

V•B=O. 这一结果，不仅对千静磁场正确，甚至

对于动态场也始终正确．
---一--

B 场与电流的关系包含在式 (13.13) 中．这

• 里有一个新的情况与静电学大不相同，在那里我

们曾有过 ~xE=O. 这个方程意味着纣环绕着

任一闭合路线的线积分为零：

B 

S 面

, 

VxS、1

图 13-8 ~ 之切向分量的线积分等千

vxB之法向分量的面积分 这一结果是由斯托克斯定理得到的，该定理申述

佳矢量场沿任一闭合曲线的线积分，总会等于该矢量的旋度的法向分量的面积分（遍及

任一个以该闭合回线为其边缘的表面而积出来的）．把这同一定理应用于磁场矢量并利用

在图 13-6 上所示的那些符号，则可得

~、. , .• 
.... - . .. ··-····-·.... 
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, , ·.·: ,. (13.14) 
' 

由式(13 .,13)取 B 之旋度，便有 ,. 

', . fP"吵一石JsJ .• ..,,u. 

根据式(13.5), 就i求得的积分即是通过 S 面的总电流 I. 既然对于稳流来说，通过 S 面的
电流与该面的形状无关：劂仅仅要求该面仍由r曲线所包围，因而人们往往说成是“穿过 r
回线的电流”．这祥，我们就有一个普遍定律；绕，行任一闭合曲线的 B 之环流，等于穿过该回
线的电流 I 除以动气 、 • 、

(13.15) 

f B• 心＝垃．、, Q的

这一定律一一叫发堑座燮一一在静磁学中的作用与高斯定律在静电学中的作用一样．但只
有安培定律仍不能自电流确定 B. ~ 般说来，还必须用到V•B'-0. 但是，正如我们将在下
一节中见到的，在具有某些简单对称性的特殊情况下它仍可以用来求得磁场．

' 

` 

(13.16) 

, 

I §il$5 直导线与螺蛟管的噱场；原千电流 . 

通过找出在二粮导线附近的磁场-~我们能够演示安培定律的应用．我们要问：在一条圆
形截面的长直导线外面之场如何？我们将假定某种可能不十分明显、但无论如何却是真的
东西即 B 的场线以闭合圆周环绕着该导线．如果我们作出这一假定，那么安培定律，即式
(13.16), 便会告诉我们场有多强根据这一问题的对称性，在导线的一个同心圆上的所有各
点， B 就具有同一大小（见图 13-7). 千迫我

们能够很容易地算出 B•心的线积分来，只不
过是B 乘以该妯周罢了．、设广为圆周半径，则 丈0-·T·.. ~ 

,::, r 心，，） It ,·1:, ·, 
-'R.9. 元It'

＇，．＇＼、心、，夕. • ·. I ., /洽恳，
穿过该回线的总电流就是导线中的电流1,因

而
－今｀

. ' 
1 

B•2元,,. =___.:. 
c。。SI

, I I .,, ..',, 

.' 
1 a. 令

，•· 

\ 
', 

. , . 
, 

',. '' 

或i• . ··••· 
．、--~、． ---··. .'. . ··: 

•<•· 心，-户....

'' 

' I .' 

" ' 司，少夕 ．＂罩 ,, 1" 21 . 
, B~-石了下·

磁场的强度反比于,,.而逐渐减弱，户是与导线轴心的距离倘若我们乐意，也可把式
(13.17)写成矢量形式．记住旦是与 1和干两者都垂直，因而有

1 21沿~r 令B= - -
；如作必盒', "·'.'I'•· • 

...'"(13.1~) 

我们已将因数 i/4n心提了出来，因为它蜓常会出现值得记住蛉是，这一因数准确地
等千 10刁（在那米·于克，秒制上），因为一个象式(13:18)那样的方程式是用来足必电流单位
安培的．勹在距离一安培电流一米远处磁场就是 2>< 10-1'韦伯每平方米~. d , •• 

既然电流产生了磁场，它也将施力于附近另一根同样载有电流的导线上．在第一章中，
我们就曾描述过作用于两载流导线伺之力的一个简单演示．如果两导线互相平行，每一导

• ," ; 一 c','C, • 

(13.1':/) ，图 13-7 在载有电流 l 的一根长直导线外面的磁场

兰

.... --- ---- ---一- --- --- - - - --- - ---

... 气..... .. 
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线将垂直千由另一导线所产生的磁场．当两电流均指同一方向时，两线将互相吸引；当电流

t的方向相反时，则两线互相排斥．
让我们取另一个例子，它也可以用安培定律来加以分析，只要我们加进关于场的某种知

识．假设有一个长线圈绕成紧密螺

线，其两种截面示如图 13-8. 这祥的
工 线圈称为塑塾笸．从实验上我们观察

到：当一螺线管相对于其直径十分长

时，则在管外之场比起在管内之场将

十分微小． 仅仅利用这一事实，再加
上安培定律，便可以找出管内之场的

二
六

j-L 
r i--------i 

I I 

-寸，＇

I 1 11 
... 
.... 

图 13-8 长螺线管的磁场 ＊小．

既然场总是是在里面（而且散度为零），那么表示它的一些线就必然会平行于管轴，如图
扭-8 所示的那样．假定这是事实，便可利用图上所示的那条矩形“曲线,,r来运用安培定
律．这条回线先在螺线管内沿着那里的场，例如 B。，行了一段距离L, 然后垂直千场而行，再
沿着管外回来，而那里的场则可以忽略｀对千这么一条曲线，B的线积分不过是 BoL, 而这

应当等于 1/E况乘以穿过r 的总电流，如果在长度 L上该螺线管共有 N 匝的话那将是

NI. 这样，我们就有 上
Nl 

B心= --:-::i. 

或者，若令冗为每单位长度螺线管的匝数（即 n=N/L), 便得- - _-_-_-_-_-_ - _-_-_ 

、，．

, 

·nl . ·" B。~-了. ,, (13 .19) 
e。C

当到达螺线管一端时， B 线该会怎么样呢？大概的情形是：它们多少有点散开，并兜回
到另一端，再进入螺线管，如图1生9 所示的那样象这样的场恰好就是在一条形磁铁外面
所观察到的．但磁铁到底是什么东西？我们的方程 ,_--------.:. 

表明， B 来自电流．可是我们知道，一条寻常铁棒

（既没有电池组也没有发电机）也能产生磁场．你也

许会期望，在式(13'.12)或 (13.13) 的右边还应有其

他一些项来代表“磁铁密度”或诸如此类的量．但是

却没有这样的项．我们的理论申述铁的磁效应乃

是来自某些内部电流，而这些电流则已由该 i 项所
照顾到了．

从基本观点上看，物质是十分复杂的－－－正如
我们以前在试图理解电介质时所见到的那样．为了 人

不致扰乱目前的讨论，我们打算以后再来详细处理心
象铁那样的磁性材料的内部机制．暂时你得接受所, I I 

图 13-9 在螺线管外面的磁场

有磁性都来自电流，而在永磁体中就有永久性的内部电流存在．对铁来说，这些电流乃是来

自绕其本身之轴而自旋的电子．每一电子既带有这样一种自旋，便相当于一个小环行电流．

当然，一个电子不会产生多么大的磁场，但在寻常一块物质中就有数以亿亿计的电子．平常

它们都在作自旋并各自指向任意方向，因而没有任何净效应发生．奇迹出现在寥寥儿种象

'.'. 

, 

B 

螺线管

,, 

` 

',. 
. . ，~、、尸.

·一. • -··. • • 
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铁那样的物质中，其中有相当大一部分电子会以相同的轴向自旋一一对铁来说，，每一原子中

就有两个电子参加这种合作式运动．在一块条形磁铁中会有许许多多个电子全都指着同一

方向面自旋，因而，正如我们将会见到的，其总效应就相当于环绕该磁棒表面的电流．（这与

我们以前对电介质所挠到的情况很相似—一即一块均匀极化的电介质相当于在其裘面上有

电荷分布．）因此，一根磁棒与一螺线管等价并不是偶然的．
':;'女

;" ., -.. e· §·ta七磁场与电场的相对性
... 

当我们在上面提及作用于电荷上的磁力与其速度成正比时，你也许会怀疑“哪一个速
度知相对于哪个参照系统？”事实上，从本章开头所给出的有关B的定义就已经很清楚，
这个矢量究竟如何，取决千我们选取哪一个参照系来规定电荷的速度． 但对于磁杨的规定
来说，我们还未说过哪一个才是合适的参照系．

事实证明，佳俚一个惯性系都可以．我们也将看到，磁和电并不是互相独立的东西
它们必须永远作为一个完整的电磁场而结合在-起． 虽然在静止情况下，麦克斯韦方程组

．一＿－－－

会分成两对，长其中一对是关于电方面，而另一对则关于磁方面，在这两种场之间并没有明显

联系,:然而，在自然本身它们之间却有一个起因于相对性原理的十分密切的关系．从历史上

覆相对性原理是在麦克斯韦方程组之后才发现的．事实上，正是对于电和磁的研究才最终

导致爱因斯坦对相对性原通的发现｀但是让我们且来看看，相对论知识会告诉我们有关磁

力的什么东西，如果假定相对性原理可 , . -'to 
以一一的确是可以一一应用于电磁学方 : -. , - - - - -qr•>t--

面的话．｀ 、

假定我们想一想，一个负电荷以速

度 'Vo 平行于一根载流导线而运动，如图 ,o> 
1护1Q 所示的那样，将会发生的情况．我

们试图理解在如下两种参照系中正在进

r. 

` 
- 1.- - P+- -• 

I , V+•O' 
.. , ,. 

, I: Q 

行的事态：一个系统相对于导线固定，如 , . -'.Y ... · 

. s 

p_ . .. , 
v~• v ,, 

呵，＇, . I 

s' : 

图 (a)所示；而另一个系统则相对于粒子 --~--凡＿＿式」--...:'L,P:. -_ _: 乙固定，如图(8)所示．我们覜第一个参照 ｀（丿'. _• 午一-• 心心 "-
系叫作 s, 丽第二个参照系叫作 S'. -__ - (bl. , ·- . 7:·-, : 

在S系上，显然有一磁力作用千该 \ ，图 13--10 从两个参照系上去看一根载流导线
粒子上． 这力朝向导线，所以若该电荷， 与一个电荷吐的互作用• (a)在 S 系上，导线是

能自由运动，则应该看到它会向导线方 ! 静止的； (b~ 在 S' 系上，［电荷是静止的

面靠拢．但在S 系上，就不会有任何磁力作用于该粒子，因为它的速度为零．因此，它是否

将停留在那里呢？在这两个参照系上，，我们会看到不同的事态发生吗？相对性原理理应申

述，在S系上我们也该看到粒子会向导线方面靠拢过来．必须尝试去理解，为什么会发生

这样的事情． ', 

现在我们回过头来对一载流导线中的原子进行描述． 在诸如铜一类的通常导体中，电

流乃来自某些负电千——称为传导电子一一的运动，而正的核电荷以及其余电子则都在材

料里保持不动．我们令传导电子的密度为:p..:,, 在 S 系中它们的速度为v. 在S 系中，那些

静止不动的电荷密度为 p十，这必须等于忙的负值i因为我们正在考虑的是一根不带电的导

----·· 一．一．．．，八·一··---· 夕... .. ---- - ---一一气
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线．这样在导线之外便不会有电场，因而作用于该运动的粒子上之力便仅仅是

F=qVoXB. 

利用上面式(13.18) 中我们所找到的结果，即关于在离导线轴心为,,.处的磁场，我们便

可以断定，作用千该粒子上之力乃是指向导线而又具有这么一个量值：

F= 1 21吵o
4祚心2 ,,. 

利用式(13.4) 和 (13.5), 电流 I 可以写成 p一vA, 其中 A 是导线的横截面积．那么­

F=-1_• 2qp_A加0.
4~Eo泸

(13. 20) 

本来我们还可以继续处理任意速度 0 和彻的普遍情况，但去检查粒子速度 'Vo 与传导
电子速度心相等的那种特殊情况，也将同样不错．因此，我们就写成叩=v, 而式(13.20;则
变成

' 

F勹坛弓舌． (13.21) 

现在我们把注意力转移到在 S' 系中所发生的情况，那里粒子静止不动而导线则以速率

心（朝向图的左方）从旁跑过．那些跟着导线跑的正电荷将在该粒子上造成某一磁场B'. 但

粒子现在是费止的，因而就没有塾力作用于其上了！如果有任何力作用于该粒子上，它必须

来自电场．必然是那根正在运动着的导线已产生了电场．但它能够这样做只有当它表现出

豐时一~一定是一根载流的中性导线运动时才会表现出带电．

我们必须对此细作检查．应当试从 S 系中所已知的导线里的电荷密度算出在S' 系中
那同一密度．人们起初也许会认为，它们应该彼此相同．可是我们知道，在 S 与 S' 两系之

间长度已经改变了（见第一卷、第十五章），从面体积也将起变化．由于电荷巠座有赖于电荷
所占的体积，因而密度也将发生变化. . - .·. • ·. 

在我们对 S' 系中的电荷翌座作出决定以前，就必须知道一群电子正在运动时对千它们

的坚颈会发生什么情况．我们知道，一个粒子的表观质量会有 1;,.;1:.....护/er 那么多的变

化．是否它的电荷也要作某一相似变化？不！无论动与不动，患翌总是二性．否则我们便

不会始终都观测到那总电荷守恒了

假设我们取一块材料，比方说一块导体，它原本是不带电的．现在我们把它加热~-由于
电子与质子的质量不同，它们的速度改变数量将会不同． 假如粒子的电荷有赖于携带各该
电荷的粒子的速率，则在这么一块加了热的导体中，电子和质子的电荷便该不会再平衡了．

一块材料当加了热之后就该变成带电的了． 正如以前我们曾经见到的；在一块材料中所有

电子的电荷若发生微小变化就会引起庞大的电场．这样的效应却从未观测到. • . . . 

并且，我们还可以指出，在物质中电子的平均速率与其化学成分有关．假如电子的电荷

会随速率变化，则在一块材料中的净电荷便将在化学反应中有所变化． 通过一种直接计算

又能够证明：！即使电荷对速率仅有一个十分微小的依存关系，也会从最简单的化学反应中产

生出巨大的电场来．但从没有这种效应被观测到，因而我们断定：一个单独粒子的电荷与其

运动状态无关．

因此一个粒子所带的电荷乃是一个不变标量，与参照系无关．这意味着，在任一参照

系，由电子分布的电荷密度恰好就正比千每单位体积中的电子数目． 我们只须关注这么一

个事实体积可由于距离方面的相对论性收缩而发生改变．

~/· ~ 咖~ ~ 
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现在，我们把这些概念应用于正在运动的那根导线．如果取长度为 Lo 的一段导线，其

中豐止电荷具有密度 p。，则它将含有总电荷 Q=p心o.Ao. 如果这同一些电荷是在一个以速

度 0 运动着的不同参照系上被观测的，则它们均会在一段塾覂的长度
L>=;<Lo,./t--幻尼 (13.22) 

但面积丛却依旧不变（因为对于运动是横向的那种尺度不会改变），参见图 18"-上被找到．

11. 

r L。
, 

I • 

——勹
·I 、. . \ : •·.• . . . . •, 

(a) I -:-'.J,: :_ : ·}二、、．．．．

s 
,a 

(bl 

I 嘈 L· •I 
I 

、＼＇、詹. . .. . 矗．．
••• . •• 

• • I • • • • _.,.~.·::•.- .. · . . . . ·f .... 
. I J . _. : • • . • • .. • \; . • I 

•• 

s~ 

面积4 、 Q 

圈 ,a~,, 如果一个静止的电荷分布拥有电荷密度 Po, 则这同一电荷分布从一个以

相对速度”运动着的参赈系上去看．将具有密皮 Pof../,于了环;

若把电荷在其中运动着的那个参照系上的电荷密度叫做 P, 则总电荷 Q便将是 pL.Ao.

这也应该等于poLoAo, 因为在任一参照系上电荷总是一样，房以 pL=p心。，或根据式
(13.22), 一

p-、 Po~- (13.23) 

在一个运动着的电荷生变中，其电荷壁座的变化情况，就象一粒子的相对性质量那样．
现在我们将这一普遍结果应用千导线中的正电荷．这些电荷在 S参照系是静止的．

然而在 8' 系上，那里导线以速率＂运动，因而正电荷密度就会变成：

Areo A. 

p~= P+ 
了ll/c,2•

迟电荷在S系上是静止的．因而在这一参照系中它们具有“静密度"p。，即在式(13.23)

中， Po一p'..... 由于当巠些静止时，即在 S 系上，负电荷的速率为 'V, 因而它们具有密度 p一．于
是对于传导电子来说我们便有

P- . . . 斗｀
P-- I"!"一 ~"Ii'■,'"'.;一， (13.29) 

(13.24) 

或

p!._=p一 ..jI-:....护尼．

现在我们就能够明白，为什么在 S' 系上会有电场

有净电荷
p'==p长 +p'....

利用式(13.24)和 (13.26), 便得
P+ , 

p'= +p_../:. 仁心．
✓1-护/-02

由于静止导线是中性的， p_.. .:...p十，因而我们就有

p'=p+ 
，护/tr
歹厄．

由此可见，运动导线是会带正电，并将在线外的一个静止电荷上产生电场纣．

(13.26)、

因为在这一个参照系上导线里拥

.-. ,,' 

丿 .'... 

,, 

.. 

(~~.27) 

我们已经解

. 
--

-··-· 气···········-·-··· 夕 ----一一 - -矗- ---
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决了一个均匀带电柱体的静电学问题．与该柱轴相距为 r处处的电场为
, p'A E'= = P立记/oi

2祚or 2玉0r../1-护／泸．
(13.28) 

作用于带负电粒子上之力朝向导线．从这两个观点看，至少我们已有了方向相同之力，在S'

系的电力与在 S系的磁力方向相同．

在 S' 参照系，力之大小为

F'-2士于王. (13.29) 

拿这个结果F' 与式(13_.21) 中的结果 F 比较，便可见从这两个观点看来力之大小几乎完全
相等．事实上，

F'= F 
.Ji_: 护/ell'

所以对于我们所已经考虑过的低速度来说，这两个力彼此相等．至少，我们能够说，对于低

速度已经了解到磁和电不过是“观察同一事物的两种方法”而已．
可是事态比此还要好．若我们把从一参照系过渡到另一参照系时复也得要变换这一事

实计算在内，便将发现这两种看待事情发生的方式对于任一速度来说都会确实给出同一个

皿结果．
要看出这一点的一种办法，是先提出这样一个问题：力作用了一会儿之后，该粒子的横

向动量将会怎么样？从第一卷第十六章中我们知道，不论在S 或 S' 参照系中，一个粒子的
横向动量总应该相同．若把这横向坐标叫作 y, 我们就要来比较 JP,和 4:11. 利用在相对论
上正确的运动方程F=dp/dt, 我们便会期待在出时间之后粒子将有一横向动量，这在 S 参
照系即是

• 

(13.30) 

如=F生 (13.31) 

而在S系，则这横向动量将为

坐~':"'F'~t'. (13.3~) 

当然，我们必须在互相对应的时间间隔出与加中来比较 4凸和 4七．在第一卷第十五章中
我们曾见到，相对于一运动粒子来说，时间间隔显得比在该粒子的静止系统中要长此 由于～一－＿－二- - --~ 一一．

我们的粒子在 S' 系上是静止的，因而便该期望，对于一小也应有

•• 

Llt .dt' 
= "'"""' ..Jr-沪／护＇

而所有这一切都表现正常．根据式(13;31)和(1J3.32), ,, 

(13.33) 

坠 F'Llt'

如一声'
这恰好等于 1, 只要把式(13.30)和 (13.33)两式结合起来就行. : .、

我们已发现了：对于沿一导线运动着的粒子，无论是从相对千导线静止的坐标系，还是
从相对千粒子静止的坐标系来进行分析，都会得到同一个物理结果．在第一种情况下，该力
纯系”磁＂力；而在第二种情况下，则力纯系“电”力．这两种观点显示干图 1护立中（尽管在

第二个参照系上仍有一磁场 B', 但它对于一静止粒子来说将不会产生任何力）．

要是选取另一个坐标系，该会找到另一组不同的 E 和 B 场．电力和磁力都是同一物理
_-_-_一---

现象一一粒子间的电磁互作用一一中的各部分． 把这一互作用分成电的和磁的两部分，在

. 

、

' ,. , '心呻
··-一
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很大程度上取决于被选用来描述它的参照系．＼但一套完整的电磁描述是具有不变性的．因
而电和磁合在一起就问爱因斯坦

, 'l<. \ •s .\ 三，三汽 由千我们改变坐标系时，电....--..... • . I 、、心 S 的相对论完全互相协调了．

J' 场和磁场会以不同的混合体显示
、

9't_ "-- 饥 出来，这样如何看待丑场和B场
., 、干¥均， 就必须小心谨慎例如；倘若我
、

(o) ....._,.,, ~ 
们把E 和B 想象成“线”，就决不

(bl 可能赋予太多的真实性．若试图

图 13-12 (a)在 S 参照系，电荷密度为零而电流密度为 J. 这里 从一个不同的坐标系去进行观
仅有一磁场. (b)在 8' 系，就有电荷密度P 和一个不同的电流密 ~ 比如，右：

度九磁场 B 巳经不同，并且还有一电场 E' 8' 系上会有电场线，但我们却丛

未发现过这些线”在 S 系上是以速度0在我们旁边走过＂的．在这个 S 系中根本就没有任
何电枷茵此，作这样的陈述是没有意义的：当我把一块磁铁移动时，它会带着它的磁场一
起，因而1J线也就在移渤.1-1~般说来，从勺域的运动速率”这么-种概念出发，始终不会构
成任何意义．勺汤是我们舟来描述在空间里～点所发座的事情的办法．特别漫，E和 B 告诉
我们作用于一个运动粒子上之力．问起”由一运动磁场作用书屯电裙上之力如何'?/.'t根本不

- -_ 

凡E和 B,值给i
或 B 之婴正在运动而改变(E 和B 之值才会由于源的运动而发生改变）．我们的数学描述
只是同相对于某上惯性参照系的两种作为忆， '!Ii z; 和，＂的场函数打交道•'.

以后将常提到“行经空间的电场和磁场”，诸如光波一类． 但这与一根弦线上的行塾相
似．此时，我们并非指翌终的某部分将会在被的方向上运动，而是指弦线的世蔓将首先出现
在某处，继而又出现在另~处．，＇伺霓在一电嗷波中，塾在奔跑，即是场的大小在空但．，所陕
今后当我们~或其他人~谈及一个“造葫着“的场时，你就应捩想到它只是于种描述在

某些情况下变化着的场的便利而双快捷的途径．｀
' , 1 :: : ·' , ' : - '. :: 飞F'._f:,; 由 t -i';,\ ' ', , ,,:::I' , ·; · . · :· 21: :: 一日 ` ̀. ` ' ! , 

§-13-7 皂漳乙与电荷的变换';t·,'.l
对于上面我们对粒子和对导钱里的传导电子均取同一速度句时育作的那种简化手手续，

你可能会感到担心． 本来尽可以返回去并对两个不同速度再运算-遍，但更方便的却是去
注意电荷和电流是-个四元关的分量（见崇-卷第十七章）. . :; • "'_., ..'! ,'. 

我们已经知道，诸在静止参照系上的电荷密度为丸}l: 则在电荷具有速度0 的参照系上，，
其密度为[: . , , l' ·, ,'女，＇ 、 .. I .. T• ·• ' • 

, , . . ,'. i 七: :"~1 (. 1 Pd'p ,', ·, . , , •', • , , 
. ; ,/l一护1c2_·

在这同一另足上电流密度为

, c;.,' 、土，…六f如.'. :. , .. (13.8今）

犀来我们知道，一个以速度＂运动着的粒子其能量订与动量p'分别由下列两式给出；
叨的 叨oV

= T-歹• : . P, 气~--

.... , , .,., --
＼一- ..、.... -·-··-、～~｀
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其中叨o 代表粒子的静质量． 我们也知道， U 与p 构成一相对论性四元矢． 由于 p 和 j 与
速度 V 的关系同 U 和 P 与速度的关系一样，我们便可以断定， p 和 j竖差一个相对论性四
元矢的各分量．这一性质就是对以任一速度运动着的导线之场进行普遍分析的钥匙．如果
我们想要对线外粒子速度 Vo 不同于那些传导电子速度的问题再次谋求解决，就需要这一把
钥匙．

如果我们希望把 p 和 i 变换成在以沿 a; 轴的速度＂运动着的一个坐标系上，则我们知
逍，它们应该恰好如同 t 和（也 '!I, z) 那样变换（见第一卷第十五章）：

, x-ut a;= j'= ,?x-UP 
歹才 .2亏, X I" 分'. , • 

y'=y, 
., . 

J11= Ju, 

z'=z,』
.,. 

Jz = :Jz, 

t'= 
t-ux/02 

p'= 
p-吐/c2

✓ l-u2/c2' ✓1-记/c2.

有了这些方程式，我们就能把两个参照系上的电荷和电流互相联系起来． 取其中一种
参照系上的电荷和电流，我们便能通过应用麦克斯韦方程组来解出在该参照系上的电磁学

问题不管我们所选取的是哪一个参照系，对-圭粒子一一动一所获得的结果将会彼此相同． 迟
些我们还将回到有关电磁场的相对论变换上来． ' 

(13.35) 

§13-8 迭加原理；右手法则

我们将通过对静磁学这一课题再作出两个述评来结束这一章．首先在有关磁场的两个

基本方程

V•B-0, VxB-j/c2Eio 

中， B 和 i都是线性的．这意味着，迭加原理也适用千磁场． 由两个不同的稳恒电流所产
生之场等千每一电流单独作用时的场之和． 我们的第二点述评，是关于以前曾遇到过的右

手法则（诸如由电流所产生之磁场的那个右手法则）的． 我们也曾注意到，一块磁铁的磁化

被理解成来自该材料里的电子自旋．一个自旋电子的磁场方向也通过那同一右手法则而与

其自旋轴线相联系着． 由千 B 是按照“手”式法则一一涉及一个叉积或旋度—一而制定的，

因而被称为塾矢（凡在空间里的方向与按照右手或左手都元关的那些矢量则叫做塾矢．例

如，位移、速度、，力、和 E 都是极矢.) . .· . 

可是，在电磁学中能够用物理方法加以观测的量却丕是右手（或左手）的． 电磁互作用
对千反射表现出对称（见第一卷第五十三章入 每当计算两组电流间的磁力时，改变手的惯

例并不会改变所算出来的结果． 与右手惯例无关，我们的方程组总会引导到同向电流相吸

而异向电流相斥．（试用“左手法则”来算出力．）吸引或排斥是一种极矢．之所以出现这一结

果，是由于在描述任一完整互作用时，我们两次用了右手法则－一－一次是从电流找出 B 来；

再一次则是找出这个 B 在另一电流上所产生之力．使用右手法则两次与使用左手法则两
次是一样的． 假如把惯例改变成一左手系统，则所有的 B 场都将掉转过来，但所有之力

或更加确切的乃是所观测到的物体的加速度一却仍保持不变．

虽然最近物理学家在深感惊讶之余，发现并非自然界的匮直二旦定律都总是对镜面反
射保持不变，但电磁定律的确具有这样一种基本对称性．

, 

令
. 

···-· - - - - - - --- -------
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在各种不同情况下的磁场
, . 

` 

. . .··.§14-l: 矢势

在本章中，我们将继续讨论与稳恒电流有关的磁场

由如下的基本方程互相联系着： 令

、..

静磁学课题． 磁场与电流之间

.··... 

,' .' 
,· 、

．
，

Y· .. , 
`. V•B-0; .·., 女， J (14.1) 

六xB=L ''(14.2) 
，｀和 I'. , 

现在我们希望以一种壹遇方式，即不需要任何特殊对称性或直观猜测，就能在数学上解出这
些方程．在静电学中，我们曾找到了当所有电荷的位置均为已知时求出场的一种直捺程序．
人们仅通过对电荷取积分一一比如式(4.25)中的积分一一就能算出标势中来．然后，如果
还想要知道电场，则可对中求微肖面得到．现在我们要来证明：如果已知所有运动电荷的电
流密度 j, 便会有一种找出磁场 B 的相应手绩,.

在静电学中“我们曾了解到（由于B 的旋度始终是零），有可能把E表达成一个标量场
中的陡度．现在 B 的旋度却丕常等于零，因而一般说来不可能把它表达成一陡度．然面，
B的塾婴却永远为零，这就意味着我们总能把B表达成另一个矢量场的座座．因为正如我
们以前曾在 §2-7 中见到的，旋度的散度总是等于零． 千是，就总能够把 B 与将被称作 A
之场互相联系起来：

` • 
.、

•• '' 

B==VxA. (14.3) 

或者通过写成分量，则有

B. 一 (VxA)需＝丑乒色丛
oy 彻

B,,=.(y'~A)11= oA多 oA,,
-~.; ~-' 

. ~~ 一'"(VxA).= a/4, a.A. 
. . . _00· 匆·

既然写出了 B-vxA, 就能保证式(14.1)被满足，因为必然有
, , , V•B=V•(VxA)=O. 

~ 

.~ ~ 
` 

,, 

(14.4) 

., 
加

.· 

、

A 这个场被称为生登．
你将会记起，标势中并未由其定义所完全规定．如果你对某一问题已找到了今，你还总

能通过加上一常数面找到另一个同样好的势中'-: ..' • 
. 中,_中十fiJ.

这个新的势中＇会给出相同的电场，因为陡度VO 为零. cf,' 与中表达同一物理现象．
同样，，我们也可以有能够给出同一磁场的矢势 A. 又一次，由于，B是对 A取微分而获

得的，因而，若在 A上加一常数总不会改变任何具有物理实质的东西．可是对千A 来说，还­
有更加广阔L的活动余地．我们可以对 A加进任何等于某一标量场的陡度之场，而不致改变

.. .. -·....... - . . •. 
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其物理情况．这可证明如下：假设对某一实际问题巳有了一个能正确给出磁场 B 之 A, 并

质问要在什么情况下某一个新的矢势 A' 才能在代入式(14.3) 中时，会给出同一个 B 场来．
- _- -

于是， A 和 A' 便应有同一旋度：
B=VxA'=VxA. 

因此， Vx.A'-VxA:a:vx (.A'-A)=O. 

但若一矢量的旋度为零，则它必然是某一标量场::-比如说山——·的陡度，因而 A1-.A

=Va;. 这就意味着，若 A 为解决某一问题的圆满矢势，则不论对千任何也

A'=A+V中

仍将是一个同样满意的矢势，因为它引导到同一个 B 场．

这样做往往很方便，即是任意使 A 受另一条件限制，因而将其某种“活动范围＂扣除出

去（正如我们经常选取在无限远处的标势中等于零也很方便一样）．例如，可以任意规定 A

的散度应如何而对 A 加以限制． 我们总能够这样做，而不致影响 B. 这是因为：虽然 A'
和 A都具有同一旋度，从而给出了相同之 B, 但它们却不需要具有同一散度．事实上， V•A'
=V•A+V初，因而通过选取某一适当的中，就可以使V•A' 成为我们所希望要的任何东西．

到底对于 V•A 应该如何选取呢？这一选择应为获得最大的数学方便而作出，并将取决
于我们所从事计算的问题．对于壁壁覂来说，我们将作这么一个简单选择：

(14.5) 

V•A-0 ·(14.6) 

（往后，当考虑电动力学时．便将改变这一选择．）于是，目前我们对A 的完整定义骨为： VxA 
-B 和 V•A一 0.-

为了对矢势得到一些经验，让我们首先看看对于一匀强磁场Bo 来说，它是什么．选取
z 轴作为 Bo 的方向，我们就应有：y 

' 

----
A IA1 

．』

B,.,=乌二迅-=0;ay az 

B11=持－芒=0;"·'. ·(14.7) 

Bz=乌一旦=Bo.
a少 O'JI

X 
通过观察，可知这些方程的一个堕狸解答是：

Ay=-吐如 /4.=0; A.=O. 

或者，我们也同样可以取：
A;= ;_'!/Bo; Au=O;·. A.=·o. 

还有另一个解答则是上述两者的线性组合：
1 1 

A乡＝－歹 yBo; A11=, 五纽。； A."".O, . (i4.8) 
图 14-1 一个沿 g方向的匀强磁场 . 

B对应于绕着 g 轴旋转而又具有大小 很明显，对于任一特定 B场来说j该矢势A可有许
为 A=Br1/2 的矢势 A(r' 是从 g 轴 多种可能性，因而并不是唯一的．

出发的位移） 上面第三个解，即式(14.8), 具有一些有趣特
性． 由于其工分量芷比于一'Y, 而 g 分量正比于十x, A就必须与从 Z 轴出发的矢量成直角．

、·

．我们的定义并未唯一地确定 A. 对千一个唯一的规定，我们还应该说明在某一边界上或在巨大距离上 A 场会如何_-_-_-_-_ 
表现例如，选取在无限远处场会降低至零，有时是方便的． ,, 

- -、---
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这个从乞轴出发的矢量，我们把它叫作~'(之所以加上一撇是为了要提醒我们，并不是从原_-_-_ -一＿

点出发的一个位移矢量）．并且， A 的大小仍把比于 ,.ra;.平~.因而也就正比千 r'. 所以
（对于我们的匀强磁场来说）A可以简单写成 . 

A=-Bx只
2 

(14,1}) 

这矢势 A具有大小 Blf..'/2 并绕着 z 轴旋转，如图 14-1 所示．例如，若 B 场为螺线管内的轴
向磁场，则这个矢势便和螺线管上的电流沿着同一指向环流．
关于一匀强场的矢势也可由另一种途径获得.·,.a绕任一闭合回线 r的环流与 V X,.li 

的面积分是由斯托克斯定理，即式(3.38)联系着的；

I ·, 飞，干，从·心士心｀
但右边的积分乃等于穿过回线范围内B之通量，因而

丸A~吐｝扣如．
在m

因此，绕行廷二回线的A之环流等于穿过该回线范围内的 B 之通量“如果取一半径为r'
而落在与该匀强场 B垂直的平面上的圆形同线，则所通过的通量就恰恰是

寸,:an.

如果把原点选取在一条对称轴上，因而可以认为 A是沿着周边的并且仅仅是,,.'的函数，则
A的环流便将是 ｀八I .•', , • 

｀．杠·心==2冗r凶＝寸,iB.

. 1~ 主立
'2 . 

在刚才所述的例子中，我们已从磁场算出了矢势，这与芷常做法恰好相反；在复杂问题
中，往往先解决矢势，然后才由它来确定磁场，那就，比较容易．现在，我们将来说明如何能做
到这一点．

, 、, . .:§14-2 巴知电流的矢势. '' 

既然B是由电流确定的，所以A也如此．．我们现在要由电流来求 A. 从基本方程式
(14.2) 出发i、

. ..'J·'... ,, 
，六x.fl.=.- n·' 、.'I 1'. •·, ;_、．，令p ,·_• r•, .', ~, , 

当然，这就意味着

六x(VxA)=j_.
, "'. 

. . 

(14.10) 

同上面一样，我们得到

•• I 』

`,. `' 
,' ~,` 

•• ••• 

(14.12) 

这一方程对于静磁学，正如同方程

, V• 邓=-..f!..
, ·Ee 、·

对于静电学一样．

如果我们引用那矢量全等式（趴邸），将v;x(:Yx-A)敢写成， 才

Vx (VxA) =V(V•A)-'12A, 

(14.13) 

' 气，．．

• I 

.., 
杠4.. 14) 

．一.一........ 心-·.
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则关于矢势的式(14.12)看来就更象那个关千中的式子．既然我们已决定使 V•A=O(而现

在就会看出个所以然来了），式(14.12)便变成
. 

V2A=-....L 
e心

2 • (14.15) 

当然，这一方程包括下列三个方程：

叹＝－去；四2止－斗 'v'..4.= _J.!. 
知 ecP2.

而这三个方程中的每一个在数学上均与下列方程全匣：

(14.16) 

v:a中一一 .1!...,
句

所有以前曾学习过的由已知 p 解出势的方法，都可用来由已知 i 解出 A 的每一分量！
在第四章中，我们曾见到，静电学方程式

I (14.17)有一个通解：

(14.17) 

I 

图 14-2 点 1 处的矢势A是对一切点，处

的电流元 jdV 积分而得出的

中 (1) 一去于气区
因而我们就立即知道，关于 A霜的通解为

心1)=石习1 允(2)dV,
• (1~.18) 

lf'u 

A11 和 A. 与此相仿．（图 14-2 将向你们提醒m

和 d乃的惯例．）我们可以将这三个解归结为

一矢量式：

A(1) ==已习坦. (14.19) 
,'1"1:11 

（如果你乐意，还可直接对各分量取微分而证实：关于 A 的这一积分会满足 V•A=O, 只要

~-j=O, 而这点我们早已知道对于稳恒电流来说是理所当然的．）
这样，我们就有一个关于找出稳恒电流的磁场的普遍方法．原则是：从一电流密度 j 所

产生之矢势的＂分量与从一等于允/c2 的电荷密度所该产生之电势中相同一而 g 和 2 分

量也与此相仿． （这一原则只对在固定方向上的分量才适用． 比方， A 的＂径向“分量便不

能按这同一种办法从j 的＂径向“分量算出来．）因此，从电流密度矢量 i, 便可以应用式

(14.19)来找出 A一即通过对分别具有电荷分布为凸一j霹/c2, p,=j11/户和 P~":"'允/ell 的三
个想象中的静电学问题作出解答，从而找出 A 之每一分量．然后，又可通过取 A 之各种微

商以算出 vxA来，结果可获得 B. 这比静电学稍为复杂一些，但却是同一种见解．现在，
将通过在几种特殊情况下解出矢势来证明这一理论．

§.14-3 直导线

作为第一个例子，我们将再次求一直导线之场－~这在上一章中已经应用式(14.2) 和
一些关于对称性的论据而解答过．我们考虑半径为 G 而通有稳恒电流 I 的一根长直导线．

与静电学中电荷分布于一导体上的情况不同，导线中的稳恒电流乃均匀地分布在该线的横

截面内．如果选取如图 14-3 所示的那个坐标系，则电流密度矢量 i 便只有一个z 分量．其
大小在导线内为
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. I 
J•=-=a-, 

.. 匀0, , 

而在导线外则为零., ..' ' 
既然允和 i; 都是零，我们便立即有

.A.=O; .A11=0. 

为求得 A雾，我们可以利用带有一均匀电荷密度:P•j次/c~的

导线之电势中的那种解答．在一无限长带电柱体之外的各 其

点处其电势为

夕-'I
夕，，，，

,. 

图 14-3 沿着 fJ 轴而通有均匀电

式中,,.,=.J°? 平沪，而入则为每单位长度的电荷，即叩•p. 流密度 i的一根长圈膨杉导线

所以对于通有均匀电流的长直导线之外的某点， A. 应该是

.A.--:-三
2霄心

lnr'. 

中
入= - lnr' 

2兀Eo
, 

(14.20) 

L 

屯
A 

'" 

.. 

由于叩牙.=I, 上式还可以写成 , 

A. I 
=- 1n认

2元€rj;J
(14.21) 

现在就可由式(14.4)找出 B. 这里，在六个檄商中只有两个不等于零．因而得出
• I俨 a I' = -- -ln,rf..; :__—: JI....:.' 

, 
.''. 1'耋

j 、'
,- : 加够？匆 ，，加砌示 ,,,~J I 

'Bs,-兰了去 ln'f'一志去
',_B.=O. ,. 

我们得到了与以前同样的结果:- B环绕着导线，其大小由下式确定：
,, ~ 1 2I 
忑7·

'` 

. ,,.·.. 

,. 

.. ,:,·.. , . 

',, ... :, 

I 

(14.22) 
•• 喊

忙

(14. 泌）

` 

(14.24) 
•- •• 于

C'' ,J , 屯｀

'`'~ 

§14-4 长螺线管
认'',"·. 心'',.:·

其次，再来考虑一个无限长螺线管． 沿管的表面每单位长度通有社的环行电流（我们
: fz 设想每单位长度绕有饥匝通了电流 I的导线，并略去在

绕圈上的微小螺距）．

三!~E言具呈面J等；三三面呈
I ✓ --勹一 现在我们必须对这样一种电流分布找出A来．

, - . . .· . , . ·n 首先，我们愿意找出在螺线管外面各点处的上、这

图 14-4 通有面电流密度 J的长螺线管 一结果：同在一个、带有面电荷密度 ` 

- /~ 
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<T=<Tosin中

（其中 uo=J尼）的柱外电势相同．我们从未解答过这样一种电荷分布，但却做过某种相似的
问题． 这一电荷分布相当于两根各带正电和负电的实心柱，在 g方向上它们的轴有了微小

＿一---一

的相对位移．这样一对带电柱体之势，与单独一根均匀带电柱1体之势对 g 取的微商成正比．
这一比例常数是可以算得的，但暂时无需加以考虑． . 

一根带电柱体之势正比于 In凡这样该对柱体之势便是

中oc
81n.'1"' ．＝工

1.2• 

.'. 

因此我们知道

(14.26) 

111 t̀I 

. 
,,,~-1-- 、、

' 

，司一上;、、
、，

气~....、
---夕

J=<TV 

，勹一一、·
卢匾ti

心 -K去

式中 K是某一常数；根据同一论点，我们也会找出

, A11=li咭·

尽管以前曾经说过在螺线管之外没有壁场，但现在我们却发现有一个 A场环绕着 z 轴，如
图 14-4 所示．问题在于，它的旋度是否等于零'l . '... , l 

显然，凡和 B" 都等于零，而

B富士(K 去）－志（－
因此，在一个十分长的螺线管外面磁场的确为零，那怕矢势并不等千零也罢．

上述结果我们还可以利用其他已知的东西来核对：围绕螺线管的矢势环流应等于管内
B 之通量（式 14.11). 这环流为 A•生2w八或者，既然 A-K/'I"', 那便是 2兀K. 注意！这与

,,., 无关．如果在管外不存在B 的话，这恰好就是

, 应得的结果，因为通量仅仅是螺线管皂B 之大小
乘以皿＇．对于半径 ff'>~ 的所有圆周这通量都
相同．在上一章中我们曾经得出管内之场为社／

e心，因而便可以确定该常数 K:

2兀K=~a~“九I
C心

3 • 

K 九I吐
选。Cll•

因此，管外矢势的大小为：
-__ 

, A 
九Ia3 1 

' ＝瓦歹了

, . 并且总是垂直于矢量 r' 的．

. , , 我们刚才考虑的是一个由导线绕成的螺线

图 14-!5 一根旋转着的带电柱壳在柱内 管，，假如是一根旋转着的表面带有静电荷的长柱
会产生一个磁场．陪着该柱旋转的一根径 体；，也杉扩乙生那相同之场． 若有一根半径为”而

向短导线会有电荷感生千其两端上 带者f谎i电荷密度 C 的薄柱壳，则当把它旋转时就

会形成一个表面电流 J-a'1~ 其中炉丑0是面电荷的速度． 这样，在该柱内就将有一个
B=uaw/知？的磁场．

(14.25) 

., 即
4

.L 

', 
i 

(14.?:T) 
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气、.. . - . ---- . ---



第 14 章在各种不同情况下的磁场 183 

现在，可以提出这祥一个有趣问题．假设我们用一根短导线 W 安置成垂直于柱轴．，，从

轴心伸出至柱面，并固定于柱面上，以便随柱旋转，如图 14书所示．这根导线是在磁场中

运动，因而 vxB 那些力就会引起该导线两端带电（两端将被充电直至由这些电荷所产生的
E场恰好抵消 vxB之力为止）．如果该柱壳带有正电荷，则导线在柱轴那一端便将有负电
荷．通过测量这根导线一端的电荷，我们便能量得该系统的旋转速率．这样，也就有一种“角
速度计”了！

但你是否还在怀疑：“要是把自己置身于该旋转柱的参照系上又将如何呢？这时不过

是一根静止不动的带电柱壳，而我知道那些静电方程总会说明并没有什么电场存在于该柱
---一＿一＿一＿

壳之内，因而也就没有任何力会把电荷推向轴心了．因此一定是出了某种差错＂．但却没有

发现什么东西是弄错了卢原来不存在“转动的相对性':. 一个转动系统并丕是一个惯性参照
系，因面物理规律变得不同了．我们必须确实保证，只有相对于惯性坐标系才能应用电磁
学方程组• '' . L 

要是我们能够运用这么一个带鸟柱壳来测量地球的绝对转动，那该多么美妙复但可惜该
效应过丁微小，即使采用月前所能得到的最精J密仪器也无法观察出来．

' 
§14-'5 一个小回钱之场；磁偶极子

让我们应用这种先求矢势的方法来找出一个!]-:回线电流之场． 所谓“小”者，照例指的
只是我们所感兴趣的乃是远比回线尺度大得多的那些距离上之场． 结果将得出，任一个小
回线就是一个“磁偶极子＂．这就是说，它所产生的覂杨类似于来自一个电偶极子的电场．
砖考虑一矩形回线，并按照图:1,~书所示那样选择我们的坐标系．沿 z 方向并没有电

流，因面 4•;为零．在长度、各等毛~)的两边则都有沿引向的电流．每一段中，电流密度（以及
电流）都是均匀的•."因此关平儿之娠就恰好急来自两根带电棒的静电势那祥（见图14-7).
既然这两根棒各带相反电荷，。它们在远处的电势就该只是一个＂偶极子之势 (§6-5). 在图
14书的 P 点上，这势应该是. . ~· - :::--·· -

l 中 1J , p-e;r 
4冗e。 R2 , 夕_·-· ·(14.28) 

式中P 为该电荷分布的偶极矩．．在这种情况下歹、偶极矩等于每根棒上的总电荷乘以两棒间
的距离;

..,', 
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图 14-8 通有电流I 的一个矩形回线在P点上 . 图1牛7 在图 1士6 的电流回线 , 
的磁场如何认丑~a,,.戴 b) 邮关心方面的分布 ，、r
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这偶极矩指向负 g方向，因而在R与P 间所成之角的余弦就是-y/R(其中 g是 P 点的坐

标）．这样一来，我们便有

中
1 位b y . 

=- ,.'' 
知。 R2 万•. 

只须简单地用 I/c2 代替入，我们就可得到 A牛
' . 

.A霉
Iab y =-. 三w· {14.30) 

通过同一推理，可得

A11= lab 少
歹万·

(14.31) 

All 又一次正比于 a;, 而儿则正比于一'!I, 所以该矢势（在远处刃色环绕着 z 轴而旋转的，亦如
回线中的电流 I 那样指向，示如图 14-8.

A 之强度与Iab 成正比，即是电流乘以该回线的

面积．这一乘积称为该回线的磁偶极矩（常简称“磁

矩"). 我们用µ来表示：
µ一lab. (14.32) 

一个具有任何形状（圆、三角、或其他）的平面小回线的_-_-_- __ 

矢势也是由式(14.30)和 (14.31)给出的，只要我们用

下式来代替 lab:

µ一Ix(回线面积）．

这留给读者去证明．
如果把µ视作矢量，并将其方向规定为垂直于该

回线面，由右手法则给出其正向指（图 14-8), 则可把
有关A 的方程写成如下的矢量形式：

z 

(14.33) 

了
` 

图 14--8 在(a;y 平面的）原点处一小回

线电流的矢势；一个磁偶极子之场
: 

•• 

A= 1µxR 1µxeR 
4立002 庄 4兀C心2 一丽·

现在仍须找出 B 来．应用式(14.33)和 (14.34), 连同式(14.4), 便可得到：

B雾
oµ, a; 3a;z 

= =··· 彻石云?'aa -巳

（其中我们用…来代表叫4氓忒），

B11= 告(-···份）＝…浩，

(14.34) 

(14.35) 
.` 

f; (··· 奇）—响
可见 B 场的分量的表现与由一指向 z 轴的电偶极子产生之 E场的表现完全一样（见

式 6.14 和 6.15; 以及图6-5), 这就是为什么我们把回线叫作磁偶极子的缘故． “偶极子”

这个词，当应用于磁场时，是有点令人迷惑不解的，因为并没有与电荷相对应的磁“荷＂．磁
一一_-_-_-_

“偶极子场？户，不是由两个“荷”所产生的，而是起因于一电流回线元．，

然而，事情显得有点奇怪：从完全不同的两定律 V•E=-p/eo 和 VxB~J/e况出发，竟
会得出种类相同的场．为什么会这样呢？那是由千偶极子场只出现在与所有电荷或电流都
距离得很远时．因此通过大部分有关空间皇 B和 B 的方程就彼此符合一致：两者各具有零
散度和零旋度．这么一来，它们便给出相同的解答了．然而，其位形我们将总结为偶极矩的

气- - ..、--··
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那些蔓在物理上却很不相同—一对千彼此互相对应之场，在一种情况下源是一环行电流；而

在另一种情况下源则是位于该回线平面上与下的一对电荷． ` 

.、

' , §14..EJ 电路的矢势

我们经常感兴趣的是导线直径比起整个系统的线度远为细小的那种电路所产生的磁
场．在这样一种情况下，我们就能简化磁场的方程组．对细小导线来说，我们可以把体积元
写成 ` 

叩=S心，

式中 S是导线的横截面积，而心则是沿导线的距离元．实际上，由于矢量心与i方向相

同，如图 14-9 所示（而且我们也可假定，i 对横过任一指定截面会保持不变），我们便可写出

一个矢量方程：
L 钮＝，沁也 ~ · · • - - _ (14.37) 

但扭恰好就是我们所称之为导线中的电流I!的，因而关于矢势的式(14.19)就变成

.A(l)~ 亡了传~- '' t14.38) 

（见图 1已0). 我们假定通过电跻的电流处处相同但若有几条各载有不同电流的支路，
则对于每条支路当然就应各咱采用适当的I.)1:·

我们又一次可由直接对式(14.郘）进行积分或由对相应的静电学问题求解而把场找出

来. -'' 
'- 七

' 

，工 ., 

:· ., ,,, 
.、

己，

图 14-9 对于一根细小导线来

说， jdV 与 Ids 相同

图 1心10 导线的磁场可以通过环

绕该电路取积分而获得

§14-7 毕奥－萨伐尔定律

在学习静电学时我们了解到，某一已知电荷分布的电场可直接由积分式(4.16) 获得：

1 p(2)e1叩，
B(l)=—一一知。 I 中·

正如我们曾经见到的，要算出这一积分——实际上是三个积分，对每一分量各有一个－~比

起算出势的积分并求出它的陡度来，通常要花费较多工夫．

有一个相似的积分会将磁场同电流联系起来．我们已有一个关于A 的积分，即式
(14.19); 就可以通过取式两边的旋度而获得一个关于 B 的积分：

B(l) =VxA(l) =Vx [志习j(2;了ll]. (14.39) 

现在我们必须小心：该旋度算符的含义是取 A(l) 的旋度，这就是说，它仅对坐标（气， 'Y1, 动

进行运算．如果我们记住， Vx这个算符只有对附有脚标 1 的那些变扯才进行运算，而这显

然仅出现于

... -·-··- - -- -- 、、~ 心一. . .. - --一--- - -· - - - -- - --- -
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'1°19= [(气一a:9)耳 ('!/1一如）耳 (Zl_一石）千心

中，则可以将该算符移进积分符号之内．对于 B 的汇分量来说，就有

乌－乌＝－们.-!.-

一飞坛f[i.且5产－启守］叽．
方括号内之量恰好就是 t 

(14.40) 

(14.41) 

.. 
, X 干1!! J xe1!1 

` <f12 
2 

<f12 

的 Z分量对于其他分量，我们将会找出相应结果，因而有

B(l)-=-1 J(2)令xe1,知oC:a J 付2 平 (14.42)
这一积分直接由已知的电流给出了 B. 这里所涉及的几何学与图 14-2 中所示的相同．

若电流仅存在于细小导线的电路中，则如同上一节，我们可立即横过导线而加以积分，

即用 I心代替拉V, 其中心是导线的长度元．这时，采用图 14-10 上的符号，便得：

B(1),.;., 一志JIe1~t ds, • . (1~ 令 43)
（负号之所以出现是由于我们颠倒了该叉积的次序．）这一有关 B的方程，以它的发现者的

名宇命名，称为燮覂::-:F-1戈尔定律．寸它提供一个直接获得载流导线所产生的磁场的公式．
你可能会觉得奇怪：“如果能直接由那个矢量积分找出 B 来，则矢势还有什么用处呢？

到底 A 也同样含有三个积分！”这因为有关 B 的积分是一个叉积，往往较为复杂，正如由式
(14.41)便可显然见到的．并且』既然 A 的积分同静电学的那些相仿，则我们可能已经懂得
了．最后，我们还将见到：卫在更高一级的理论材料（比如相对论，力学定律的更高级描述方
式，象以后将要讨论到的最小作阻原押，以及量子力学等）中，矢势会起一种重要作用．
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§15~1 作用干一电流回路上之力；偶极子能量
上一章我们研究了由一矩形小电流闻路所产生的磁场． 并发现那是一个偶极子场，其

偶极矩由

．、. 

; •a. ,• 
~＿二·、_,

了,, .• .' 
•• 

..' 

.' 

给出，式中I为电流而 A 为回路面积．

成．｀

＼片一I.A (15.1) 

矩的方向垂直于该回路平面，因而我们也就可以写
.. 

夕·. • .. 

µ.=IA九，

式中 n 是该面积 A 的法向单位矢量．

一个电流回路一一或磁偶极子一一不仅会产生磁场，而且在置于其他电流的磁场中时
也会感受到力的作用．我们将首先考察在一匀强磁场中作用于一矩形回路上之力．设 z轴
沿磁场方向，而回路乎面则被置在通过 g轴并与叩面成 O 角，如图 1丘1 所示．．这样该回路
之磁矩一一垂直千回路平面一一就将与磁场成 8 角. I 

由于在矩形对边上的电流互相反向，那些力也将反向，从而不会有净力作用于该回路上
（当磁场均匀时）． 然而，由千有作用千在图上标明为 1 和 2

的两边上之力，就会有一个倾向千把该回路绕着 g 轴旋转的

转矩．这两个力凡和几的大小为 · 

凡=-F:句-:"fBb.
它们的矩臂为 ! 

从而这转矩便是 l 

asin0 , 
·, . 

. I 
` v f 

、，

，千 T=jJ:abB釭n0, , 
或者，由于 I心是该回路的磁矩， ! .'. ·'. . 

',、, , 

立:::r.. 之心

, 

z 

。

x `, 

• r 

T, 干p,B曲1.0.

这转矩还可以写成矢量形式： 图 15-J 一个通有电流 I 的矩
1:=p.xB.. . (15.2) 形回路位千一匀强磁场 B (沿 IIS

尽管仅仅在一个相当特殊的情况卞证明了转矩是由式(15.2), ., 方向的）中．这样作用于该回路

上的转矩就是t叮xB, 其中磁

所给出的，但这一结果对千任何形状的小回路都正确；．正如我 ( 矩沪心b

们将会看到的．你将记起，对施于一电偶极子上的转矩我们过去也曾找到这同一种关系式：

i-=px~. 
现在要来追究这，一电流回路的机械能既然有一转矩，这能量显然依赖于取向．虚功

原理申述，转矩等于能量相对千角度的变率，因而我们便可写出 ^ 

dU=-Td0. 

令 T=µ,Bsi.n0 并积分，则能量可以写成：

，＇，＇，＇，气'
.、...、. .• . .• 一·
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U- -µ,Boos0+常数 (15.3) 

（符号之所以是负的，因为该转矩企图把磁矩旋转至与磁场同向；当µ与 B 平行时能量最

低．）

由于今后将会讨论到的一些原因，这一能量并不是该电流回路的总能量．（首先，我们

未曾把回路中维持电流的那种能量计算在内．）因此，将这一能量称为 Uu, 就是要提醒我们

那只是能量的一部分．并且，既然无论如何我们总已漏掉了某些能量，便可令式(15.3) 中的

常数等于零．因而可把该式写成

u…= -µ.-B. (15.4) 

这又一次与对电偶极子所曾获得的结果相对应：

U= -p•E. (15.5) 

原来，式 (15.5) 中的静电能是确实的能量，但式(15.4) 中的 U机械却不是真实能量． 然
而，它仍翌用来凭借虚功原理而算出力，假设回路中的电流一一或至少是µ一一保持不变的

话．

我们能够证明：对于一个矩形回路来说， u"1-M 也相当千把该回路拿进场所须作的机械

功．只有在一个匀强磁场中施于回路上的总力才等于零；在非均匀场中，则始终有一净力作
-

用于通有电流的回路上． 在把该回路置于场中时，我们势必经过其中场并非均匀的一些地
B 方，因而就作了功．为使计算简单起见，我们

将设想该回路是以它的矩指着场向而被带进
来的．（在到达了指定位置之后，还可以转至
最后位置） . 

试设想我们希望把该回路沿 m方向移动
移至场较强的区域一一而该回路是按图

15--2 所示指向的．我们从场等于零的某处
出发，并对回路移进场中时所受之力乘距离

进行积分．

首先，让我们分别计算对每边所作之功，

然后取其和（并非在积分之前就把力加起

来）． 施于边 8 和边 4 上之力与运动方向垂直，因而没有作任何功． 施于边 2上之力为
IbB(亿），是在汇方向上，因而要获得抵抗磁力所作之功就必须从场为零的某处，比方说从

a:=-00 处积至它目前所处的位置，

F2 
FI 

丈

` X1t 

图 15-2 一个回路沿汇方向通过与 z 轴

正交的 B 场被移过来

Ws= -Loo F占= -IbL .. B<注．
同理，为抵抗磁力而作于边 1 上之功则是

雾l••W1,.!,-L .. 见如=I叶-co B(亿）如． 、. (15.7) 

为求得每一积分，我们需要知道 1!<动是怎样依赖于＂的．但要注意，边 1 紧跟在边 2 之后，
因而对它的积分就包括作于边 2 上之功的大部分． 事实上，式(15.6)与(15. 7)之和恰好就
是^

(15.6) 

W=-叫元，阳）如．
多

, ·(15.8) 

I 

｀俨 - --汾--- ' 甚加仑---
.• . . -
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但若在边 1 与边 2两处之场都几乎相等的一个区域里，则我们可将该积分写成

式中 B 是在该回路中心点上之场．我们所加进去的总机械能为

u如i-W=--,-压B=; -µ,B. (15.9) 

这一结果同我们在上面取式(15.4;)作为能量互相一致．

当然，要是在进行积分以求得功之前先将作用于回路上之力相加起来，我们也该可获得
这同一结果．如果令 B1 为在边 1 上而鸟为在边 2 上之场，则沿 o 向的总力就是

凡=Ib(B广丑）．

若该回路很“小＂，也就是说，若乌和 B1 相差不多，则可写出

B, 心＋翌泣=B1+翌1
因而力就是

,, : 
斤Iab 翌． (15.10) 

书

由外力对该回路所作的总功为----- , 

..、- . 

这又恰好是一µ,B. 直到如今我们才看得出为什么施于一小电流回路上之力会与磁场的微

商成正比，正如我们从
.'、.
~ 

中颈料到的．

._ F,.t:,,. 炉= -t:,,.U ... = .:....t:,,.(-p.-B) (15.11) 

上述结果表明：，即使 u.,_.--µ.•B 并未包括系统的所有各种能量在内一~它是一种冒

牌的能量——但仍能同虚功原理一起被用来找出作用于稳恒电流回路上之力．

§坛-2 机械能与电能

现在我们要来证明，为什么上一节所讨论的能量 U机械并不是与稳恒电流相关的确实能
量一一它并未包插世界上的总能量.f 真的，我们曾经强调过它仍是一种能量，可由虚功原理

算出力来，只要在回路中的电流（以及所有其他电流）都维持不变． 让我们来看看为什么会
~ ~``.. 

是这样． ' ` 

试设想图迈~上的回路正在沿正＂向运动，并选取B 的方向为沿 z轴，在边 2 中的
传导电子将体验到一个沿线即沿 g 向之力．但由于这些电子的流动一一造成电流——就会

有一个与此力同向的运动分量.1 因此，每一电子将得到功率为凡叩的功其中"'"是电子沿
导线的速度分量．我们将称这个作于电子上之功为座功．现在事实证明：如果该回路是在
－狙场中运动，这总电功则为零，因为正功总会在回路的某些部分作的，而等量的负功则
在其它部分作的．，但如果该电路是在一非均匀场中运动，那就不正确了一一此时竖会有一
净功作于电子之上．一般说来，这功该倾向于改变电子的流动，但若电流维持不变，则能量

必然会给那些维持电流稳恒的电池组或其他电繇所吸收或释放出来．上面当我们由式

(15.9)计算出w... 时，这能重还未包括进去，因为我们的计算仅仅包括施毛导线整体上的
那些机械力

你可能在想：但那施于电子上之力要取决于导线运动得多迭；，若导线运动得足够慢，也
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许这一电能便可以略去．真的，电能授给的时燮与导线运动的速率成正比，但所授与的座能
量却也同这一时率所持续的时匣成正比．因此，总电能就正比于速度乘时间，那刚好是所移

动过的距离．对于在场中移动某一指定距离，同一电功量会被贡献出．

让我们考虑一段单位长度的导线，其中通有电流 I 并沿与其本身及磁场 B 均成直角的

方向以速率 v妞运动． 由于通有电流的缘故，导线中那些电子将具有一个沿导线的漂移速
度 0畔．对每一电子在漂移方向上所施的磁力为 q.v妞B. 因此作出电功的时率就是 Fv瀛移＝

(q.v导线B)芍卫．设每一单位长度的导线里共有 N个传导电子，则作出电功的总时率便是
叩
电＝

dt Nq,v妞趴瀑移·

但 Nq.v玉=I, 即导线中的电流，因而

牛一Iv妞B.
现在由于电流保持恒定不变，即是说施千那些传导电子上之力并不会引起它们加速；所

以这电能就不是归于电子所有而是归于维持电流不变的那个电源所有了．

但要注意施于曼塾上之力为 IB, 因而 IBv,,蛐也是对导线作塾想翌的时率，即讥T机械/dt

=IB四线．因此我们断言：对导线所作的机械功恰好等千作于电流源上的电功，因而回路的

能量将保持不变！
- - - - - _-_-

这并不是偶然的，而是我们所已知的定律的结果．对导线中每一电荷所作用的总力为
俨、』．

•• 

I2-

V•F=q[V•E+炉（们 xB)J.

(15.12) 

如果没有电场，便只有那第二项，而这

总是等于零的． 以后我们将见到，一
个正在变化着的磁场会产生电场，因
而我们的论证就只适用千在稳恒磁场

中移动着的导线．

怎么虚功原理又会给出正确的答

案呢？那是由于我们洷未曾把世界上

的垦能量都计算进去．我们未曾把歪

在产生那假定存在的磁场的电流能量
- - - - _-

也包括在内．

... . ,. -· 设想有一个如图1氐S(a) 的那种
一”

(b) 完整系统，其中我们正在把带有电流
斗 图 15... 3 要找出一个小固路在磁场中的能量 I王，的回路移进磁场 B 中去，而这磁场

则是由线圈中的电流 I., 产生的、原来回路里的电流 iI1也将在线圈那里产生某一磁场 B,.
如果回路正在移动，则这个场 B,,将会发生变化．正如我们将在下一章见到的，一个变化着

的磁场会产生一个E场；而这一 E场则将对导线中的电荷作功． 这样一个能量也应包括
在我们关于总能量的出纳表中．

e, 

.• I1 囡路

e, , .. 

v . 

．．．．占一~

F=q(E+vxB). 

而作功的时率则为

Col· 

Ia 

` 

畸 r

I2 

冒卢 ~· . 

.... -····-.. . .. 
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我们本来可以等到下一章才来找出这个新的能扯项，但若按照下述办法应用相对性原

理，则也可见到它将会怎么样．当我们朝那个静止线圈移动回路时，知道回路中的电能恰与

所作的机械功相等而符号相反．所以

, U劝1+孔 =0.

现在假设从一个不同的观点来考察所发生的事情，即在其中回路仍静止不动，而线圈则

指向它而运动．这时线圈被移进由回路所产生的场中．同一些论证该会给出
、 U血孔（线圈）==0. ..' 

在上述两种情况下所作的机械功相同，因为它是来自两电路之间的力的．
这两个方程之和给出

2u ... +u电（回路） +U庭（线圈） =0. 
整个系统的总能量，当然就是该两项电能再加上仅取一次的机械能．因此我们有

u总一孔（回路）＋孔（线圈）+u心=:c-U~.

｀｀~、

(15.13) 

世界上的总能量确实等于 U心的迟值． 比方，若我们需要磁偶极子的真实能量，则应

写出：

u总一十p.•B.

只有当我们假定一切电流都维持不变的那种条件时才能仅仅用到其中某一部分能量，即

u机械（这始终等于真实能量的负值），来拽出那机械力．在更普遍的问题上，我们就必须细心
地把所有一切能量都包括进去． ' , 

在静电学中，我们见过一个类似情况．我们曾经证明，一个电容器的能量等于守/20.

当我们应用虚功原理以找出作用于电容器两板上之力时，能量的改变等于 Ql/2 乘以 1/0 的

改变，这就是说，

叩--9i 峙);;,._孚给. ·,. . (15:14) 

现在假设要服从一个不同条件、即保持两导体间的电压不变的条件下，算出在移动导体

时所作之功．那么若我们作出某一种人为的事情，则也可以从虚功原理获得一个正确答案．
1' 

既然 Q=OV, 真的能量就是可 ov1.1. 但若我们定义一个等于一可 ova 的人为能量，则只

要坚持使电压V维持不变，并令这..L人为能量的变化等于机械功，便可应用虚功原理来找
出力．这么一来，就有

av: 
,_.--,-~~ 汃;:: \ . , -:A) !,.'\ 2)'. ,, , .' 

上式与(15.14)相同．即使我们忽略了为维持电压不变而由电系统所作之功，也仍能获得正

确结果．这个电能又刚好两倍于机械能而符号相反．
这样，若不顾电压源必须作功以维持电压不变这么一个事实，而人为地进行计算，还是

能够获得正确答案．这与静磁学中的情况完全相似. ·,· ; ... ·• . . " 

§15-3 稳恒电流的能量

现在我们可以应用关于 U且-.:-可也这一点知识来找出稳恒电流在磁杨中的真实能量．

可以从一小电流回路的真实能量出发．简单地称 u. 为队便可写成 , 
U = wB. . ·. : ·:·=(t丘祁）

^~ 一..... - - ｀仁-- -- ----
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尽管是对一平面矩形回路算出这一能量的，但这同一结果对于任何形状的小平面回路均适

用．

一个任意形状的电路可以设想为由许多小电流回

路构成，从而找出该电路的能量．比方说，有一条如图

1归所示的具有回线 r那种形状的导线．我们用一

个 S 面来填淌该曲线，并在该面上划成大量的小回

飞- "面8 路，其中每一个都可以认为是平坦的． 如果让电流 I

图 15-4 一个大回路在磁场中的能量可 沿包亡：小回路环行，净结果将犹如电流环绕 r 一样，
以认为等于许多个小回路的能量之和 因为在 r 内的那些电流将在所有线段上都互相抵消．

从物理方面看，这个小电流系统与原来的电路是无从辨别的．能量也必然会相同，即刚好是

那些小回路的各能量之和．

设每一小回路的面积为血，它的能量就是 I血凡，其中B,. 为垂直于 ba 的分量． 总

能量为

。
喜
LGG 

U=~IBnL1a. 

各回路在趋于无限小的极限上，求和变成了积分，即

U=IJ凡da=I J B•n血， (15.17) 

式中 n 是垂直于 da 的单位矢量．

如果代入 B=VxA, 便可利用斯托克斯定理而把一个面积分联系到一个线积分上去：
`` 

` " 

.(15.18) 

式中心是沿 r 的线元． 因此我们就有了对于任意形状的电路的能量：

, (15.19) 

在这一个表式中， A 当然是指产生了导线所在处之 B场的那些电流（而不是该导线中的电
流I)的矢势．

现在，稳恒电流的任何分布都可以设想成由平行于电流线的一些丝状线所构成． 对千

每一对这样的电路，能量由式 (15.19)给出，式中的积分是环绕其中一个电路取的，同时应用

那来自另一个电路的矢势 A. 为求得总能量，我们需要所有各对之和．如果不记住那些对，

而把全部电流丝都相加起来，则将算进能量两次（以前在静电学中也曾见过一个类似效应），
因而总能量就应可写成

, 

" 1 U一中·A叽
这一公式相当于我们以前对静电能所曾找到的结果：

U=告j叩V.

(15.20) 

(15.21) 

因此，如果我们愿意，便可将 A看成是在静磁学中电流的一种势能．可惜，这一概念不大有

用，因为它只适用千静场．实际上，当场随时间变化时，则无论式 (15.20)或（迈.21), 均不会

给出正确的能量．

. - . - .. -·-- --- - -
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§15-4 B 与 A 的对比

在这一节中我们愿意来谈论下述问题：矢势是否只是一种用来作计算的工具一一如同

在静电学中的标势那样一一或者矢势是一个“真实”的场？难道磁场，由于对施于一个运动
粒子上之力负责，就是一个“真实”的场吗？首先，我们应该说“一个真实的场”这一短语并不
太有意义．其一，无论如何你可能不会感觉到磁场十分“真实＂，因为甚至整个有关场的概念
都相当之抽象．你不能伸出手来感受磁场．而且，磁场之值并不十分确定；例如，通过选用
一适当的运动坐标系，你可以使在某一指定地点上的磁场消失不见．

我们这皇所谓“真实”的场指的是这样一个真实的场就是被用来避免超距作用那种概
念的一个数学茵数．如果有一个带电粒子位于位置 P 上，它会受到放在与 P 点有某些距离
的位置上的其他各电荷的影响．一种描述这相互作用的方法是去申述其他电荷会在 P 点
周围形成某种“条件”—一不管它是什么条件．｀倘若知道了该条件，即通过给出电场和磁场
来加以描述，则我们便能完全确定该粒子的行为—一不须进一步去过问那些条件原来是怎
样产生的．

换句话说，若其他电荷多少已有所政变，但由电场和磁场所描述的那些在 P 点上的条
件却仍依然未变，则该电荷的运动还将保持一样．这么一来，一个真实的场就是一组数字，
被用来做出这么一种规定，即在塞克上所发生的无论什么事情都仅取决千在茎惑上的这些
数字．我们并不须再去弄清楚其他地方正在发生什么事情．正是在这一种意义上我们将要
来讨论矢势是否是一种“真实”的场. ·. ;, . '. • 

你可能会怀疑这么一个事实，即矢势并不是单值的—一它可以通过加上任一标量的陡

度而改变，但仍丝毫不会改变施千粒子上之力．然而，这却与我们现在所谈的这种意义上的

实在性问题毫不相毛比方，在某种意义上磁场(E和A场也都如此）可以通过相对性变换
而改变 但我们却不会去操心，如果场翌甡这样玫变的话该会发生什么事情．这实际上并
不会造成任何差别；与矢势是否是一种用来描述磁场的适当的“真实”场或只是一个有用的
数学工具的问题毫无关系•.'I

关于矢势A的用处我们也应作出一些评论．我们已见到，利用它并通过正常手续即可

以算出巴知电流的磁场，正如中可用来找出电场似的．在静电学中我们曾经见过，中是由一

个标量积分所给出的:

(15.22) i' : ·, 中(l};_,,土丿卓dV,. ;,·、
知钰寸，＂

通过三次徽分运算，便可从少获得丑的三个分量．这手续通常要比在下列矢量式中算出三
个积分较易于掌握I ' . , ; :' : ·'' . ' ',:, . 

贮亡闰产工 (lfi. 23) 

这里首先就有三个积分；另外，每个积分一般又较难于运算'·. ·.··.',. 

对静磁学来说，优点远没有那么明显.A的积分就已经是一个矢量积分：

, ... A(l,)一志佐翌区 （还.-24)

这当然即是三个积分．并且，当我们取A 之旋度以获得B时，不得不求出六个微商将唾一
对一对地结合． 在大多数问题中，这一手续是否确实比起直接从下式算出B来较为容易，

•. , , -· 今...., •.•• 



174 费曼物理学讲义（第二卷）

那就一下子看不大清楚：
.. 

B(l) 一
1 j(2) xe众知oe2 J "i2 dV'· 

(15.25) 

对于简单问题，应用矢势往往较为困难，那是由于下述原因．假设我们只对在一点上的
磁场 B感兴趣，而问题又具有某种优美的对称性一—－比如说，我们要求出在一环形电流的
中轴上某一点之场．由于对称性，我们可容易由算出式 (15.25) 的积分而获得 B. 然而，假

如我们先求出 A, 便还得从A的赞座才能算出~. 因面就一定要知道在该感兴趣之点堕返
所有一切点上之 A值如何．面大多数这种点是落在该对称轴之外的，从而使A的积分变得

复杂．例如，在那圆环问题中，我们不得不用到椭圆积分．在这样的问题中，A显然不十分
有用．但对于许多复杂问题，用 A 来计算比较容易，那却是真的．不过若要争辩技术上这

么一点方便就足以证明使你多学习一种矢量场属之正当，那就有点困难了．
我们引进了 A是因为它堕塾具有直要的物理意义．它不仅与电流的能量有关，如在上

节中我们曾经见到的，而且它还是在上述意义上的一种“真实“物理场．在经典力学中，很清
楚，我们可把作用于一粒子上之力写成下式：

` F-q(E+vxB). (15.26) 

因而若已给出了力，关于运动的一切便都确定了．在任一其中B=O那怕A不是零的区域
里，诸如在一螺线管外面，，那里并没有可觉察到的 A 之效应． 因此在一个长时期内人们总

认为A 不是一个“真实”的场． 然而，事实却证明有某些牵涉到量子力学的现象表明， A场
实际上就是在我们曾对之下过定义的那种意义上的“真实＂的场矿在下一节中我们将向你们

说明那是怎么回事． ..、·•

,、.'.'

§\S-:5 矢势与量子力学

当我们从经典力学过渡到量子力学时，什么概念才算是重要的有了很大改变． 我们曾
在第一卷中谈过其中的一些，特别是，力的概念逐渐梢失，而能量和动量的概念却成为重要
的了．你应当会记起，人们与之打交道的乃是在空间和时间里变化着的儿率波，面不是粒子
的运动了．在这些波中，眅有与动量相联系的波长，又有与能量相联系的频率．因此，那些
能确定各波函数之位相的动量和能量就成了量子力学中重要的量了．我们与之打交道的乃
是互作用如何改变波的波长，而不是力． 力的概念已变成十分次要的可干一．如果它到底还

是存在的话．比方，当人们谈论核力时，他们所经常加以分析和计算的乃是两核子间的互作

用能，而不是它们间之力．从没有人会对能量取微分来找出力是个什么样子．在这一节中
我们要描述矢势和标势是怎样进入量子力学的． 实际上，正因为动量和能量在量子力学中
起了中心作用，才使得 A和中会提供一个把磁效应引进量子描述中去的最直接途径．
我们必须稍为复习一下蜇子力学的工作原理．让我们再一次考虑那个在第一卷第三十

七章中曾经描述过的理想实验，在其中电子受两个狭缝所衍射． 这个装置再一次示如图
15-5 上．能量几乎相同的电子离开了源面朝向一面刻有两条狭缝的障壁前进．在障壁之
外安置＂捕手”，在其上配备一个可移动的探测器． 这个探测器1是用来测量电子到达距离该
对称轴为 Z 远而落在捕手的一个小区域中的时率，我们称之为 I. 这时率正比于个别电子
在离开了源之后到达该捕手区的儿率． 这儿率具有如图所示的那种复杂形状的分布，我们

认为这是由于两个波一一每个从一个狭缝发出一一的互相干涉所致..这两个波的于涉结果

. -重·-、-·. ·•····.. 
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, 图 15-,-5 用电子做的一个于涉实验（同时鸯阅第一卷第三十七章）

取决千它们间的位相差． 也就是说，若幅度分别为 01e•~•和C,e'甸，则该相差扣.;<ll:i..._w, 就

确定了于涉图样［见第一卷，式（颂．华）］．设屏与狭缝之间的距离为 L, 又若通过两狭缝的

电子所走过的程差为 a, 如图所示，则该两波的相差为
() a 

= 
六·

(15.27) 

照例，我们令知一入12~,其中入就是几率波的空间变化波长．为简单起见，将只考虑那些远
小千 L的元值；这样便可令 , 

, 
气·

. . \r 

一｀.. . ., . 
心．．，

•·. , 
、'.

: .·.. .~ 
..、·

. ((; 
a=-.. , L 

d'. 
l ,,. . ` 

'. , 
'.•.'' 

,,, 
.. 

｀、

和

\·:·__ , -_ -~~i主．＇｀ ，（还.28)

当＂等千零时， 8 为零，两波同相，因而几率有一个极大值．当 3等手吓时，两波异相；它们
就会相互抵消，而几率成为极小．因此，我们将得到有关电子强度的那种波形函数．
现在我们想要来陈述用以代替力律F=qvxB的量子力学规律．这将是用来确定具

有量子力学性质的粒于在且电磁场中硝行为的那种定律．既然凡发生无论什么事件鄂要由几
率幅来确定，所以这一定律就必然会告诉我们关于磁的影响如何会改变该波；我们不再与粒
子的加速度打交道了．这定律是这样的：通过任一轨道的波，其位相受磁场作用而改变之量
等于矢势沿｀整个轨道积分乘以该粒子的电荷再给普朗克常数除．，也就是， 一

·, 心麟，一
要是没有磁场，波到达时就有某一定的位相．但若某处存在磁场计则到达之波的位相将会
增加式(15.29) 的积分那么炙｀ , 
尽管对于目前的讨论仍未用得上，但我们还是要提出静电场的效应乃在于产生一个等

于标势中的时匣积分的负值的相变

｀，电儿四J;,11 刁1 足叩匹心丈亿一一下J 叨~. -·-' 

上述两式不仅对千静场正确，而且合起来对千无论静的或动的任何一种电磁场也都正确．
- - -_- - - -----

这就是用来代替 ';p.:..:. 千(E·+vxB)的定律．然而，现在我们只要考虑静磁场.'. . _, .,I_ 、

• •• •• • •••••• _ .. 令“
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假设在那个双狭缝实验中有磁场存在． 我们要问，通过该两狭缝的两波在到达屏上时

其位相如何．两波的干涉会确定几率的极大值将出现在何处．我们可把沿轨道(1)的波之

位相叫作 4>1. 若 w1(B=O)为在没有磁场时之位相，则当加上磁场时这个相便将是

忙iP1(B=O) +叶 A也
九 (1)

同理，关于轨道 (2) 的周相为

w, 心(B=O)+.!Lf A心．
九 (S)

这两个波在探测器上的干涉取决于其相差：

(15.30) 

(15.31) 

8心(B-=O)心(B=O) +钊<t> A· 心－钊(ll)A亟. (15.32) 

该无场相差我们将称之为趴B=O); 那恰好就是在上面式 (15.28) 中曾经算出来的那个相

差．并且，我们注意到，这两个积分还可以写成二企沿轨道 (1) 向前进并沿轨道 (2)返回来的
积分；这我们称之为闭合路线(1-2). 因而有

: 

、..

口(B=O)+针 A心 (15. 邸）
(1鲁）

上式告诉我们，电子的运动如何被磁场所改变；有了这一个式，我们便能找出在捕捉区上强
度为极大和极小的那些新位置． . 

可是，在做这件事之前，我们要提出下面一个有趣而又重要之点．你会记起，矢势函数

是有某种任意性的．两个彼此不同的而其差别仅在于某一标量函数之陡度V中的两个矢势

函数A 和 A', 都会代表同一个磁场，因为陡度之旋度为零． 因此，它们将给出同一个经典

力 qvxB. 如果在量子力学中效应乃取决千矢势，则在许多种可能的 A 函数中究竟哪一个
-- _-一-

是正确的呢？

答案是， A 的任意性在量子力学中也依然存在． 如果我们把式(15.33) 中的 A 改变成
A'=-A+V中，则对于 A 的积分会变成

A'•; 心一丸，） j归） A亟＋杠y妒心．
V中的积分仍环绕该堕宜路线 (1-.::2), 但根据斯托克斯定理，陡度的切向分量沿一闭合路线的
积分总会等于零．因此，A 和 A; 两者就都给出同一个相差和同一个最子力学干涉效应．在
经典和量子力学的两种理论中只有A 之旋度才算得上；任何对 A 函数的选择，凡是能给出
正确旋度的在物理上就都是正确的．

如果我们引用'§14-1 节的那些结果，则这一结论也很明显．那里我们曾找出沿一闭合
路线的 A 之线积分为穿过该路线的B之通量，在这里也即穿过路线 (1) 与 (2) 之间的通量．
如果我们愿意，式(15.~B)便可以写成： .'.'. 

、;

. 

a=a(B=O) +.!L[在 (1) 与 (2)两路线之间 B 的通量］，
九

(15.34) 

式中 B的通量照常指 B 的法向分量的面积分．这结果仅取决于 B, 从而也仅取决于A之
旋度• • I 

既然我们用 B 或用 A 都能写出结果，现在你也许倾向于认为 B保持它本身作为“真

实”的场，而 A仍可视作一种人为的结构． 但我们原本建议的关于“真实场”的定义则是建
筑在真实场不该对一粒子作超距作用的那种概念之上的．然而，、我们能够举出一个例子，其

厅
干

大
三*1^ 

、-- - ----气----·
- - -------- -
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中在任一有某种机会找到粒子的地方B 都等于零

想磁场会真垫作用于粒子上．

你应当记起，对千通有电流的长螺线管，管内有

B 场而管外全无，但却有许多 A 环绕在管的外面，

如图 15-6 所示．若我们安排一种情况使得其中的

电子只出现在螺线管之处—一即在那个只有 A 的

地方一一则按照式 (15.33)也仍将对运动产生影响．

从经典方面看，这是不可能的．按经典的看法是，力

乃取决千丑故若要知道该螺线管通有电流，总必

须使粒子穿过它． 但从量子力学方面看，你却可以

通过墨竖着管子外面一一畸从未曾靠近它——就能找

出有磁场存在于螺线管之内了！
假设我们把一个直径很小的长螺线管恰好放在

障壁后面的两缝之间，如图 15-7 所示．螺线管直径

要比两狭缝间的距离d 远为细小． 在这种情况下，电子在狭缝上的衍射不会提供使电子接
近该螺线管的可观几率．这对我们的干涉实验将会发生什么影响呢？ . 

或至少任意地小 因而不可能设

图 115-8

. 
B 

II 

1
1

、

1

一
1

, , 
I 

I 
: 

, I 
, I. 

11 
一个长螺线管的磁场和矢势

' 

电子源

--------- ．一"~
r 

, 

』`、 s

Iq4 
, 

L 

图 15-7 磁场能够影响电子的运动，那怕是场仅存在千要找到电子只有一任意微小几率的那些区域里

试比较电流有否流经该螺线管时的两种情况．若没有电流，我们便不会有B 或 A, 因
而就得到在捕捉区电子强度的那个原来图样．但若通电流千螺线管并在管内建立了磁场
B, 则在管外便将有A. 千是将产生一个正比于在管外 A之环流的位相差移动，这意味着

整个极大和极小的图样会被移至一个新的位置上． 事实上，由于对任一对路线穿过其中的

B 之通量乃是一常数，因而 A 之环流也是如此． 这对千每一到达之点将会引起相同相变；
也就是相当于使整个图样在”方向上移动一个常数，比方说砌，那是容易算出的． 极大强
度将出现在两波的相差为零的地方．应用关于 8 的式 (15.32) 或(15.33) 以及关于 a(B=O)

的 (15.28), 我们便有
L

一
二
r
L
j、

Xo=-左大叶<1-11)A亟， (15.35) 

或

•• • 夕气~、. 气 -·.. •• - - - - -- -
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L 如－－－忙且
d'h 

［在 (1) 与 (2)两路线间的 B 之通量]. (15.36) 

在有螺线管存在时的图样看来＊应如图 15-7 所示的那种情况． 至少，这是量子力学方面的

预言．

正是这一实验最近已经做出来了．它是一个十分难做的实验．由千电子的波长很短，

该仪器就必须放在微小尺度上才能观察到干涉现象． 两狭缝必须互相紧靠，这意味着需要

有一个非常小的螺线管．事实证明，在某些场合下，铁品体将会生长成十分长而又只在显微

镜下才能看得到的细丝，即所谓晶须．当这些铁晶须已被磁化时，就很象一个小螺线管，因

而除了靠近两端的地方以外就没有任何磁场留在须外． 关于电子相干的实验，即是以这么

一条晶须放在两狭缝之间而做出来的实验，已对所预言的那种电子图样移动观测到了．

那么，在我们的意义上A 场已是“真实”的了，你可能会说：“但那里本来就迶磁场的,,• 

本来就有，不过要记住我们那个原来的概念—一所谓场是“真实”的就必须是在粒子座在堕

位置上被规定下来以得到该运动．在晶须里的 B 场却起着超距作用．如果我们不愿意用

超距作用来描写它的影响，则非得用矢势不可了．

这一课题曾有过一段饶有意义的历史．我们所描述的理论从 1926 年量子力学问世时

就给人们知道了． 矢势之出现在量子力学的波动方程（薛定谔方程）式这一事实，从该方程

最初被写出来的那一天起就已经明显了． 它不可能以一轻易方式由磁场来顶替，这已由企

图作此种尝试的人们陆续注意到了．从我们对电子在没有磁场的区域里运动而多少总会受

到影响的这一个例子来看，那也是清楚的．但由于在经典力学中 A并未曾显示出任何直接

的重要性，并且由于它可以通过加上一陡度而改变，人们便不断地说矢势不具有直接的物理

意义一一即使在量子力学中也只有磁场和电场才是“对＂的．在进行回顾时似乎觉得奇怪，

为什么从没有人想要讨论这一实验，一直到了 1956 年才由玻姆和阿哈朗诺夫 (Aharanov)

最初对此提出建议并从而使整个问题明朗化． 这一涵义任何时刻都始终存在，但就是没有

人曾注意到． 千是，当这一事情被提起时许多人都颇受震动．这就是为什么会有人想到值
得去做出实验来证实它确实是对的，尽管在许多个年头中已被人们确信了的量子力学曾经

给出过一个毫不含糊的答案．有趣的是，象这样一件事情竟搁置达三十年之久，只是由于对

某佳东西有意义而另一件没有意义的某些偏见就一直被忽视．

现在我们希望作稍为进一步的分析．要来证明量子力学公式与经典公式间的关系

即证明为什么如果对事态在一足够大的尺度上来考察，就将表现好象粒子是受了等千 qVX

(A 的旋度）之力所作用似的． 要从量子力学得到经典力学，需要考虑其中所有波长比起如

场那样的外加条件能够作出可观变化的距离来都远为微小的那些情况．我们将不在最普遍

的场合下证明这一结果，而只是在一个十分简单的例子中闸明它的来龙去脉． 我们又一次

考虑那同一个狭缝实验．但不再把所有磁场都局限在两狭缝间的一个十分微小的区域里，

而是设想有处于狭缝后面延伸至较广阔区域中的一个磁场，如图 15--8 所示．我们将考虑一

种理想情况，其中磁场在被认为比 L小的宽度w的狭窄长条中是均匀的． （那很容易安排；

捕手可以放在随心所欲的某一远处．）为要算出位相移动有多大，必须算出沿轨道(1) 和 (2)

的两个积分．正如我们曾经见到的，它们间的差值恰好就是在两路线间 B 之通量．符合我

们的近似程度，这通量乃是 Bwd. 这样，该两路线的相差就是

骨如果B是从图面上伸出来的，则根据我们所曾对其下了定义的通噩会取负号，而吩就会取正号．

，、--------
~, 
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龟子踝

L 

图 15-8 由一长片磁场所引起的干涉圈样的移动

沪cJ(B=O) +.!L Bwd. 
九

我们注意到，在所取的近似程度上，这一位相移动与角度无关．

样向上移动一个距离上．利用式(15.28),
L11: L矢

血＝—心＝一[l5-l5(B=O)].
d d 

对千 a-a(B=O), 则可引用式(15.37), 因而得

(15.37) 

因此，这一效应又把整个图

血＝坏旦 Bw.
九

这样的移动相当于把所有轨道都偏转了一个角度 o:(见图 15-8), 这角度是

4无六
a= =-

L 亢
q珈．

原来按照经典方面来说，我们也该期待一

薄片磁场会把所有轨道都偏转某一个小角度，
比如说a', 情形示如图 15---9(a). 当电子通过

磁场时，将感觉到一个持续了叨几时间之久的

横向力 qvxB. 对横向动量的改变就恰好等

于这一冲量，因此

.::1p.,=q叨B. (15.40) 

角偏转［图 15---9(b)] 等于这一横向动量对总动

量 'P 的比率我们得到

＂＇＝华一空．
p p 

可以把这一结果同从量子力学方面算出来

的同一个量作比较．但经典力学与量子力学之

间的关系则是这样一个具有动量p 的粒子相

当于以波长九＝九/p 变化着的一个量子波．应

用这个等式， a 和 d 就彼此全等；经典的与量

(15.39) . ... •• . . . ..... 
．白．．．
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180 费曼物理学讲义（第二卷）

子的两种计算竟会给出相同结果．

从这一分析我们看到，在量子力学中以明显方式出现的矢势怎样会产生一个仅取决千
其微商的经典力． 在量子力学中有重大关系的乃是在互相靠拢的路线之间的相干作用；事

实往往变成，效应仅取决于 A 场从一点至另一点间翌华了多少，因而就仅取决于 A 之微商

而并不取决于 A 本身之值．虽然如此，矢势 A(以及与之凑在一起的标势中）仍表明能够提

供对这部分物理学的最直接描述．当我们更深入到量子理论中去时这一点就更加清楚了．

在量子电动力学的普遍理论中，人们每取矢势和标势作为在一组用来代替麦克斯韦方程组

的方程中的基本量： E 和 B 逐渐从物理规律的现代化表式中消失；它们给 A和中所代替

了．

§15-6 对静态是对的而对动态将是错的

我们现在处于探索静场这一主题的末尾了． 在这一章中，我们曾经险而接近必须对付

场随时间变化时所发生的情况． 我们过去在处理磁场能量时，仅仅依靠钻入相对性论证的
避难所那儿才能逃避了它． 即使如此，我们对能量问题的处理还是多少带着人为性和也许

甚至是神秘性，因为曾经忽略了实际上运动着的线圈一定会产生变化着的场的这么一件事

实现在正是时候，要来从事千对随时间变化的场的处理一一电动力学这一门学科．我们
将在下一章中做这件事．然而，首先将要强调下面几点．

尽管在这一课程中，我们是从一组完整而又正确的电动力学方程的表达方式开始的，但

我们立刻就从某些不完整的部分出发一因为那是比较容易的．从静场的简单理论出发，

并只在后来才逐步进入包括动场在内的那些更复杂的理论，是有很大优越性的． 让你开头

就要全都学习的那些新材料比较少，因而也就有时间给你去发展智力，以便准备应付更加艰

巨的工作．

但在这一过程中会存在这样的危险性，即在读完整个故事之前，我们在中途上学习过的
那些不完整真理可能会成了根深蒂固的而误认为是全部真理了一一把那些总是对的与邧些
只有时才是对的互相溉淆了．因此，我们在表 15-1 上就将提供一个关于我们已曾接触过的

重要公式的总结，把那些普遍正确的与那些只有对静态才正确而在动态则是错误的区别开

来． 这个总结表也部分地表达出我们今后的动向，因为在今后处理动态时就将详细地发展

此刻我们应仅仅提出来而没有加以证明的那些东西．

对这张表作一些说明可能会有用处．首先，你应该注意到，我们最初写出来的那些方程

都是正确方程一—在那里并没有带错了你．电动力（常称为洛伦兹力) F=q (E+vxB) 是
巫的． 只有库仑定律才是错误的，它仅适用于静态．关于 E 和 B 的四个麦克斯韦方程

也是正确的．当然，那些我们对静态取的方程则是错的，因为己删去了所有含有时间微商的

项了．

高斯定律 V•E=p/€0 依然正确，但一般 E 之旋度并丕等于零． 所以 E不能总是等于

一个标量——静电势—一的陡度． 我们将看到一个标势依然保存，但它却是一个随时间变

化着的量了，必须与矢势一起配合才能用作对电场的完整描述． 那些用来控制这一新的标

势的方程也必然都是新的了．

我们也必须把在导体里 E 等于零的概念丢掉．当场正在变化时，导体里的电荷一般没

有足够时间以将它们重新安排使得电场为零． 它们被促使运动，但却永远达不到平衡．唯

- - -- - -- -



, 

第 15章矢势 181 

一普遍的说法是：导体里的电场产生了电流．所以当处于正在改变的场中时导体并至差一

个等势体．由此可知，电容器的概念已不再准确了．

表 15-1

一般是错的（只有对静态才正确） 总是对的

F= 1 q1q2 (库仑定律）
知•o r2 F=q(E+v x B) (洛伦兹力）

-----S>V•E=.E... (高斯定律）
句

vxE=O • vxE=- 88 (法拉第定律）
&t 

E=-V伞
oA 

E--v中一
at 

瓦(l) = 1 f p(2)e功拓
4oi;co 屯

对千导体， E一o, 中一常数， Q-cv 在导体中， E造成电流

-v•B=O (不存在磁荷）
B=vxA 

c2vxB-L (安培定律） -心2vxB=-J+ oE 
句 句 at

B(l) = 知1c汾 fi(2)叶X2e12 叩2

,;72中=-.!!.... (泊松方程）
句

v弘－ 1 a2中一－ P 
cl ot2 E。

和

v2A-- j 泸A- 1 82A -- , . 
句 c'J ot2 知2

用 用

V·A=O 和A-+o中 =0
at 

印） = 1 J p(2) dV2 
知e。 ,,.n

中 (1, t) = 1 J P(2, t') av 
如re。 712

和

A(l) 一 1 f i(2) av, 
如c沪,,12 

A(l t) 一士 1 J i(2, t') dV 
＇缸c岱 m

用

t'一t-
,,.H 
C 

U=钊 p,f,dV+炉-AdV U=J(管 E,E+ ef B·B)加

那些用箭头(--+)标明的都是麦克斯韦方程．

既然不存在磁荷， B 之散度就峚耍为零．因此， B 总可以写成等于 VxA. (没有什么

东西改变！）但 B 之产生却不仅来自电流： VxB 正比于电流密度捚上一个新的项 oE/祝

这意味着， A 由一个新的方程同电流联系上了．而且也同中有牵连．如果利用为了我们自

身的方便而能对 V•A 进行选择的那种自由，则关于A 或中的方程还可以安排出一种简单
而又优美的形式．因此，建立 c2V•A=-o中;at 这样一个条件，就能使有关 A 或中的微分方

程表现出如表上所列的那样．

A和中这两种势仍可通过对电流和电荷的积分而求得，但已丕匣于那些静态积分． 然

而，最令人惊异的是，真正的积分很象那些静态的，只不过有一个小小的诉诸于物理方面的

夕，-- -·- .. • .. 一.. 一．．



182 费曼物理学讲义（第二卷）

修改． 当我们计算积分以便求得在某一点、比如在图 1丘10 中的点 (1) 之势时，就必须用到

在一个较早时刻 t'= t-tt1s/c 位于点 (2)上的 i 和 p 值．正如你所期望的，从点 (2)发出去的

影响以速率 c 传播至点 (1). 用这一点小改变，人们就能对正在变化着的电流和电荷之场求

得解答，因为一旦我们知道了 A和中，就能依旧从 VxA 得到 B, 而又从一V中一aA/ot 得

到丑

最后，你将会注意到，有些结果－一一比

如，在电场中的能量密度为和E切2—一对

于电动力学与对于静电磁学一样都是正确

的．你应当不会被哄骗以致误认为这反正

十分“自然”．在静态中导出的任一公式的

(2,t书J 正确性都必须在动态情况下再度加以论
证． 一个相反的例子是：由吵的体积分

图 15-10 通过把在源的走动点 (2) 上的每一体积 所表达的有关静电能的表式．这一结果g
元的贡献相加起来，利用在一较早时刻 t一在心的 有对习二静态才正确．

电流和电荷，而给出在 t 时刻点 (1)上之势 在适当的时候我们将更加详细地考虑

上述所有这些情况，但注意这个总结表，也许有助于使你弄清楚哪些可以忘记，哪些应作为

永远正确的东西而牢牢记住．

••• 心咖

..••. 一．．．
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16 
感生电流

§16-1 电动机与发电机

1820 年对电和磁的密切关系的发现曾令人十分兴奋一一在那以前，电和磁这两个课题

一直被认为是完全互相独立的．首先发现的是载流导线会产生磁场；接着于同一年中，又发

现载流导线在磁场中会受到力的作用．

其中最令人兴奋的一件事是，每当机械力存在时，便有利用它在机器中作功的可能．当
上述现象刚被发现之后，几乎立即就有人开始利用这些施于载流导线上之力来设计电动机

了．这种电磁式发动机的原理如图 1仁1 的裸露轮廓

所示．用一块永磁钦一－通常配合一些软铁部分
在上下两槽里来产生磁场．横跨每一个槽就有如图所

示的南北两极．以一个铜制矩形线圈的每边置于每一
槽中．当电流通过线圈时，在两槽处的电流互相反向，
因而力也反向，这样便产生一个环绕轴线的转矩． 如

果线圈安装在枢轴上以便转动，则可与滑轮或齿轮互

相配合而作功了．
同一个设想也可用来制作电学测量上的灵敏仪

器． 自从该力律被发现之后，电学测量的精确度就大

大提高了． 首先，可以使电流绕行许多匝而不仅仅是

一匝，以促使这种电动机中的转矩大大增加．然后，这

个线圈又可以装配得使一个小小转矩便能够令它转动

或者把它的转轴装在一个十分精致的宝石轴承 图 18-1 一部简单电磁式发

上，或者用十分细小的线或石英丝来悬挂该线圈．于 动机的示意轮席
是一个极小电流便能使线圈转动，而对千小角度来说这转动之量将与电流成正比． 把一指

针粘紧在该线圈上，或对千最精密的仪器，则通过安装在线圈上的一个小镜子来观察标尺的
象的移动，这转动之量便可以测到了．这样的仪器叫做电流计．至千伏特计和安培计，也是

在这同一原理上工作的．
这一概念也可用来制作规模巨大的能提供机械动力的大型电动机．利用安装在轴心上

的一组触点可使线圈每转半周接法就变换一次，这样，线圈便能不断旋转，于是转矩将始终

朝同一方向．小型直流电动机就是这样制成的．较大型的电动机，无论是直流的或交流的，

往往利用一个由发电机提供能量的电磁铁来代替那永磁铁．

在认识了电流能够形成磁场之后，人们便立即提出，也许总可以想点办法来使磁铁也能

形成电场吧．各种实验都尝试过．例如，将两根导线平行排列，当电流通过其中之一时就希

望能在另一根导线中也找到电流． 当时的想法是：或许磁场总可以在第二根导线中牵挽着
电子前进，给出诸如“同类总喜欢跟着一同跑＂的这样一种规律．结果是否定的，尽管已利用

. 

... 
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铜导线

~ 

犯彖

-···、.,,, .. --- ----、一--



184 费曼物理学讲义（第二卷）

了当时可资用的最大电流，以及为探测电流用的最灵敏电流计． 把大块磁铁置于导线旁边

也产生不出可观测到的效应．最后，法拉第于 1840 年才发现有个最重要之点给漏掉了

电效应仅存在于有某种东西正在变动时． 如果两导线之一中有一正在变化着的电流，那就

会有电流感生于另一根导线中，或者如果一块磁铁在一电路附近洷翌，也会有电流通过．我

们讲，这些电流是给堕生出来了．这就是法拉第所发现的电磁感应效应．它把相当沉闷的

静场课题转变成包括大量令人惊异的现象的十分激动人心的动场课题．本章专为其中某些

现象作出定性描述． 正如以后将会见到的，人们很快就将进入难以详细作出定量分析的一

些相当复杂情况．但不要紧，这一章的主要目的首先在千使你熟悉所牵涉到的现象．我们

将在以后才作详细分析．

从我们所学过的知识就可以容易理解磁感应现象的一个方面，尽管在法拉第时代对此

还未曾懂得．那是来自作用于在磁场中运动的电荷并正比于其速度的 vxB 这种力的．假

设有一根导线在一块磁铁附近经过，如图 16-2 所示，并将这根导线的两端连接至一电流计．

如果移动导线使其通过磁铁的一端，电流计的指针就会摆动．磁铁产生了某一竖向磁场，而

. 

_ 
竺一

•C:01电流计

图 16-2 一根导线在磁场中运动会产

生电流，并由电流计显示出来

当我们将导线推过该磁场时，导线里的

电子便会感觉到一个堕迥力一一既垂直

于场也垂直于运动．这力把电子沿着导

线方向推动．但为什么会使电流计摆动

呢，它与那个力相距有那么远？这是由

千当那些感到了磁力的电子试图运动

时，它们——通过电的排斥一一推动了

导线里的附近电子；这些移动了的电子

又再推动更远一些的，如此这般地在一

个长距离上反复不已地推进．简直令人

吃惊．

对于高斯和韦伯一一－最早制成电流

计的人—一来说他们竟感到如此惊异，

以致试图去弄清楚这些力到底会传到多

远．他们把导线跨越整个市区在一

端，高斯先生将导线接至电池组（电池在

发电机之前就为人们所熟悉），而韦伯先生则在另一端观察电流计的摆动．于是他们有了一

种在长距离上通讯的办法一~这就是电报的起源！ 当然，这并非直接与感应有关—~有关

的只是导线载流的那种方式，不管电流是不是由感应推动的．

现在假设在图 16-2 的装备中，我们让导线静止不动而令磁铁运动．这样，仍然会看到

在电流计上的效应． 正如法拉第当时所发现的，把磁铁在导线下面朝某一方向移动会发生

与将导线在磁铁上面朝反向移动相同的效应． 但当磁铁被移动时，就不再有作用千导线内

部电子上的任何 vxB 之力了．这是法拉第找出的一个新的效应．今天，我们也许希望从

相对性论证中来理解它．

我们已经了解到一块磁铁的磁场是来自它的内部电流．所以如果不用图 16-2 上的那

块磁铁，而是用一个载有电流的线圈，我们也该期望会观察到同一效应．如果拿着导线在线

········-
--··.. 
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圈附近移动，便将有电流流经该电流计，或如果把线圈移过导线，情形也是如此．但现在就

有一个更动人的事态发生了：若我们变更线圈的磁场，不是通过运动，而是通过变更其中的
- _-_- ----_-_-_-_-_-_-二＿－－－＿－

垣，那么在电流计中又再度会发生效应． 例如，设有一导线回路放在一线圈附近，如图

16-3 所示，此时若保持回路与线圈两者都不动，只是断开线圈中的电流，就会有一电流脉冲

通过该电流计．当我们再对线圈通上电流时，

电流计则将向相反的方向摆动．

每当在诸如图 16-2 或图 16-3 所示情况中 __ 
＿一

电流计有电流通过时，导线里的电子总会受到

沿着导线某一向指的一个净推力．在不同位置

可能有不同方向的推力，但沿某一方向的推力 · 

总是大于其他方向的．这里算得上的乃是沿整

个电路对这推力的积分．这个净积分推力叫做

该电路的座翌登．更准确地说，电动势被定义
为导线中每单位电荷所受的沿线切向力对整个

电路环绕一匝的路程积分．法拉第的整个发现

是，在导线中的电势可以由三种不同途径产生：

通过使导线运动，通过使磁铁在导线附近运动，

或通过变更附近一条导线中的电流．

让我们再考虑图 16-1 的那部简单机器，只

硬夕

今

飞计
图 18-3 一个载流线圈会在第二个线圈

中产生电流，如果移动第一个线涸或将其
中的电流变化的话

是现在不再输入电流于导线中以使之转动，而是由一外力，比如是用手或水轮机的带动来使

该回路旋转．当线圈转动时，它的导线在磁场中运动，而我们便将在该线圈电路中发现一电

动势．电动机变成了发电机．

发电机的线圈由于运动就有了一个感生电动势．这电动势之量由法拉第所发现的一个

简单法则给出．（目前将仅陈述这一法则，等待以后才详细加以审查．）法则是这样的：当穿
过回路的磁通量（这通量就是 B 之法向分蜇遍及回路所包围面积的面积分）随时间变化时，

电动势等于这通量之变率．我们将称这一法则为“通量法则”．你看到当图 16-1 上的线圈

转动时，穿过它的通量改变了． 开始时有某一通量以一种方式穿过；然后当线圈转过了

180° 时同一通量又沿相反的方向穿过． 如果我们继续转动线圈，该通量首先是正，然后是

负，再又是正，如此等等．通量之变率必然也是正负交变着的了．因而在该线圈中就有一个

交变电动势．如果将这线圈的两端通过某种滑动接触——称为汇电环的-(只有这样导

线才可不至于扭绕起来）以连接至外面导线，则我们具备一部交流发电机了．

或者，也可以作这样安排：通过某些滑动接触，使在每转动半匝之后线圈端点与外导线

之间的连接便反转过来，因而当电动势反转时，连接方式也反转了．因而电动势的脉冲在外

电路中将始终把电子推向同一方向．这样，我们就有一部所谓直流发电机．
图 16-1 上的那部机器既是电动机也是发电机．利用两部结构全同的永磁式直流“电动

机”，在它们的线圈间用两根铜线相连，则关于电动机与发电机之间的可逆性就可以漂亮地

显示出来． 当其中一线圈之轴作机械旋转时，它便成为一部发电机而推动另一部作为电动

机．如果将第二部的轴旋转，则它变成发电机而对第一部当成电动机推动．因此，这里是一

个新型的有关自然界等效的有趣例子：电动机与发电机彼此等效．事实上，这种定量的等效

--- -. .. .. . .. 
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性并非完全出于偶然．它是与能量守恒律密切相关的．

另一种既可产生电动势又可响应电动势而动作的装置例子，是一部标准电话机—~即

“听筒＂．贝尔 (Bell)原来的电话机包括这样的两个听筒用两根长导线连接起来．其基本原

尸
理示如图 16-4. 一块永磁铁在由软铁制成的两块“辄

薄铁盘 铁”中以及在一薄铁片中产生了磁场，该薄片则由声压

区 忘 尽 蝎引起运动．当这膜片运动时，它改变了辄铁中的磁场
软铁~ ts.st 银线圈 强度．因此，当声波冲击膜片时，在环绕其中一块辄铁

• 的线圈中所穿过的磁通量就改变了．因而在该线圈中

条形永磁铁一
就有一电动势． 如果线圈的两端接至一电路，则一种

以电的方式表达声音的电流就会建立起来．

如果图 16-4 的线圈两端用两根导线连接至另一

个全同的机件，则那变化着的电流便会在第二个线圈中流动． 这些电流将产生一个变化着

的磁场，并将造成对该薄铁片的一个变化着的吸引．这膜片将上下振动而造成声波，这些声
波大体上与原来使膜片振动起来的那些声波相似． 这就是说，利用几块铜铁就能使人们的

声音在导线上传递出去！

图 18-4 电话收发机
, 

（现代的家用电话其收话机与上述的相似，而其发话机改进了，它利用了一种新发明以

获得较强大的功率．那就是“炭粒传声器”，它是利用声压以改变来自电池组的电流．）

§16-2 变压器与电感

法拉第发现的最有趣的特点之一，不是存在千一运动线圈中的电动势一—那是可以用

磁力 qvxB 来理解的一—而是在一个线圈中电流的变化会在另一个线圈中产生电动势．而

十分令人惊奇的是，在第二个线圈中所感生的电动势其大

小也由同一个“通量法则”给出：电动势等千穿过线圈中的

磁通量之变率． 假设我们有两个线圈，各绕在彼此分开的

一迭铁片上（这些铁片起着使磁场增强的作用），示如图
16-5. 现在把其中一个线圈—一线圈 (a)一一连接至一交

流发电机上．那不断变化着的电流会产生一个不断变化着

的磁场．这变化着的磁场就在第二个线圈一—线圈(b)

中产生一个交变电动势．这一电动势能够，比如说，产生足

够大的功率以使一个灯泡发亮．

线圈 (b) 中的电动势其频率当然与原来发电机的频率

相同．但线圈 (b) 中的电流则可能大于或小于在线圈 (a) 中

的．线圈(b) 中的电流取决于其中所感生的电动势以及线
路中其余部分的电阻和电感．这电动势可能低千发电机

. 

的，例如，若通量的变化很少．要不然，线圈 (b) 中的电动势 图 18七两个围绕在各一迭铁片外
可以通过增加匝数而比发电机中的大许多，因为在一给定 面的线圈，能让一部发电机在没有直

磁场中此时穿过线圈的通量增加了．（或者，若你喜欢用另
接连接的情况下使一个灯泡发亮

一种方式来看它，每一匝的电动势彼此相同，而总电动势等于分开的各匝的电动势之和，所

以如有许多匝串联起来就会产生一个较大的电动势．）

•. ·-·····-忙
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两个线圈的这种结合—一通常布置一些铁片来引导磁场一—称为苤压堡．它能使电动

势（也叫“电压")"改变".

在一个单独线圈中也会有电感效应发生．例如在图 16-5 的那种设备中，不但有一个借

以使灯泡发亮的穿过线圈(b)的变化着的磁通量，而且也有一个穿过线圈(a) 中的变化磁通

量．在线圈(a) 中变化着的电流会产生一个变化着的磁场于其本身之中，因而这个场的通量

也就不断变化，结果有一个且堕座的电动势存在于线圈(a) 中．当任何电流正在建立磁场时

或更普遍地说，当它的场以任一种方式变化时－—-1!有一个电动势作用于该电流上．

这一效应称为且堕．

当我们在上面给出“通量法则”，即电动势等于磁通匝连数的变率时，还未规定电动势的
方向．有一个简单法则，叫楞次(Lenz)法则，就是为弄清楚电动势指向何方的：电动势盒匣

恳任何磁通变化．也就是说，感生电动势的方向总是这样如果电流沿该电动势的方向流

动，则它总会产生旨在抗拒造成该电动势的 B之变化的一个B 通量． 楞次法则可以用来

找出图 16-1 中那部发电机的电动势方向，或 夕 • 

图 16-8 那变压器绕组中的电动势方向• . r "••-•• "'. 

特别是，如果在单一线圈（或任一根导

线）中有一正在变化的电流，则在该电路中就

会有一“反“电动势．在图 1tH;> 的线圈 (a)

中，这一电动势作用于各电荷上以反抗磁场

的改变，从而也就是沿着反抗电流改变的方

向． 它企图保持电流恒定不变；当电流增加

开关

皂池堡

时它与电流反向，当电流减少时则与电流同 11116-6 电磁铁的电即主接法．灯泡吝许在开关打开
时仍然有电流通过，这样才能避免出现过高的电动势

向． 在一自感中的电流具有＂惯性”，因为该

电感效应企图保持电流恒定，正如机械惯性企图保持一物体的速度恒定一样．

任一大型电磁铁中都会有大的自感．假设有一电池组连接于一大型电磁铁的线圈上，

如图l,.6---{; 所示，则一个强磁场就会建立起来． （电流达到了一个由电池组电压和线圈里导

线电阻所确定的稳恒值．）但现在假定我们是在试图通过打开开关而切断电池组．要是真的
切断电路，电流就会迅速趋于零，而在这样做时将会产生一个巨大电动势．在大多数情况下，

这一电动势会大到足以在开关的断路接点间发展成一个跨越接点的电弧．这样出现的高电
压也许会损害线圈中的绝缘—一甚至会把你击伤，如果你正是拨动开关的那个人！ 为了这

些原因，电磁铁往往被接成象图 16-6 所示的那种电路．当键被断开时，电流并不作迅速变

化，而是保持稳定，这是由于那受线圈中的自感电动势所驱使的电流正在流经灯泡．

§16-3 作用千感生电流上之力

你也许曾经见过利用如图 16-7 所示的那种小机件来戏剧性地演示楞次法则．这是一

块电磁铁，恰好象图1~中的线圈(a), 一个铝质环放在电磁铁的顶端上．当接通电键以便

使线圈连接至一交流发电机时，这个环会飞向空中．当然，，力是来自环中的感生电流的．环

会飞开这一事实表明，环里的电流反抗穿过其中的磁场的变化． 当电磁铁正在其顶端形成

一北极时，在环里的感生电流就在形成一个朝下的北极． 环与线圈的互相排斥犹如两块同

极磁铁互相接近时那样．但如果在环里造成一个狭窄的径向裂缝，力就会消失，这表明力确

~ 心·- • ., ... 如
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实是来自环中的电流．

铁心

线圈

如果不采用环而改用一个铝盘或铜盘放在图 16-7 的磁铁一端之上，它也将被排斥；感

-- - -
导电环

生电流在盘的材料里形成环流，再度产

生了排斥作用．

其根游与此相类似的一个有趣效应

发生在一片完美无缺的导体中．要知

道，完美导体对于电流将不会有任何电

阻． 所以如果电流在其中产生，它将会

无限期地保持下去． 事实上，一个曼塾

I 霉 小的电动势便足以产生一个任意大的电

；接至一交流发电机 流一一－这实际上意味着完全可以没有电

开关

图 16-7 一个导电环会被一块通有

变化电流的电磁铁强烈推开

动势．任何要把磁通量送进这样一片理

想导体里的尝试都会产生引起相反 B

场的电流——所有这一切只需要无限小

的电动势，因而不会有任何磁通量窜进

理想导体中． . 

如果有一片完美导体并把一块电磁铁放在其附近，则当我们接通电磁铁的电流时，被叫
作涡流的那种电流会在该片里出现，使得磁场不能进入其中．场线看来会象图 16-8 所示的

那样当然，如果把一条形磁铁移近一完美导体，这同一情况也会发生．既然涡流正在产生相
反磁场，磁铁就会受导体所排斥． 这样就有可能让一条形磁铁悬浮在形状有点象个盘子那
样的完美导体片之上，情形示如图 16-9. 这磁铁是受到在完美导体里的感生涡流的排斥才

I 

完美导电扳

图 16-8 电磁铁靠近一块完美导电板

一，

得以悬浮于空中的．在寻常温度下不

会有完美导体，但某些材料在足够低

的温度下会变成完美导体． 例如，在

3.8K 上的锡，导电就十分完美． 这

叫做超导体

图 16-9 由于受到涡流排斥，一块条形磁铁

会悬浮在一个超导体碗上面

如果图 16-8 的那块导体不是完美导体，则对于涡流这种流动便会有一些阻力．电流将

逐渐消失而磁铁便将慢慢落下．在一非完美导体中，涡流需要电动势来维持，而要有一电动

势，通量势必保持不断变化．磁场的通量就会逐渐钻进导体中去．

在正常导体中，来自涡流的不仅有排斥力，而且也有侧向力．例如，若把一块磁铁在导

体表面上侧向移动，则涡流将产生一个阻力，因为这些感生电流正在反抗通量所在地的改

变．这种力的大小与速度成正比，象一种粘滞力．

-·'-"• -- - . 
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这些效应在图 16-10 所示的仪器中表演得十分美妙．一块方形铜片悬挂在一根棒的下

端而构成一个摆．这铜片在一电磁铁的两极间摆来摆去． 当电磁铁的电流接通时，摆动会

突然掣停． 这块金属板当进入电磁铁的缝隙中时，板里感生电流的作用就在千抗拒通过该

板的磁通量变化． 假若该块板是一完美导体，即其中电流会大到足以将板重推出去一—即

它会被弹回去．若采用的是一块铜板，在板里会有一些电阻，因而当它开始进入磁场中时，

电流将先把该板阻至儿乎停止运动的地步．

然后，当电流降低时，板就会在磁场中缓慢地

降下来．

．电池组

图 16-10 对摆的制动作用，证明有起因于涡流的一些力

. 

,. 

图 18-11 铜摆中的涡流

铜摆中涡流的性质示如图 16-11, 这种电流的强度及其几何分布对千板的形状很敏

惑．例如，若象图 16-12 所示的那样，用一

块中间割去几条沟道的铜板来代替那原来

的铜板，涡流效应则会猛烈下降． 当摆通

过磁场而摆动时，仅有一微小的减速力．

原因是：铜板中每一小区域里借以驱动电

流的磁通量减少了，因而使每一回路的电

阻效应增加．电流变小而阻力也就小了．

如果把一块铜板放在图 16-10 的磁铁两极

间然后释放，则力的粘滞特性还会看得更

加清楚． 铜板不会掉落下来；只是缓慢地

下降涡流对运动会施一强大阻力一一就
象蜜糖里的粘滞阻力一样．

如果不是将一块导体拉经磁铁附近而

过，却是在磁场中试图转动导体，则将有来

自同一种效应的阻滞转矩． 反之，若在导

电板或导电环附近旋转一块磁铁一把两 图18-12 在铜板中割出一些沟道，涡流效应会猛烈下降．

s 

` 

N 

: 
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极端都对着它一则板或环将被拖着在一起旋转；板或环里的电流将产生一个倾向于使其

跟随磁铁旋转的转矩．

一个恰好象那转动磁铁的磁

场可以用如图 1仓13 所示的那种

线圈布置来完成．我们取一铁环

（也就是，一个象炸面圈那样的铁

环）并绕上六个线圈．如果象图

(a)那样通电流于 (1) 和 (4) 两绕

组，就会有一个如图所示的那种

方向的磁场．现在若把电流转移

,4 到 (2) 和 (5)两绕组上，则磁场将

指向图(b)所示的那一个新的方

5 6' 5 向． 继续这一步骤，便会得到图
(e) • (f) 上其他部分所示的一系列磁场．

图 16-13 构成一个旋转磁场 倘若这一过程顺利地进行，就会

有一“旋转“磁场了．把各线圈连接至一套三相输电线上就能轻易地获得所需的那一序列电

流，因为三相输电线就是为提供这种电流的．“三相动力”是利用图 16-1 的原理在一部发电

机中形成的，只要有三个线圈以对称的方式排列在同一根
-----, 一＿一＿

轴上－一－也就是说，每一回线与次一回线之间要相隔 120

度．当各线圈作为整体旋转时，其中之一的电动势极大，然

后这极大值又转移到次一个线圈中，如此以有规则的程序

持续下去．三相动力有许多实际优点．其中之一就是造成
一个旋转磁场的可能性．由这种旋转磁场在导体中所产生

的转矩可由一个金属环竖立在一张刚好置在该铁环之上的

绝缘台上而轻易地加以演示，如图 16-14 所表达的那样． 图 16-14 图 16-13 中的旋转磁场
这旋转磁场会引起该导电环绕着一根垂直轴线旋转．在这 可用来对一个导电环提供转矩

里所看到的基本因素与在一部大型商用三相感应电动机中实际上起作用的因素完全相同．
感应电动机的另一种形式示如图 16-15. 这里所示的布置不适于一部实用的高效率电

动机，但将会说明原理．电磁铁 M 包括一迭多层铁片和在其外面绕着的螺线管式线圈，由

, 

6 

lO) 

5 6 

(b) 

5 

(c) 

5 

2 

, 

(d) 

铝盘

铝片

接至交
流电源

(a) 
接至交
流电源

流电磁铁

图 16-15 磁极荫蔽式感应电动机的一个简单例子

(b) 
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一部发电机的交变电流来提供动力．这电磁铁会产生一个变化着的 B通量穿过该铝盘．但
如果我们仅仅有这两部件，如图 (a) 中所示的，则还不能构成一部电动机．盘中虽然有了涡

流，可是这些涡流表现对称性，因而不会产生任何转矩．（由于这些感生电流，盘里多少总会

发生一些热．）现在若用一个铝盘仅仅遮盖磁极的一半，如图(b)所示，则该盘便将开始转动，

而我们便有一部电动机了．这操作有赖于匣企涡流效应．首先，在铝片中的涡流抗拒着穿

过它的通量变化，因而在这块片上面的磁场就总会落后于那不受遮盖的一半之上的磁场．

这种所谓磁极“荫蔽＂效应在那”被荫蔽“区中会产生一个其变化十足象在“非荫蔽“区中的磁

场，只不过被延迟了一段固定时间． 整个效应就象只有一半宽的一块磁铁不断从非荫蔽区

移至荫蔽区似的． 于是，这些正在变化着的磁场就会与铝盘中的涡流互相作用而产生一个
施于铝盘上的转矩．

§16-4 电工技术

当法拉第最初将其有名发现一一即关于变化着的磁通量会产生电动势的那个发现

公诸于世时，他曾被人质问（象任何对自然界新事物的发现者会被入质问一样）．“这有什么

用处呢？”其实他所发现的不外是当他在一块磁铁旁边移动一根导线时就会有一小电流产生

的那么一桩怪事．这有什么被“利用”的可能呢？他的回答是：＂一个新生的小孩会有什么用
处？”

你试想想他的发现曾经导致多么巨大的实际应用．我们上面所描述的并不只是玩具一

类，而是选择了在大多数情况下代表着某种实用机器的原理的一些例子．例如，在一旋转磁
场中的那个转动环就是一部感应电动机．对那个环只需一个很小转矩；你用手就可以止住
它对于一部优良电动机结构就必须安排得更加紧凑不能让那么多的磁场”浪费”在外面

空气中．首先，利用铁质以集中磁场．我们还未讨论过铁如何会完成这一使命，但铁的确能

使磁场比单靠铜线圈时强几万倍．其次，铁块与铁块间的缝隙被缩小了；为此，有些铁甚至

被嵌入该旋转环之中．每一件东西都被安排得能够获得最大的力和最高效率一~也就是

说，把电功率转变成机械功率－—－一直到该“环”不再能够用手去阻止它的转动并使其停下

来．

封闭缝隙以及使事情按最实际的方式进行，这些问题属于玉理方面． 这需要对设计作
认真的研究，尽管那些力并非从任何新的基本原理获得的．但要从基本原理过渡到一种实

际而又经济的设计却仍然有一段漫长的道路要走、 然而，正是这种过细的工程设计才使得

象柏耳达(Boulder)水坝奢那类庞然大物及其附属东西成为可能．

柏耳达水坝是什么？一条大河给一混凝土的墙壁挡住了．但究竟是怎样的墙壁呢？按

一条经过十分仔细计算过的曲线来造型的，使得用最少量混凝土便能挡住整条河流．在它

的底部要做得厚些，这出现在那么奇妙的形状上以致艺术家们都喜欢它，而工程师们则能够
理解它，因为他们懂得这样的变厚是与压力随水的深度而增加有关的． 但我们却已离开了
电学．

然后，河水被导入一条巨大管道．这件东西本身就已经是工程上绝妙的一项成就畸管

道把水提供给水轮——一座巨大涡轮机一一而使水轮旋转．（另一项工程业绩．、）但为什么

要转动水轮呢？它们同一大堆极端错综复杂的而又相互交织纠缠在一起的铜和铁耦合起

．柏耳达水坝位千美国西南部科罗拉多河上，坝长 360 米，深 222 米，蓄水量 395 亿立方米．一一译者注

~、-- • •• -- -一－一 一- --
-- - -- --- -一－－



192 费曼物理学讲义（第二卷）

来．其中包括两部分一一一部分在转动而另一部分不动．仅有寥寥儿种材料的交相配合，

其中绝大多数是铁和铜，但还有供绝缘用的一些纸片和虫胶．一件会旋转的巨大怪物．也

就是一部发电机．在这一大堆铜和铁之外还有铜制的几个特殊配件．水坝、轮机、铁、和铜，

所有这些都配置在那里以使某一特殊事物终于发生在几根铜杆之间一一－一个电动势．然后，

这些铜杆伸出去并在一变压器的另一铁块上绕了几圈；于是它们的任务完成了．

可是环绕那同一铁块的却还有另一根铜缆，看上去它与来自发电机的那几根铜杆毫无

直接联系；铜杆由于在发电机附近经受影响一因而获得了电动势． 变压器把对发电机的

有效设计所需的那种相对低的电压转变成十分高的电压；这对于电能跨越长电缆而作有效

传输是再好不过的了．

每一件东西都必须效率非常高一－－不能有任何浪费或损失．为什么？一个都市的动力

全部经由此通过． 要是有一小部分损失了－~比方说百分之一、二一试想想这些掉了队

的能量！要是有百分之一的能量留在变压器里，这些能量就必须设法取出来．否则，若它表

现为热，就会马上将全部机件都熔掉．当然，采取下述做法也有点降低效率，然而这是必需

的．那就是要有几部液泵，使油质环流于辐射器中以保证变压器不致过热．

从柏耳达水坝出来的是几十根铜棒一一长长的也许有手腕那样粗的铜棒伸向四面八

方，越过成几百英里以外．这些小铜棒把一条大河的动力都载上了．然后这些棒又分叉成

更多的棒…再又接至更多的变压器…有时则接至能产生其它形式电流的巨大发电机…有时

接至为了庞大工业目标而运转着的机器…接至更多的变压器...然后又再行分叉和散开…直

到最后该河流就遍布了整个城市一—驱动着电动机、发热、发光以及使许多小机器运转．

从 600 英里外的冷水变成炽热灯光这样一种奇迹一一吻全都由一些特殊布置的铜、铁块完成

了．轧钢用的大型电动机、或牙科医生用来钻牙齿的微小电动机，千万个小轮子都响应着柏

耳达水坝那边的巨轮运转．如果停止该巨轮，所有一切小轮就都会停止；电灯也会熄灭．它

们确实是互相联系着的．

此外，还有更多的东西．与取之于河流的庞大动力而散布于各地农村的、直到几滴水流

便足以驱动牙科医生用的牙钻的同一些现象，也一再出现在一些非常精密仪器的建造上...

为了对异常微小电流的探测…为了对口语、音乐和图象的传递…对计算机…对惊人准确的

自动化机器．

所有这一切之所以成为可能就是由于对铜和铁的小心设计安排一一有效地产生出来的

磁场…具有六英尺宜径的铁块当旋转时其缝隙才有 1/16 英寸宽…为了获得最高效率而对

铜选取的最仔细比例…所有一切的古怪形状，都象该水坝的曲线那样，为的是达到同一个目

标．

如果未来的某一位考古学家发现柏耳达水坝，那么我们可能推测他将对那些曲线的优

美加以赞叹．但出自未来某一伟大文化时代的考察者也将望着该发电机和变压器说：＂注意

每一块铁都各有其美妙的有效形状．考虑那种渗透到每块铜里面去的思想吧！”

这就是工程的威力以及电工技术的精心设计．在发电机中已曾创造出一种在自然界其

他地方都找不到的东西．肯定在太阳和星球周围的某些地方也会有电磁感应．例如地球磁

场或许（虽然还不确定）也是由运行于地球内部各环流上的一种发电机类似物所保持着的．

但没有任何一处会有动与不动的一些部件放在一起——有其高效率和规律性一一从而产生

象发电机那样的电功率的．

中，-- ,. 心｀＇｀ --- --- - -
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你可能会想到，设计发电机不再是一门有趣科目，它已是一门呆板的科目了，因为各种

发电机都已设计出来．几乎十全十美的发电机或电动机都可从货架上取下来．但即使那是

真的，我们对一问题的接近圆满解决的那种惊人成就也值得表示钦佩． 甚至发电机和变压

器也会再度成为问题．整个低温和超导体技术范围都有可能很快就被用千电力分配问题

上．既然在这一问题中已经出现一个根本崭新因素，则新的最佳设计就非得创造出来不可．
未来的动力网可能与今天的仅有极小类似．

你可以看到有数不清的应用和问题在学习感应定律时就可加以考虑的．关于电机设计

的研究本身就已构成一项终身工作．我们不能在这方面走得太远，但应该认识到，当人们发

现了电磁感应规律之后，便突然把理论和大量的实际发展联系起来．然而我们总必须把这

一科目留给那些对算出特殊应用细节感兴趣的工程师和应用科学家们．物理学只是提供基

础——无论哪一种可供应用的基本原理．（我们还未完成这种基础，因为还得去详细考虑铁

和铜的性质稍后一些我们将会见到，物理学对于这些都会有所论述．）
现代电工技术是从法拉第的发现开始的．那个毫无用处的初生小孩竟会发展成一位非

凡的天才，把地球的面貌以一种连他那自豪的父亲都从没有想象到的方式改变了．

•• 
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17 
感应定律

§17-1 感应的物理过程

在上一章中我们曾描述过许多表明电感效应既很复杂又很有趣的现象．现在我们要来

讨论那些控制着这些效应的基本原理．已经把一导电电路中的电动势定义为遍及该回路全

长的作用于电荷上的总积累势．更具体地说，它是施于每单位电荷上之力的切向分量，沿该

电路环绕一周的线积分．因此，在数最上就等于环绕电路一周所作于单位电荷上的总功．

我们也曾给出这样的“通量法则”，它申述电动势等于穿过这样一个导电电路的磁通量

. . . 的变率．让我们来看看能否理解其中原因．首先，我

r· "o) ..• 们将考虑一种由于电路在一稳恒磁场中移动而导致通
-~. 厂.. ·_ ... _.,, ·, .- 量变化的情况 . 

. 上 . . : . . . . . . . ·. . . . 在图 17-1 中，我们表示一个大小可以改变的简单
• • -,_ . • L • • • 回路． 这回路有两部分，固定的 U 形(a)部分和一根

. •B 线 . . 可以在该 U 形的两腿上滑动的横棒(b). 它始终是一

图 17-1 如果通量是由于改变电路面积而 个完整电路，不过其面积是在变化着的罢了． 假设现
改变的，则在该回路中会感生一电动势

在把该回路置千一匀强磁场中，使 U 形平面垂直于磁

场． 按照通量法则，当移动横棒时在回路中就该产生一个与穿过回路的通量变率成正比的

电动势．这电动势将在回路中引起电流．我们将假定导线中的电阻相当大以致电流很小．

于是便可以略去来自这一电流的任何磁场．

穿过该回路的磁通量为 wLB, 因而“通量法则”会对千电动势-我们将把它写成 g

给出

dL 
tff'=wB—=wBv, 

dt 

式中 v 是该横棒的移动速率．

现在应该能够从作用于在该移动棒里的电荷上的磁力 vxB 来理解这一结果．这些电

荷会感到一个切千该导线上的、大小等于每单位电荷为 vB 之力．沿横棒的长度w这力恒

定，而在别处则都是零，因此力沿整个电路的积分为

<ff=wvB, 

这与上面从通量变率所获得的结果相同．

刚才所给出的论据可以推广至导线在固定磁场中移动的任一种情况．人们能够普遍证

明：对于任一有部分移动于一固定磁场中的电路其电动势等千通量对时间的微商，不管该电
路的形状如何．

反之，若回路固定不动而改变磁场，情况将会怎样呢？我们不能根据同一论据来导出对

这一问题的解答．那是法拉第——从实验上一的发现，即不管通量怎样变化，该“通量法
则“总是正确．作用于电荷上之力，普遍地说，是由 F=q(E+vxB)给出的；并没有任何新

•• 高，.. ·•- .. , . -·. -
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的特殊的”由于正在改变磁场而产生之力”．任何作用于固定导线中的静止电荷上之力都是

来自该 E项法拉第的观察导致发现电场和磁场是由一个新规律联系起来的：在一个其中
磁场正在随时间发生变化的区域里，电场会产生． 正是这一电场在驱使着电子绕行该导线

因而也就要对当有一变化磁通量时在一固定电路中的电动势负责．

关于联系到一变化磁场的电场其普遍定律为

VxE==--一
aB 
祝·

(17 .1) 

我们将称之为法拉第定律． 它是由法拉第发现的，但首先是麦克斯韦将其写成一微分方程
并作为他的方程组中之一条方程．让我们看一看这方程怎样给出电路中的“通量法则".

利用斯托克斯定理，这一定律可以写成积分形式；

J /V x E)• nda = - f 
式中 r照常指任一闭合曲线，而 S 则是由它所包围的任一曲面．这里应该记住， r 是一条

固定于空间中的覂芝曲线，而 S 则是一个固定曲面．于是该时间微商就可以移至积分符号
之外，而我们便有

p E•ds=-立atfsB•n也＿＿＿a 
ct （穿过 S 的通量） • (17 .3) 

应用这一关系式于沿一个四座的导电电路而行的曲线互我们便再度获得该“通量法则”了．

左边的积分为电动势，而右边积分则是由该电路包围着的通量之负变率． 所以应用在一个
固定电路上的式(17.1)就相当于“通量法则".

因此，“通量法则”一一在一电路中的电动势等于穿过该电路的磁通量之变率一一适用

千或由磁场变化或由电路运动（或兼由两者）所引起的通最变化．在该法则的提法中有这样
两种可能性——“电路移动”或“磁场变化”一不能加以区别．然而在我们对该法则的解释

中，则对于这两种情况已用了两条完全不同的定律一在“电路移动”中用 vxB, 而在“磁
场改变”中则用 vxE= -aB/at. 
我们知道，在物理学的其他领域里还没有一个这么简单而又准确的普遍原理竟需要从

堕种不同现象作出分析才能真正加以理解的．通常这么一个优异的普遍性总是发源千一个
单一而又深刻的基本原理．然而，在我们这一情况下并不象有任何这种奥妙关系．因此，就
只能作为两种完全独立的现象的混合效应来理解该“法则".

我们必须按照下述方式来看待这“通量法则”． 普遍地说，对每单位电荷所施之力为

F/q=E+vxB. 在移动导线时，有一个来自第二项之力．并且，如果某处有一正在变化着
的磁场，则也有一 E 场． 它们是两个独立效应，但环绕该导线回路的电动势则始终等于穿
过其中的磁通量之变率．

§17-2 "通量法则”的一些例外

现在我们将举一些例子，其中部分起源于法拉第．这些例子表明，在你的心目中对负责

感生电动势的那两种效腔之间的差别加以辨别清楚，是十分重要的．下述例子将包括该“通

量法则“不能够应用的一些情况一一或者由于根本没有导线，或者由于感生电流所经路径是
"-·--.·.· 一矗

在一导体的广延领域中移动着的．

首先，我们指出如下一个要点来自B场的那一部分电动势并不依赖于导线实体的存

一-··.. 一--- . - • .. •••• --·-、`
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在（如同 vxB 那部分就要有导线实体那样） • E场可以在自由空间中存在，而它在空间环

绕任一固定的想象曲线的积分就等于穿过该曲线的 B 通量之变率．（注意，这与由静电荷所

产生之 E场大不相同，因为在那种情况下环绕一闭合回路的 E之线积分永远为零．）

现在我们将描述其中穿过电路的通量丝毫没有改变，但却有一电动势的那种情况． 图

17-2 表示一个可以在磁场存在的情况下绕一固定轴旋转的导电盘．其一个接触点落在轴

上，而另一个接触点则在该盘的外缘上擦过．通过电流计使该电路闭合．当盘旋转时，该电

路一~意思就是在空间中有电流经过的那些地方一一总是一样．但在盘中的那部分“电路”

是在运动着的材料里．尽管穿过该“电路”的磁通量固定不变，但仍然有一电动势，正如由电

流计的偏转所观察到的那样很清楚，这里就是其 阳扳 铜板
中 vxB 之力会在该转盘中产生一电动势，但却不

能令其等千通量变化的一种情况．

条形磁铁

~ 
铜尘

II'-

三 .. `- 

．匣
..-

．．，仁工7

` 
电流计

图 17-2 当金属盘旋转时，有一个来自 vxB 的电

动势，但在被包围的通量中却没有什么变化

流计

图 17-3 当两板在一匀强磁场中辗转而过时．可

以有巨大的磁通量链变化，但却没有电动势产生

现在作为一个相反例子，我们将考虑一种稍为有点异常的情况，即在其中穿过“电路”

（又是指在有电流通过的那些地方）的磁通量发生了变化，但却塾五什么电动势． 设想两块

边缘稍为弯曲的金属板，如图 17--3 所示，这两块板被放在与其平面垂直的匀强磁场中．每

一块板连接到电流计的一端，示于图上．在两板之间有一接触点 P, 因而构成了一个闭合电

路．如果现在两板辗转过一个小小角度，接触点将转移至 P'. 如果设想该“电路”沿图中所

示的那条虚线经两板而形成闭合，则当两板往复辗转时穿过这一电路的磁通量变化就很大．

然而这种转动却可由微小运动来完成，从而vxB很小，实际上就不会产生任何电动势．“通

量法则”在此已不适用了．它必须应用于其中电路柱赞保持相同的那些电路．当电路的材

料正在变化时，就必须回到基本定律中去．里堕的物理学总是由这两个基本定律给出的：

F=q(E+vxB), 

VxE=--oB 
祝·

§17-3 感生电场使粒子加速；电子感应加速器

我们已说过，由于改变磁场而产生的电动势即使在没有导体时也能存在；这就是说，没

有导线也可以有电磁感应．我们仍然可以想象在空间里环绕任一数学曲线的电动势．它被

定义为 E 之切向分最环绕该曲线的积分．法拉第定律申述，这个线积分等于穿过该闭合曲

·---一--巳-- 、''
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线的磁通量之变率，即式(17 .3). 

作为这么一个感生电场效应的例子，我们现在要来考虑在一个变化着的磁场中电子的

运动．想象有这么一个磁场，即在一个平面上处处都指向上，如图 17-4 所示．磁场是由一

电磁铁产生的，但其细节我们将不予考虑． 对千这一例子我们将设想磁场是对某一轴对称

的，也就是说，磁场强度将仅取决于该点与轴间的距离．这一磁场也是随时间变化的．我们

现在设想有一个电子在这磁场中沿以场的轴上一点为中心的恒半径圆周运动着．（我们

迟些将看到，如何安排这一种运动．）基千改变着的磁场，就会有一个切千电子轨道的电场

E, 这将驱动电子环绕着该圆周．又由千对称性的缘故，这电场在圆周上各处将有相同之
值若电子轨道具有半径,,.，则 E环绕其轨道的线积分将等千穿过该圆周内的磁通量之变

率.E 之线积分恰好就是它的大小乘以该圆周 2寸．一般说来，这磁通量应从一积分获得．

眼下我们暂令 B平掏代表该圆周内的平均磁场；那么通量便是这平均磁场乘以该圆周面积．

我们将有

a 
2~rE=一(B平均七,rl).

at 

• • 

; . 孛- -、-、、'. . 
. . \. q 

• I . 

^ ` . 
. .\ 冒 -, V . 

B' I , I . . 
, r , I _\. \ . 

. . 、 V厦飞 . 

侧视图
. 

图 17-4 电子在一个轴对称的、赘时间而变的磁场中被加速
` 

既然假定,,.固定不变，丑便会与这一平均场的时间微商成正比：

E-f平. (17.4) 

电子将感觉到该电力 qE并作加速运动．若想起有关运动的相对论性正确方程乃是动量变

率正比于力，则便有

q丑一生
、｀心·

(17.5) 

对于所已定的圆周轨道，电子所受的电力始终指向其运动方向，因而它的总动董便将按
式(17.5) 所给出的时率增加． 结合(17.5)和 (17.4)两式，我们便可将动量变率与平均磁场
变率互相联系起来： · 

虫一生2罕
dt·2 at• 

(17.6) 

对 t 进行积分，可得到电子的动量

p=pc,+努应平均，

式中伪乃电子出发时的动量，而 iJB平讷则是往后在 B平讷中的变化．

(17.7) 

电子感应加速器＿＿

~、八... - - - ... - . 
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种用来把电子加速至高能的机器一一的操作就是基千这一概念的．

为了详细看看这部电子感应加速器是怎祥工作的，我们现在就必须审查如何才能把电

子约束在一个圆周上运动．我们曾在第一卷第十一章中讨论过所牵涉到的原理．如果能够

这样安排，使得在电子的轨道上有一磁场，则将有一横向力 qvxB; 对于一个适当选择的

B, 这个力就能够使电子保持在所预定的轨道上运动．在电子感应加速器中，正是这一横向
力引起了电子在一半径固定的圆周上运动的． 通过再度应用关于运动的相对论性方程，不

过这回却是关于力的横向分量的，我们便能找出在该轨道上的磁场强度应有多大． 在这电

子感应加速器中（见图 17-4), B 乃垂直于 v, 因而这横向力就是 qvB. 于是这个力就等于

动量的横向分量作的变率：

qvB=知
dt· 

(17.8) 

当一粒子在一堕座上运动时，它的横向动量变率等于总动量的大小乘以转动角速度 w(根据
第一卷第十一章中的论证）：

告=wp, (17.9) 

其中，由于运动轨道是圆的，就有

" w=-. 
'I' 

(17.10) 

若令磁力等于动量变率的横向分量，便有

式中 B轨道是在半径,,.处的磁场．

qvB轨道=p 一，" ,,. (17.11) 

当电子感应加速器运行时，电子的动量会按照式(17.7) 正比千 B平均而增长．又倘若电

子继续在其原有圆周上运动，则当其动量增大时式(17.11)仍应继续维持正确.B羲道之值就

必须随动量 p成比例地增大． 将式 (17.11) 与确定p 的式(17.7)作比较，我们便见到，在半

径为,,.的轨道度的平均磁场 B平均与在轨道上的磁场 B轨道必须有如下关系：

AB平均=2L1B歙道. (17.12) 

电子感应加速器的正确操作要求：在轨道内的平均磁场的增长率比在该轨道本身的磁场增
长率要大一倍．在这种情况下，当粒子能量因受感生电场所促进而增加时，在轨道上的磁场
的增长率便恰足以维持该粒子在一圆周上运动．

电子感应加速器是用来加速电子以达到几千万乃至几亿电子伏的能量的． 然而，要把
电子加速至远大千几亿电子伏的那种能量就有几个原因使它成为不切合实际的．原因之一

是，要在该轨道内获得所需的高平均值磁场在实际上有困难．另一个原因则是，式(17.6)在
能量高的情况下已不再正确，因为它并没有把由于粒子的电磁辐射（即在第一卷第三十四章
中所称为同步加速器辐射的）而损失的能量包括在内．由于这些原因，要把电子加速至更高
能量一—达到几十亿电子伏一就得采用另一种称为同步加速器的机器来完成．_-_-_-_-_-_- __ - __ -_-_ 

§17-4 一个佯谬

现在要来向你们描述一个显而易见的佯谬．佯谬指的是用这样分析会得出一个答案，
而用那样分析又会得出另一个答案的那么一种情况，因而对于实际上究竟会发生什么我们

... • ... 心...... . , 
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就会陷千多少是迷惑不解、左右为难的困境．当然，在物理学中从未有过任何真正的佯谬，

因为实际上只有一个正确答案；至少我们相信自然界只按照一种方式动作（不用说，那是互

确的方式）．因此，在物理学中佯谬只是我们本身理解上的一种混乱．下面是我们将要提出

的一个佯谬．

试想象造成一部如图 17书所示的那种设备．有一个薄而圆的塑料盘被支撑在一根配

有优良轴承的同心轴上，从而能够十分自由地旋转．

在该盘上，与转轴同心地放着:.....个以短螺线管的形

式出现的线圈．通过这个螺线管的稳恒电流 I 由一

个同样是装在盘上的小电池组供应．靠近盘的边缘

并在周边上彼此等距离地分布着的还有若干个小金

属球，它们相互之间以及与螺线管之间均由制造该

盘的塑料材料所绝缘．这些小导体球的每一个都各

带有等量的静电荷 Q. 每件东西都完全固定，而盘

则是静止不动的．假设现在由于某一偶发事件

或由于预先的安排—一螺线管中的电流被中断了，
然而却没有受到任何外界千扰．只要继续通电流，

便有穿过该螺线管的多少是与盘轴平行的磁通量．
图 17-5 如果电流 I 停止了，该盘是否会转动？

当电流中断时，这通量一定会趋千零．因此，就必然会感生一电场，而这电场将环绕以该轴
为中心的一些圆周．在盘的周边那些带电球体均将感到一个切于盘缘的电场．这一电力对
于所有电荷来说都是指同一方向，因而将产生一个施于该盘上的净转矩． 要是我们已知道

盘的转动惯量、通进螺线管里的电流、以及在那些小球上的电荷，那我们就能够算出所得到
的角速度的．

但我们也可轻易地作出一个不同论证．利用角动量守恒原理，我们可以说，盘及其一切
附件的角动量在开始时为零，因而这整套的角动量就应该保持等于零． 当电流中断时不应
有转动发生．究竟哪一种论证才是正确的呢？盘将转动或不转动？我们将把这一问题留给
你们去思考．

必须提醒你们一点，正确的答案并不有赖于任何非根本性特征，诸如电池组的非对称位
置等等．事实上，你可以想象一种有如下述的理想情况：该螺线管是由超导电导线绕成的，
里面通有电流｀在该盘已经小心翼翼地被安静置好之后，让螺线管的温度缓慢上升．当导
线的温度达到介乎超导与正常导电之间的转变温度时，螺线管里的电流便将由导线的电阻
引导到零．磁通量将如前降低至零，因而会有一个电场环绕着该轴心．我们也应该提醒你，

这个解答并不容易得到，也不是一种诡计．当你把它想出来时，你巳经发现了一个重要的电
磁学原理．

. 

' 

. . . 
. . 

•• ' 

- - .. 
1 .. 

.-夕. 
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. 
电池组．

••• 
勹
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§17-S 交流发电机

在本章的其余部分我们将应用 §17-1节的原理来分析在第十六章中所曾讨论过的若

干现象我们首先要对交流发电机更详细地加以审察．这种发电机基本上包括一个在匀强磁
场中转动的导线圈．这一结果也可由一固定线圈放在一个按上一章所描述的那种方法而使

其方向旋转的磁场中得到．我们将仅仅考虑前一种情况．假设有一个圆形线圈可围绕其中一

..、··- . • -
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条直径作为转轴而旋转．让这个线圈安放在一个垂直千该转轴的匀强磁场之中，如图 17书

所示．我们并且设想该线圈两端通过某种滑动触点被引至外电路中．

由于线圈转动，穿过它的磁通量便将发生改变．因此，在线圈所在的电路中就有一个电

动势． 令 S 为该线圈的面积＊，而 0 为磁场与线圈

平面的法线之间的交角．于是穿过线圈的通量就是

BScos0 (17.13) 

如果线圈是以一匀角速度Q旋转的，则 0会按照

fJ.=wt 随时间变化． 这样，在该线圈中的电动势就

是

忐

1 -B 

I 
,. 负荷

d d 
@=--(磁通量）＝－－一(BS ooswt), 

dt dt 

图 11-e 一个导线线圈在匀强磁场中旋 rff ==BSw sin-wt. (17 .14) 
转一一交流发电机的基本原理 如果把来自发电机的导线引至距离该转动线圈

相当远的地方，那里的磁场为零，或至少磁场已不随时间变化，那么在这个区域里 E 之旋度
便将为零，而我们也就可以定义一个电势了．事实上，若没有电流从发电机中引出，则在该

两导线间的电势差 V会等于该旋转线圈中的电动势．这就是说，

V =BSw sin wt= Vo sin wt. 

两导线间的电势差正比千 sin wt. 象这样变化着的一个势差称为交变电压．
既然两导线之间存在电场，那它们就必然是带电的．显然，发电机的电动势已经把某些

超额电荷推出至导线上，直到这些电荷发生的电场强大到足以抵消该感应力时为止． 从发

电机的外面看，两导线表现出似乎象静电场情况那祥所带电荷已达到了电势差 V, 而电荷又

似乎是随时间变化的，因而给出一个交变电势差．还有另一个与静电情况不相同之点如下：
如果把发电机连接至一个容许电流通过的外电路中，我们便将发现该电动势并不允许导线
放电，而是当电流从导线引出来时继续对导线供应电荷，企图

使两导线之间永远保持一个不变的电势差． 事实上，若发电

机与一总电阻为 R 的电路连接，则流经该电路的电流将正比

于发电机的电动势而反比千 R. 既然电动势有一个正弦式的 气忖＼～
时间变化，则电流也是一样．即有一个交变电流： 、一

或

I-

R 

I <ff V。.== 
R R 

sm 叫．

关于这一种电路的简图如图 1干7.

我们也能看到，电动势确定了由发电机供应的能量有多

少．在导线中的每一电荷都以 F•V 的时率接受能量，其中 F为施千该电荷上之力，而＂为

其速度．现在令每单位长度导线中的运动电荷数目为九；则对导线任一线元心所交付的功

率为

I= 且．义L
R R Sinwt 

图 17-7 包括一部交流发电

机和一个电阻的电路

F•v心．

对于一条导线来说， v 总是沿着心，所以这功率可以写成

,wF• 必．

．现在由于字母 A 巳被用于矢势了，我们就倾向于让 S 来代表一个表面积．

畸.....

•" -· 
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对整个电路提供的总功率等于这一表式环绕整个回路的积分：
.. 

. , 

、..

现在应当记起， q的就是电流 I, 而电动势则被定义为 F/q 环绕该电路的积分．因此就得到

这么一个结果：

发电机提供的功率一谷I. (17.16) 
当发电机的线圈有电流通过时，也将会有机械功作于其上．事实上我们知道，作用于线

圈上的转矩与其磁矩、磁场强度及以及它们间的夹角之正弦都成正比．磁矩则等于线圈里
的电流乘以线圈面积．因此该转矩就是

T=ISB sin 0. . (17 .17) 

为维持线圈转动所必须作的机械功其时率等于角速度 0乘以这一转矩：

dW 
一=WT=wISBsin0. (17.18) 
dt 

把上式和式(17.14) 比较，可见为了抵抗磁力而使线圈转动所必需的机械功其时率恰好等于
$I, 也即发电机的电动势所输送出来的电能的时率． 在发电机中，用掉的全部机械能作为

电能出现在电路上. . 

作为来自感生电动势的电流和力的另一个例子，让我们分析在 §17-1 节中曾描述过并
如图 17-1 的那个设备中会发生的事情．那里有两根平行导线和一根滑动横棒置在一个垂

直于该平行导线平面的磁场之中．现在让我们假设该 U 形之“底＂（图中的左端）是由高电

阻导线制成，而那两根侧线则是由象铜一样优良的导体制成－一－于是我们就不必担心当横
棒移动时电路的电阻会发生改变．和以前一样，电路的电动势为

<S'==vB切． (17.19) 

在电路中的电流与这一电动势成正比而与该电路的电阻成反比：

I C vB仙
== 
RR" 

(17.20) 

基于这一电流，就会有一个施于该横棒上的磁力，这力与棒的长度、通过棒中的电流、以

及磁场均成正比，即

F=BI饥 (17.21) 

由式 (17 .20)取 I, 因而对于力便有

F 
B2~ 沪

=~ 心. (17.22) 

我们见到，力与该横棒的速度成正比．正如你可容易明白的，这个力的方向与棒的移动速度

相反． 这么一种象粘滞力那样的“速度正比“力，每当在磁场中移动导体而产生感生电流时

总会出现． 在上一章中我们所给出的有关涡流的例子，也会在导体中产生一些正比于导体

速度之力，尽管这样的情况，一般说来，都会给出难以进行分析的复杂电流分布．

在对机械系统的设计中，有一些与速度成正比的阻尼力往往显出方便． 涡流力提供一

个获得这种速度依存力的最方便办法．应用这种力的一个例子就是那普通家用瓦时计．在

瓦时计中有一个旋转于永磁铁两极间的薄铝盘． 这个盘由一部小电动机推动，其转矩与家

庭电路中所消耗的功率成正比．由于在这个盘中的涡流力，便会有一个正比于速度的阻力．

因此，当平衡时该速度便与电能消耗的时率成正比．利用一个连接于转盘上的计数器，便能

. .. . . .. . .. .. - •• • • ••• 一·
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对它的转数作出记录．这个数目就是关于总能量消耗，亦即所用去的瓦时数的指示．

我们也可以指出，式(17.22)表明来自感生电流之力一也就是任一个涡流力－—-均与

电阻成反比．材料的导电性能越好，这力就越大．原因当然是由于电阻低，电动势所产生的

电流就较强，而较强的电流又是代表较大的机械力．

从那些公式我们也可以看出，机械能是如何转变成电能的．和以前一样，对电路中电阻

所提供的电能为 <ffI 这个积． 当移动横棒时对其所作之功的时率，则为施于棒上之力乘以

棒的速度．若利用关于力的式(17.22), 则作功的时率便是

dW 护B2t卢

dt R . 

我们见到，这确实等于由式(17.19) 和 (17 .20)所该获得的积扩I. 机械功又一次表现为电

能．

§17-6 互感

现在考虑一种导线线圈固定而磁场在改变的情况．当我们过去描述由电流所产生的磁

场时，仅考虑到稳恒电流的情况．但只要电流的变化缓慢，则在每一时刻的磁场就几乎与一

稳恒电流的磁场相同． 在这一节的讨论中，我们将假定电

. I1 流总是足够缓慢地变化着使得这种情况保持正确．

一 促使变压器起作用的那些基本效应，可由图 17-8 所示

那两个线圈的布置来加以演示．线圈 1 由绕成长螺线管形

状的一根导线构成．在这个线圈外面——与之绝缘的

还绕上一个仅有几匝导线的线圈 2. 现在，若电流通过线圈

1, 我们知道在其内部将出现一磁场． 这磁场也穿过线圈

2. 当线圈 1 中的电流变化时，磁通量也起变化，从而将会

在线圈 2 中感生一电动势．现在我们要算出这一感生电动

势．

在 §13-5 节中我们曾见到，在一长螺线管内磁场是均

匀的，而其大小为

一
石

线圈 2

~ _ 

B 1 N1I1 =, 
和02£

式中凡为线圈 1 的匝数， I1 为通过其中的电流，而 l 即为

线圈长度．令线圈 1 的横截面积为 S, 那么 B 之通量就是它的大小乘以 s. 如果线圈 2 共

有 N, 匝，则这通量对线圈 2 环绕了 N, 次．因而在线圈 2 中的电动势就由下式给出：

图 17-8 线圈 1 中的电流会产生

一个穿过线圈 2 的磁场

(17.23) 

心-N!!S誓．
式(17.23) 中，唯一随时间变化之量为 11. 因此电动势为

<ff,= - N1N2S dI1 
知2i dt' 

(17.25) 

我们见到，线圈 2 中的电动势与在线圈 1 中的电流变率成正比． 该比例常数基本上是

两线圈的一个儿何因数，称为互堕，而往往被记作 M111. 于是式(17.25)便可以写成

(17.24) 

<ff2=M21 dI1 
，皇．

(17.26) 

石'''- - - -
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假设现在电流通过线圈 2 而要求得线圈 1 中的电动势． 这就应该先算出磁场，那是处

处与电流 It 成正比的． 穿过线圈 1 的磁通匝连数会与几何形状有关，但同时又与入成正

比．因此，在线圈 1 中的电动势再度正比于 dI2/必可以把它写成

~1-M1, 玉
dt· 

(17 .27) 

要算出 M过，比起刚才对千 MM 所做的计算会困难一些．我们不打算现在就来进行计算，因
为在本章往后一点将会证明 M11 必然等于 Mn.

由千任一线圈中的磁场总是与其电流成正比，因此对任两个线圈就会获得同一类型的
--

结果.'(17 .26) 和 (17.27) 两式具有相同形式；

只是常数 M11 和 Mu不同罢了．它们之值应
取决于两线圈的形状和它们的相对位置．

假设要找出任意两线圈一一比如那些如图 . 

17-9 所示的—一之间的互感．我们知道在线

圈 1 中的电动势其一般表式可写成

对
__ 

式中 B 为磁场，而积分是要在由电路 1 所包围 的积分成正比的互感 U

的一个面上取的． 在 §14-1 节中我们曾经见到，这样的一个对 B 的面积分可以联系到对
矢势的一个线积分．具体地说，

式中 A代表矢势，而必2则是电路 1 中的一个线元． 该线积分必须环绕电路 1 面取． 因

此，在线圈 1 中的电动势便可以写成

(17.28) 

现在让我们假设在电路 1 处的矢势是来自电路 2 中的电流．那么这矢势便可以写成环
绕电路 2 的一个线积分：

-』
dt 

A-,. 弓习气， (17.29) 

式中 I, 代表电路 2 中的电流，而,,.11 则是从电路 2 中的线元心，至我们正在计算其矢势的
电路 1 上那一点间的距离（见图 17-9). 比较(17.28)和 (17.'29)两式，便可将电路1 中的电

动势表达成一个双重线积分：．

' 

:·, 

午7志志丸扎另宁·必．
式中的积分全都是对于固定电路取的．唯一与积分的变量无关的只有电流 Is. 因此，我们

可以把它提到两积分之外．于是电动势就可以写成

tt'1=Mu华，

式中系数 M1, 为

比=-~习(1上气户·
从这一积分我们见到，且立仅取决于电路的儿何形态，它依赖于两电路间的一种平均距离，

{17. 的）

-- --· 气 ··• ---、~夕编
八-·. •• ... -·. 



204 费曼物理学讲义（第二卷）

而在这个平均过程中对两线圆互相平行的那些节段加权最重．我们的式子可以用来计算两

任意形状电路间的互感．并且，它表明对于 M过的积分与对于 M:s1 的积分全同． 因此，我

们就已证明了该两系数是彼此全等的． 对于一个只含有两线圈的系统，这两系数 Mu 和

M11 常被表达成没有任何下角标的符号 M, 简单叫作互堕：

M1ll=M江=M.

§17-7 自感

在对图 17-8 或 1干9 的两线圈中的感生电动势进行讨论时，我们仅仅考虑了电流只在

其中一个线圈中流动的那种情况． 如果两线圈中同时载有电流，则联系到每一线圈的磁通

蜇就将是那些分开存在着的两通量之和，因为迭加定律对于磁场是适用的．因此，每个线圈

中的电动势不仅正比于另一线圈中的电流变化，而且也正比于该线圈本身中的电流变化．
于是，在线圈 2 中的总电动势就应当写成矢

dI1 dI2 扩s=Msi-+M归一
dt dt· 

(17.31) 

同理，线圈 1 中的电动势将不仅依赖于在线圈 2 中的变化电流，而且也依赖于本身中变化着

的电流：

dl!I dl 
么=M111— +M11 _____! it dt· 

系数 M!!ll 和 M11 都永远是负数．通常被写成

M11=-L1, M112=-L2, (17.33) 

其中 L 和压分别称为两线圈的皂堕．

当然，即使仅有一个线圈，该自感的电动势依然存在．任一线圈本身总有一个自感 L.

电动势将正比于其中电流的变率．对于一个单独线圈，通常采取这样的惯例，即如果电动势

与电流的方向相同，那它们就被认为是正的．按照这种惯例，我们可以把一个单独线圈的电

I . 动势写成

(17.32) 

恤, V(t) 之

(a) 

V-

F 
m 

仁-L岱. (17 .34) 

负数指明该电动势反抗电流的改变一—故常称为

“反电动势".

既然任一线圈都有一反抗电流改变的自感，

该线圈里的电流就有一种惯性． 事实上，如果想

要改变线圈里的电流，就必须把线圈接至某一电
池组或发电机的外电压源，如简图 17-lO(a)所示

的那样，来克服这一惯性．在这样一个电路中，电

流 I 按照如下关系依赖于电压 V:

(b) dI V=L — (17.35) 
图 17-10 (a)含有一电压源和一自感 dt· 

的电路； (b)类似的机械系统 这一｀方程与粒子在一维中运动的牛顿运动定

律具有相同形式． 因此，我们可以按“同一方程总会有相同之解”的原则来对它进行研究．

骨式(17 .31)和 (17 .32) 中互功和互久的符号取决千对该两线圈中正电流向指的任意选择．

夕~ ~`~" .~ ~ ~..~ ~．一
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这样，若使外加电压 V 对应于所施的外力，而线圈中的电流对应千粒子的速度，则该线圈的

自感就会对应千粒子的质扯忙．看一看图 17-10(b). 我们可以编造一个关千各对应量的

对照表：

粒子
c_-_-_-_一＿

F(力）

叭速度）

!1:(位移）

心
F=m— dt 

仇v(动量）

1 
2 一项记（动能）

, 

§17-S 电感与磁能

线圈c_-_-_-__ 

V(电势差）

I(电流）

q(电荷）

V=L岱
LI 

1 
-LI~(磁能）
2 

继续上一节中所进行的比拟，我们就应该期待，对应于其变率等于外力的机械动量叨r,,

就应有一个等于 LI 的类似量，其变率为 v. 当然，我们并没有任何权利去申明 LI 就是电

路的真实动量；事实上，它并不是．整个电路可能固定不动而没有任何动量. LI 与动量吭0

1 
相类似只是在彼此都满足相对应的方程这一意义上说的．同样，对于动能一叨护，也有一

1 1 2 
类似量一LI3 与之对应．但这里却使我们感到惊异，这一 LP在电的情况下的确就是能2 . ·2 

量．这是因为作于电感上之功的时率为 VI, 而这即是力学系统中的对应扯 Fv. 因此，就

能量来说，那些量不但在数学上彼此对应，而且也具有相同的物理意义．

从下面所述情况我们可更详尽地明了这一点．就象在式(17.16)中我们曾经得到的那

样，由感应力所作之电功其时率为电动势与电流之积：

clW = 
dt CI. 

将式(17-34)中以电流表达之g代入，我们便有

叩 LI =- 
dl 
dt• (17 .36) 

对这一方程进行积分，便会找到在建立电流过程中所必须从外电源处获得用以克服自感电

动势的能量＊＊（这应等于所储存的能量 U)为

-W=U==l_LI气
2 

1 
因此，储藏于自感中的能量就是一LI2.

2 

(17.37} 

把与此相同的论据应用于诸如图 17--8 或 17-9 中的那一对线圈，就可以证明该系统的
电能是由下式给出：

1 1 
U=-L1耳+-Lii耳+MI1Iii.2 2 

(17.38) 

骨附带说一下，这并不是在力学量与电学量之间能够建立起对应关系的唯一途径．
冒一 ．一----_-

“目前我们忽略电流在线圈的电阻中变成了热的任何能量损耗．这种损耗要求来自电源方面的附加能量，但不会改

变那种加入千电感中的能量． , 

- .............. . 
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因为，设两线圈中都从 I=O 开始，就尽可以先接通线圈 1 中的石，让 I2=0. 此时所作之功

不过是一 4Ii. 但现在当接通 I, 时，就不仅在对抗电路 2 中的电动势上作了功- Lll耳，2 2 

而且也作了附加之功 MI1I,, 后者等于在电路 1 中对电动势[M(dill/dt)] 的时间积分，再乘

以现在已经存在于该电路中的恒座电流 I1.

假设现在想找出各带有电流 I1 和 I,, 的任两个线圈之间的力． 我们起初也许预期，可

以通过取式(17.38) 中的能蜇变化而应用虚功原理． 当然，还必须记住，当我们改变两线圈

的相对位置时，唯一变化之量乃是该互感 M. 这样，我们也许会把虚功原理写成：

-FLI少=LIU= I1I2LIM (错了）．

但这个式子却是错误的． 因为，正如我们以前曾经见过的，它只包括两线圈中的能量变

化，而没有包括为维持电流 I1 和 I2 保持恒定值的那些电源的能量变化． 现在我们能够理

解这些源必须在线圈移动时供应能量以便抵抗在各该线圈中的感生电动势．如果想要正确

地应用虚功原理，就必须把这些能量都包括进去．然而，正如我们曾经见到的，可以取一捷

径，可回忆那总能量乃等于所称为 u:f!M 的“机械能”的负值，再应用虚功原理．因此，我们可

以把力写成：

-F.:1忙=LIU机谋= -LIU. (17.39) 

于是两线圈间之力便由下式给出：

FLlx=I1IllLlM. 

这个两线圈系统的能量表式(17.38), 可以用来证明存在千两线圈间的互感 M 与其各

别自感 L1. 和 Ls 间的一个有趣不等式．十分清楚，两线圈的能量总必须是正的．如果把两

线圈的电流从零开始增加到某些值，则我们就在给该系统输入能量了．要不然的话，电流便

会自发增加而同时又对世界其他部分释放了能量 什件看来绝不会发生的事情！现在，

我们的能量表式(17 .38)也同样可以写成如下形式：

(17 .40) U=扣心寻心叶（马－节）耳．
这只是一个代数变换式．这个量对于任何 11 和 111 之值都必须始终为正．特别如果 I, 碰

巧有这么一个特殊值

L1 12=--M 
11, (17.41) 

它仍应该是正的．但有了这个 12 电流，式(17 .40) 中的首项便是零．如果能量一定是正值，

式(17 .40) 的末项就必须大于零．因而要求有

L1L2>M气

这样，我们就已证明了这么一个普遍结果：两线圈之间的互感 M 必然会小千或等千该两自

感的几何平均数 (M本身是可正可负的，这取决千对电流 11 和 11 所定的符号约定．）

IMI<立;_ (17.42) 

M 与自感的关系常被写成

M=k立. (17.43) 

常数 k 称为耦合系数．如果来自一个线圈的通量大部分贯穿另一个线圈，则这耦合系数很接

近于 1; 我们说该两线圈是“密耦合”的．如果两线圈相距很远，或由另外作出安排使得其互

相串通的通量很少，则这耦合系数接近于零，而互感便很小了．

. ······-
-气一
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为计算两线圈的互感，我们曾经在式(17.30) 中给出一个环绕两电路的双重线积分的公

式 或许我们会想到，这同一公式本来应可通过对那两个线积分都环绕同一个线圈进行而

获得一个单独线圈的自感．然而，这办法却行不通，因为在环绕两线圈而积分时，若两线元

都落在同一点，则被积函数中的 lf'i,将会趋于零．千是从这个式所得到的自感就会无限大．

原因是这个公式乃是一种近似，只有当两电路的导线截面比起从一电路至另一电路的距离

为小时才正确．很清楚，这样一种近似对千一个单独线圈并不成立．事实上，一个单独线圈

的自感，当其中导线的直径变得越来越小时，确会按照对数函数方式而趋千无限大．

这样，我们就必须寻找另一种计算一个单独线圈的自感的方法． 有必要将导线里的电
流分布也计算在内，因为导线的大小是一个重要参数．因此，我们不应去追究一个“电路”的
自感如何，而应去寻求若干块导体的生兜之自感如何． 也许找出这自感的最方便办法乃是
利用磁能．我们以前在 §15-3 节中就曾找出过一个对稳恒电流分布的磁能表式：

如果已知电流密度;, 便可以算出矢势 A, 并进一步算出式(17.44) 的积分而获得能量．这

一能量等于自感的磁能，即 jLI2. 令这两方面相等便会提供我们一个关于自感的公式：

(17.45) 

当然，我们期望，自感乃是只与该电路的几何形状有关而与电路中的电流 I 无关的一个数

值．公式(17.必）的确会给出这样一个结果，因为这个式中的积分与电流的平方成正比

电流有一次通过i、又一次通过矢势 A而出现．这积分除以 1• 便将与电路的几何形状有关

而与电流 I 无关了．

关千电流分布的能量表式(17.44), 可以写成一个有时更便千计算的十分不同形式．并

且，正如我们以后将见到的，那是一种重要形式，因为它的正确性会更普遍．在关于能量的
公式(17 .44) 中， A 和 j两者都可以联系到 B, 因而也就可以指望把这能量用磁场来表达

就象过去我们能够把静电能同电场联系起来似的．我们要由引用知气xB 来代替i 开
始．但不能那么容易地代替 A, 因为 B-vxA并不能颠倒过来以用 B表达 A. 但无论如

何，总是可以写出

(17.46) 

有趣的是一一附带一些限制条件－—－这一积分可以写成

(17.47} 

为看出这一点，我们将其中一个典型项详细写出． 假设由存在于式 (17.46) 的积分中取出

(VxB).A.. 这么一项．将其所含各部分写出，便得

（鸟－毕

（当然，还有两个相类似的积分．）现在就第一项对元进行积分——采用分部积分法．这就是

说，我们可以有

. 

---- -
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现在假定我们的系统-一指各源及各场－~因而在无限远处所有之场就都

趋于零．这样，若那些积分都是对全部空间进行的，则在积分限上该 E11A• 项将会给出零值．

剩下的就只有 Bu(oAz/o动那一项，这显然是 B11(VxA)11 的一部分，因而也就是 B•(VxA)

的一部分．如果你又算出那其余五项，就将看到式(17.47) 的确与式(17.46) 等效．

但现在我们可用 B来代替 vxA, 因而获得 尸

U=~JB·B亚 (17.48)
上式已经把一静磁情况的能量仅用磁场来表达．这一表式紧密地对应千我们以前曾经对静

电能所得到的公式：

f!=号扭•E叩 (17.49) 

之所以强调这两个能量表式，其中的一个原因是，有时它们更便千应用．而更为重要的

是，事实证明，对于动态场（当 E 和 B都随时间变化时）这两个表式(17.48) 和 (17.49)都仍

保留正确，而以往关于电能和磁能所曾给出的其他公式则不再正确一一－它们仅适用于静态
场．．

1 
如果对一单独线圈的磁场已经了解，则可以通过令式(17.48)的能量表式等于一LI22 

而找出自感．让我们通过找出一段螺线管的自感来看看这是如何得来的吧．以前曾见过螺

线管里的磁场是均匀的而管外之 B 则为零．管内磁场的大小为 B=辽/E况，其中九为每单

位长度的绕线匝数，而 I 则为电流．如果该线圈的半径为 r 而其长度为 Z(我们设想 l 十分

长，也即,~汀，从而可以忽略端效应），则管内的体积为寸2z. 因而磁能就是

1 
这会等于一LP. 也即2 

- ...... ··-- - . ·-

U=子矶（体积）＝笠失汛，

.,. 

2 2 

L=王巴~i
句C

2 • (17.50) 

. 
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18 
麦克斯韦方程组

,. 

§1~1 麦克斯韦方程组

本章我们将回到第一章作为我们起点的那四个式子的麦克斯韦方程组．到目前为止，
我们已经零碎地研究过麦克斯韦方程组；现在是把最后一部分加进去，并将其全都拼合起来

的时候了，然后才会出现一个关千随时间可能作任何形式变化的电磁场的完整而又正确的
描述． 在这一章中所谈到的而又与以前发生矛盾的都以本章为准，以前所谈到的则都是错

误的一一因为以前所论述的只适用于诸如稳恒电流和固定电荷那样一些特殊情况．尽管过

去当我们每写出一个方程时总是十分细心地指出一些限制条件，但这一切条件仍很容易被
忽略了，从而对那些错误方程掌握得太好了，现在我们准备给出全部真理，而不附带（或几乎

不具有）任何限制条件．

整套麦克斯韦方程组列如表 18-1, 其中包括语言和数学符号两种表达方式．语言与方
程式等效这一事实从现在就应该熟悉它一一你应当能够从一种形式顺利地变换到另一种
形式

, 

．
星
．
、
；
』

.. , , 

．表 18-1 经典物理学

麦克斯韦方程组：

I. v·E-E. 
句

（穿过一闭合面的 E之通量）一（面内电荷）/€。

、
｀
，

量通之
E 

的线回该过穿
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通

奇

之
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的
困．
流
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＇
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．
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通
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积
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面
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合
线
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闭
回
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回绕

过
绕
穿
环
(( 
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佴
— 
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B－
改
．
妒

l­=0B 

x 
-l 

B 

E 
V
x？
的

... 

IV 

I 

耳

I
I 

刀律：
` 

运动定律：

F,=q(E+v x.B) 

,. 

, 

• 

d 
一(P)=F,
dt 

引力：

mv 
其中，，一八'. ,, ", " (经爱因斯坦修正过的牛顿定律）

F=-G午e干
r 

第一个方程一—E之散度等千电荷密度除以的一~ 无论对于动态场或
静态场，高斯定律永远正确．穿过任一个闭合面的 E 之通量与面内电荷成正比．第三个方程

是关于磁场方面与此相对应的一般定律．由于不存在滋荷，所以通过任一闭合面的 B 之通

量总是等于零．第二个方程，即 E之旋度为-oB/况，这就是法拉第定律，我们在前面两章

中已经讨论过了，它也是普遍正确的．最末一个方程含有某种新的东西． 以前我们只看到

对稳恒电流才适用的那一部分．在那种情况下，我们曾经说过B 之旋度为j/ErJT, 但该普

.. -心、G今, • 
.. -
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遍正确的方程则还带有一个由麦克斯韦所发现的新项．

在麦克斯韦完成其工作以前，电和磁方面的已知定律就是从第三章至第十七章中我们

所曾学习过的那些．特别是，关千稳恒电流的磁场之方程仅仅知道为

vxB=_l__ 
e心，．

(18.1) 

麦克斯韦开始考虑这些已知定律并将其表达成微分方程，正如我们这里曾经做过的那样．

（虽然当时 V 这一符号尚未发明，但今天我们所称之为旋度和散度的那些微商结合式主要

就是通过麦克斯韦才首次显示其重要性的．）后来他又注意到式(18.1)有某些奇怪之处．如

果我们取这一方程的散度，左边将是零，因为一个旋度的散度始终等于零．所以这一方程要

求i 之散度也是零． 但如果 i 之散度为零，则从任一闭合面跑出来的电流之总通量也将是

零．

来自一闭合面的电流通量等于在该面内电荷的减少．一般地说，这肯定不得为零，因为

我们知道电荷可以从一处移至另一处．事实上，方程

V•j= _ _£_e__ 
at (18.2) 

几乎已是我们关于 i 的定义了．这一方程表明电荷守恒这一最基本定律一—任何电荷流

动都必须来自某一供应处． 麦克斯韦认识到这一困难，并建议通过加进 aE/at 这一项于式

(18-1)右边来加以避免；千是他就得到了表 18-1 上所列的那第四个方程：

IV. o'-VxB=.l...+ 
. aE 
句

,,.., . 
在麦克斯韦时代人们还不习惯于用抽象的场来进行思考．麦克斯韦曾利用真空好象是

一弹性固体的那种模型来讨论他的概念．他也尝试过用这一机械模型来解释他的新方程的

意义．当时对接受他的理论存在不少阻力，首先是由于他的模型，而其次则是由于起初尚未

有任何实验能予以证实．今天，我们更好地了解到，只有那些方程本身才算数，而并不是用

来获得它们的那种模型．我们可以仅仅质问那些方程是正确还是错误．这要通过做实验来

回答，而无数实验都已证实了麦克斯韦方程组．如果把他用以建立他的大厦的架子搬开，我

们将见麦克斯韦的华丽大厦本身仍巍然纥立．他把所有关千电学和磁学的定律都结合在一

起而形成一套完整而又漂亮的理论．

让我们来证明这一附加项正好是为澄清麦克斯韦所发现的那一困难所必需的．如果对

他的方程（表 18-1 上的式 N)取散度，那右边的散度就应为零：

V .1 +v aE •-•-=O. 
句 at

(18.8) 

第二项中对坐标与对时间取微商的次序可以对调，因而该方程便可重新写成

对＋句旮•E=O. (18.4) 

但麦克斯韦方程组中的第一个方程已经申述， B 之散度为 p/Eo. 将这一等式代入式(18.4)

中，我们便又回到式(18.2), 那明知是正确的．反过来，若接受麦克斯韦方程组一—事实上，

我们行将接受，因为没有任何人曾发现过一个与那些方程不相符合的实验一一则我们便应

该断定，电荷总是守恒的．

物理规律不能回答下述问题“如果电荷在某处突然产生，那将会出现什么一一一有哪一

-- - ---
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些电磁效应该会发生？”对此不能提供任何答案，因为我们的方程组申述，上述情况是不会

发生的．覂差它真的发生的话，便需要一些新的定律，但我们无法讲明这些定律该会怎么
样．因为还未有机会去观察一个电荷不守恒的世界将会怎样行动．按照我们的那些方程，

如果你突然将一电荷放在某一点上，那你一定是从别处带到那里去的．在这种情况下，你就
能够说出将会发生什么了．

当我们过去添加一新项千 E 之旋度之上时，就已发现有一整串新型现象可以得到说
明．我们即将见到，麦克斯韦对 VxB 那个方程的一个小小附加也具有深远后果．在本章
中，对这些后果我们只能提及其中的几个．

§18-2 该新项是怎样工作的

作为第一个例子，我们要考虑一个具有球形对称的径向电流分布会发生的情况． 我们
设想有一个其由装有放射性材料的小球，从这一放射性材料会进射出一些带电粒子来．（或
者也尽可以设想有一大块胶体在其中心处用一支皮下注射针注入了一些电荷并从那里慢慢
地渗漏出来．）在这两种中的任一种情况下，我们都具有处处沿径向而流出的电流． 下面将
假定，这一电流的大小在各不同方向上都相同．

令在任一半径仁之内的总电荷为 Q(,-). 如果在该同一半径处径向电流密度为 j(lf),
则式 (18.2)要求 Q 减少的时率为

的（分 =- 
祝

知占(If). (18.5) 

现在我们要问，在这一情况下由电流所产

生的磁场如何．假设在半径为门均球面处画出

某一条回线互如图 18-1 所示．这样就有一些
、

．电流会穿过该回线，因而也许可以期望会找出
一个象在图上所，示的沿那个环流方向的磁场

来．

但这样我们就处于困难之中了. ·tJ如何能 夕·
在该球面上有任一特殊方向呢？对r的另一
种选择将会容许我们去断定它的方向恰恰与所
示的相反．所以怎么塾曼有环绕着那些电流的

、

、

` 
\ 

\ 
\ 

\ I , , 
勹
／

z 
z 

, 
', , , , 

E /J 

, , 贮
f

• 

I I I 

E 

.,,,, .,, ., 

、
、 ..... 
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J· ·, 
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、

、

E 

B 之环流呢？ 图 18-1 一个具有球形对称的电流，其磁场如何？

幸而麦克斯韦方程救了我们.B 之环流不仅取决于穿过 r 的总座痉，而且也取决于穿

过它的皇塑覂对时间的变率．一定是这两部分刚好互相抵消．让我们来看看是否确是这
样．．

在半径为 r处的电场应该是 Q(r)/知fio'l'1----.-:--只要如我们所假定的，电荷乃球对称地分
布着的．它沿着径向，而其变率则为

·aE _ 1 aQ 
祝 石云产百·

将此式与(18.5) 比较，我们便看到在任一半径上

aE __土
祝 Eo•

(18.6) 

{18.7) 

夕 • - ' 心，、'""心灯 ，乒．气 ' ' 
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方程 IV 中那两个源项互相抵消了，因而B 之旋度就永远为零．在我们的例子中，是不会有

磁场的．

作为第二个例子，我们考虑一根对平行板电容器充电的导线的磁场（见图 18-2). 如果

板上的电荷随时间变化（但不要变化得太快），则导线里的电流便会等于必队让我们期待这

电流将产生一个环绕着该导线的磁场． 肯定地说，在载流导线的周围附近将产生一个正常

磁场－~它不可能依赖于电流将流向何处．

回线几

If r- 、 II iI. /, 
、~. r:,,. 

亨、石京墨:一气
引 •• 

(0) 

图 18-2 在一个正在充电的电容器附近的磁场

J (b) 

假定选取一条回线止，那是一个如图 (a)所示的半径为,,.的圆周． 磁场的线积分就应

等于电流 I 除以＂凸即是

2元lf'B=-... (18.8) 

这是对于稳恒电流所应该获得的，不过在加上麦克斯韦的附加项之后它仍然正确，因为如果

我们考虑那个圆周内的平面 s, 在该面上将不会有电场（假定那条导线是十分优良导体）． . 

关千 aE质的面积分就是零．

然而，假设现在慢慢地把曲线 I' 向下移动． 那我们得到的结果仍然不变，直至电容器
的极板水平为止．此时电流 I 变为零．是否磁场就消失了呢？这将会是十分奇怪的．让我们

来看看，对于那条其平面通过电容器两板之间而其半径为门均圆形回线 r~c图 18-2(b)J,
麦克斯韦方程对此将作何解释．环绕 r, 的 B 之线积分为 2:,r;'l'B. 这应等千穿过该圆面 s,
的 E 之通量的变率． 这个 E 通量，我们从高斯定律得知，应等于 11/Eo 乘以电容器每一板
上的电荷．于是就有

那很方便．它就是我们在式(18.8) 中曾经得到的同一结果．对变化着的电场取积分与

对在导线里的电流取积分会给出同一个磁场．当然，这恰好就是麦克斯韦方程所申述的．

对于图 18--2{b)所示的由同一回线几所包围着的两个面 81 和欧，只要通过应用与上述相
同的论据便很容易看出永远应该如此． 穿过 81 的会有电流I, 但却没有电通量． 而穿过

岛的则没有电流，但却有一个以 J/€0 的时率变化着的电通量．如果应用方程 IV 于这两个

面中之一，就都会得到同一个 B.

从我们迄今对麦克斯韦的新项的讨论，你可能会觉得有了它并没有常加多少东西

它只是把方程组安排得符合于我们所已经预期的结果． 诚然，若只是还名地考虑方程 IV,
一一 __~ 

----,、八----忙｀＿ 一．一｀
匕一--- - -
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就不会发现任何特别新鲜的东西．然而，”巠立塾“这个词却十分重要麦克斯韦在方程 IV

中的那个小小改变，当它与其他的方程鲍仓起来时，就确会产生不少全新的而又重要的东
西．然而，在考虑这些事情之前，我们将要对表 18-1 再议论一下．

飞

§18-3 都属千经典物理学

表 18-1 列举了我们所熟悉的全部基本经座物理学，即在 1905 年以前就已知道的那种

物理学这里将其全都列在一个表上．有了这些方程，我们便能理解经典物理的整个领域．
首先，我们拥有麦克斯韦方程组一—写成扩充形式和简短的数学形式两种． 然后就有

电荷守恒律，那甚至是写在方括号之内的，因为一旦我们有了完整的麦克斯韦方程组，就能
够由其导出电荷守恒律了．所以该表甚至还稍为有点多余．其次，我们已写出了该力律，因

为尽管有了电场和磁场仍不会告诉我们任何东西的，直到我们知道了它们对于电荷起着什
么作用．可是，若知道了 E和iB,我们就能找出对一个带有电荷 q 而以速度 0 运动着的物

体所施之力了．最后，虽然有了力，还未能对我们说出个什么，除非我们知道了当力推动某
一件东西时会发生的事情；我们需要运动定律臭那就是力等于动量的变率．（能记起吗？我

们早在第一卷中就已经有了．）我们甚至通过把动量写成 p=叨ov/.../ 1-=-护／夕而将相对论
效应也包括了进去

如果真正希望完备无缺的话，L就仍须再加上一个定律—一牛顿的引力定律一一书f以我
们将其放在该表之末

因此斗乒个小小的表中，我们就已具备了所有属千经典物理学的基本定律~一有的地
方还用语言写出，其中有一些甚至是多余的．这是一个伟大时刻．我们已爬上了一座高峰．
在到达了 K-2 高蜂之上一一正在准备攀登珠穆朗玛峰，．那就是量子力学． 我们已登上了
“落基山脉分水岭＂的那个高峰，而现在能够从山的那边落下去了．

上面主要是试图学习如何去理解那些方程式．现在我们已有了凑在一起的整个东西，

正在研究这些方程具有何等意义—一它们会说出还未为我们见过的那些新东西．为到达这

一点，我们已付出了辛勤劳动，作出了巨大努力． 而现在当我们见到这一成就的全部结果

时，马上就要沿着下坡的道路悠！闲地滑下去了． 气
、.. - - .'... 

§18-.4 ,-订移场"' ，、

现在就来谈谈一些新的结果．它们发源于将所有麦克斯韦的几个方程都凑合在一起首

先，让我们看看在一个我们选定为特别简单的情况下会发生的事态． 假定所有之量都仅在
一个坐标上变化，，我们的问题就变成一个一维问题了．这样的情况示如图18-3. 我们具备一
个置于炉平面上的电荷片． 该片起初是静止的，．然后突然得到一个平行于 g 轴的速度 v,

并保持以这一恒速度运动． 你也许会担心巳有了这么一个“无限大”的加速度，但那实际上
不要紧；只要想象该速度很快就提高到 v. 因此，我们突然就有一个面电流 J(J是在 z 方向
上每单位宽度的电流）． 为了保持问题简单，，我们假定还有一片固定的异号电荷迭加在 '!JZ
面之上，使得不会发生任何静电效应．并且，虽然在图上我们仅仅表明，在一个有限区域里
所发生的情况，但应该想象该片伸展至士g 和土z的无限远处．换句话说．我们有这么一种
情况，即原本没有电流，但突然有了一个均匀电流片．这样将会发生什么呢？

噢！当在正 g 方向上有一片电流时，如我们所知，对 a:>O 的地方就会产生一个沿负 z

. 尸........之......
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方向的磁场而对正::::::o 则是沿相反方向．我们尽可以通过应用磁场的线积分会等于电流除

以 e况这一事实来找出 B 之大小．

这样，就将得到B=J/2E足（因为在

一宽度为切的条片上，电流 I 就是

J切，而 B 的线积分则为 2Bw).

这向我们提供了在该片附近

I -即对千小少值－一的磁场，但
~ 由于我们所设想的乃是一个无限大

的片，因而也就该期望这同一论据

应当给出在较大＂值即在较大距离

上的磁场．可是，这就意味着，一旦

接通电流，磁场会突然处处从零变

到一个有限值．但请等一下！如果

图 18-3 一个无限大电荷片突然被驱使平行千其本身运动． 磁场突然改变，也会产生巨大的电
这样就会有磁场和电场从该片以一恒速率传播出去 效应．（只要区毋；它在改变，就总会

有电的效应．）因此，由于移动了该电荷片，我们便会造成一个变化着的磁场，因而电场也一

定会产生． 如果有电场产生，则它们该从零开始而变化至某一个量值． 这样就将有一些

aE/ot, 与电流 J合在一起，对磁场的产生均会作出 肛 E

贡献．因此，通过各个方程式就有大量的交相混合，

从而使我们不得不试图同时解答所有一切之场．

如果仅仅考察麦克斯韦方程组，还不容易直接

看出如何去求得解答． 因此，首先就要向你们说明

该答案是什么，然后才证实它的确满足了那些方程．

答案是这样的：上面我们所算出的 B 场，实际上确
B ,E 

是在该电流片附近（即对于小＂值）产生的．一定是

这样，因为如果作一个小回线以环绕该片，总不会有

任何地方可供电通量穿过的．但是在较远一—d较

大一—处的 B 场起初为零．它保持了片刻为零，然

后便突然增大．总之，我们接上了电流，而附近的磁

场就会升高至一恒定值 B; 然后这个B 的开动又从

源区再度扩展出去． 经历了某一段时间后，t 在某一 ` 
l,E 

元值之内就将处处有一个均匀强磁场，，在更远的地

方则都等千零 由于对称的缘故，它会朝着正的和

负的两个＂方向扩展出去．

E场也与此一样．在 t=O(当我们开动电流时） te) 

之前，场处处为零然后在经历了时间 t 之后， E和
图 18-4 (a)在电荷片巳经动了之后，在 t 时

刻作为五函数之 B(或瓦）的大小； (b)在t=T
B 两者在达到距离正=vt 之内都是均匀的，而再往 时才将一电荷片朝着负 1I方向移动后之场；
外则均为零． 这些场象波浪一样向前扩张，其波前 (c)这是(a)与 (b)两者之和

以一匀速前进，这速度最终将弄清楚是 o, 但暂时我们却只叫它做 v. 关于 E 或 B的大小对

y 

电荷片

场的移动边

·::-. 
. 
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无所作的曲线，正如在t 时刻所表现的，示如图 18-4:(a). 再回顾一下图 18-3, 在 t 时刻，在

元＝士＂的区域内都”充满＂着场，但这些场却还未到达更远的地方．这里要再次强调，我们

是在假定该电流片、以及由此产生之

场 E 和 B, 都是在 g 和？方向上伸展
出至无限远的．（我们不能够画出一
张无限大的片，因而图中所示的只是
在一个有限大范围内所发生的事情．）

现在，我们要对所发生的情况作

定量分析． 为此，就必须考察两个截
面图，一个是沿 g 轴向下的俯视图，如
图 18-5 所示；另一个则是沿 2 轴往回

望的侧视图，示如图 18-6. 我们从该

侧视图开始，r 就会见到该电荷片正在

向上移动；在+iz; 各处磁场都指向书

内，而在一G 各处磁场则指向读者．电场就都处处向下一一一直伸展至 X= 士叽处．

让我们看看这些场是否符合麦克斯韦方程组．首先，画出一条供计算线积分用的回线，

侧视图 . 比如说图 18-6 中所示的那个矩

" • I • I I I ll I .. \ I 昌, 真, I ! I 形 r,. 你该会注意到，这矩形之

r 一边落在有场的区域内，但另一

- _l_ _ 边却落在场还没有到达的地方．

比1:-[ 有一些磁通量穿过这一回线．如
飞， 果这通量正在变化着，则环绕该

.J i. 
回线就应有一电动势．如果波前

贰 I I , ,''.•. , 正在前进，就会有一个变化着的

心， 磁通量，因为 B 所存在的区域正
。， 心 在以速度 o逐渐扩大．在 r, 之

图 18-:8 图 1~8的侧视图 内的通量等于B乘以存在磁场

的那一部分面积．由于B之大小恒定，通量的变率就会等千该量值乘以面积的变率．要获

得面积的变率挺容易．若该矩形的宽度为 L,则其中有 B存在的面积在时间出内将改变

L如． （见图18-6.}千是通量的变率便是B丘． 按照法拉第定律，这应等千环绕几的 E

之线积分，而那恰好就是 EL. 千是我们就有这么-个式子：＇

, E=vB. ·. (18.10) 

因此，若 B对B 的比率为＂，则我们所假设的这些场便将满足法拉第方程．

但那不是唯一的方程；我们还有联系着 E 和 B 的另一个方程：

. 

｝宁 ! .` ` 篡寸I : I 
尸 Ir.;下计汁I : 

正o x=x。

i 

, 
，心

图1B-5 图 18-8 的俯视图
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知 at . (18.11) 

为运用这一方程，，要看看图1s-5 的那个俯视图，我们已经知道，这一方程将提供靠近该电流

片的 B 值．并且，对于任一条画在该片之外但在波前之后的回线，就不会有 B 之旋度或 i

或变化中之 E, 因而方程(18.且）在那里是正确的．现在让我们来看看对于示如图 18-5 的

...、.... 已. -···. 
，一一~．一--- -- ---- -
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那条与波前相交的回线几所发生的事情．这里并没有电流，因而方程(18.11)可以——用

积分形式一一写成

叶 B亟=~
r, 

dt j E•n必, (18.12) 
在八之内 , 

B 之线积分恰好就是 B 乘以 L. E 通量的变率仅仅来自该前进着的波前． 在 I'1 之内，其
中 E不为零的面积正在以心L 的速率增大着．于是 (18.12) 的右边就是 vLE. 该方程式便
变成

o2B==Ev. . (18.13) 

我们有这么一个解：即在波前后面 B 和 E都是恒量，它们各与波前行进的方向垂直而

且彼此之间也互相垂直．麦克斯韦方程组规定了 E 对 B 的比率．根据式(18.10) 和 (18.13),

便有
c' 

E=vB 和 E=-B.
心

. 

可是请等一等！我们已找到了两个不同的 E/B 比值．刚才所述的这种场能否确实存在呢？
．一- - -_- - _-_-_-

当然，要使这两个式都正确，只能有一个速度心，也即 v=c. 波前一定要以速度 C 前进．这

样我们就有一个其中来自电流的电效应是以某一有限速度0 传播着的例子．

现在试问，如果在经历了一段短时间 T 之后，突然把电荷片的运动停止下来，那该会发

生什么情况呢？对此我们能够应用迭加原理来看出会发生什么事情．我们遇到过电流原来为

零，然后才突然发动的那种情况．并且已知道了那种情况之解．现在让我们来加上另一组
场．即取另一片电荷，并仅在发动了第一个电流而又过了 T 时间之后，才在相反的方向上以

同一速率突然开始移动．这两者相加起来的总电流就是起初为零，然后接通了一段时间 T,
之后又再中断一一因为两电流恰好互相抵消，于是我们就具备了一个电流的方形＂脉冲".

这一新的负电流产生了与正电流相同的场，只是所有的符号都反过来，而且当然都延迟
了时间 T. 又再有一个波前以速度 C行进．在t 时刻它已到达了＂一 ±c(t-T)的距离，如

图 18--4(b) 所示． 因此，就有两“块“场以速率 c 向外推进，正如图 1&-4 的 (a) 和 (b)两部分
所示的，至于联合场则示如图(o). 在 a,>&t处场为零，在忙;.c(t-T) 与 a;=ct 之间场为恒量

（具有我们在上面所曾找到之值），而在正<c(t-T)处场又是零．

总之，我们有一小块场一一厚度为 cT 的一块－－－离开了该电流片而独自穿越空间奔

跑场已经“起飞”了；它们正在自由地跨越空间而传播着．毛虫已变成了蝴蝶! -

这束电磁场如何能维持它本身的呢？答案是：依靠法拉第定律 vxE--aB/饥和麦

克斯韦新项 o'VxB-aE/ot 的联合效应．它们不得不维持其本身的生存．假定磁场即将消

失．那就会有一个变化着的磁场，而这又会产生一个电场了．如果这一电场又要消逝，则这变

化着的电场将再度产生磁场． 因此，通过不断的相互作用——由一个场鹰地变成另一个场

它们就一定会永远继续存在下去，而绝不会消逝飞它们以一种舞蹈方式—一一个搂着

另一个，第二个又搂着第一个一一穿越空间而向前传播．

§18-5 光速

我们已获得了一个离开了物质源，而以速度 C 亦即光速向外行移之波．可是，让我们回

．噢这可不十分见得．如果它们到达一个有电荷存在的区域，便可能被“吸收＇，．这意味着其他的场可以在某处产

生而在与这些场互相迭加时，通过相消干涉就可将其“抵消“掉（见第一卷第三十一章）．

` 

. •....•.. - -一...
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顾一下． 从历史观点看，过去并不知道在麦克斯韦方程组中的系数 c 就是光传播的速率．

当时只是一个在方程组中的常数． 我们从一开始就叫它做o, 那是因为已知道它最终应该

变成什么． 但在使你学习了一些含有另一个不同常数的公式之后，才在它所在的地方以 C
代入，这我们认为不见得通情达理．然而，根据电学和磁学的观点，我们只是从两个常数的

和;出发，它们分别出现在静电和静磁的方程式中：
辇 'f 

V•E-.J!... 
e。

(18.14) 

与 , 
~
仑、

·

,, 

VXB= J 
，、令·-~云~• I 

(18.15) 

如果我们对于单位电荷采纳一个任意定义，便可通过实验来确定式(18.14) 中所需的那个常
一二.·.;.a,

数句~~~Jffl$~jE $~:l:tEM-t-ft lf.MJi(l-fft l@.fnf Z. raJ a{J 1J. 我们也应当凭实验方法
来测定出现在式(18.15)中的那个常数e况，这可通过测量两单位电流之间的力而得到．（单
位电流指的是每秒流过单位电荷．）这两个实验常数之间的比值为 cl-—只不过是另一个
“电磁常数”罢了．

现在应该注意无论我们选择什么作为电荷单位，该常数;总会相同．如果把两倍“电
荷巴~如两倍敦字的质千一-放进我们的奄荷＂单位＂．中，那么 Eo 就必须只有原来的四分

之一大． 当我们把两个这样的＂单位“电荷通过两根导线时，在每根导线中每秒通过的电荷

将是两倍，因而在两导线间之力就会四倍大了． 常数 E~ 一定要减少至四分之一． 可是比

率砐坏0 却仍没有改变．

因此，只是由电荷和电流所作的实验就能找出一个大小等于?的数值来，这证实是电
磁影响传播速度的平方；从对静态测量一三通过对两单位电荷间和两单位电流间之力的测
量一—我们便找到寸炉~i·:OOx108米／秒.\当麦克斯韦首先用他的方程组做出这一计算时，
就宣布丁电场和磁场束均应以这一速率传播.-·一同时他也指出了这一数值与光速相同的那一
种神秘的符合偶，？麦克斯韦说“我们不得不引申，光含有在同一媒质中与导致电和磁现象
相同的那种横振动,,• 

麦克斯韦完成了物理学中几项重大统一事业中的一项．在他之前，既有光，也有电和
磁．这后两者是由法拉第、奥斯忒和安培通过实验工作而统一的．然后突然地，光不再是＂局
外人＂，而只是在这么一种新形式中的电和磁—下独自穿越空间而传播着的一小块一小块的
电场和磁场了．

曾向你们提醒过，要注意这亡特斛的某些特点，但事实却证明，住二登电磁波都具有
这些特点：即磁场和电场分别与波前运动创方向垂直；而且 E 和 B 这两矢量又彼此互相垂
直．此外，电场的大小 E 等于磁场的犬小B的c 倍．这三桩事实一一一两种场都垂直于传播

方向， B 垂直千且而E~o~一对于任柯电磁波都普遍正确．我们的特殊情况是一个优

美的例子-—它表明了电磁波的所有主要特点．，． ' 

, I~S-6 求解麦克斯韦方程组i, 势和波方程
现在我们愿意来做一些数学工作；要把麦克斯韦方程组写成较简单形式．你可能会认

为我们正在使其复杂化，但倘若你稍为忍耐一点，它们就会突然变得简单些．尽管目前你已

完全熟悉了麦克斯韦方程组中的每一方程，但某中有许多部分仍须全都合并起来．这就是我

... ·-'... , 
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们所要做的．

现在从 V•B=O-最简单的方程一一开始．我们知道，这意味着 B是某种东西的旋

度．所以，如果我们写出：

B=VXA, (18.16)· 

便已解答了麦克斯韦方程组中之一了．（顺便提一下，你总会认识到，若另一矢量 A'=A+

Vifr-一一其中中为任一标量场一一则这个 A' 仍会保持正确，因为 V中的旋度为零，而 B 还是

一样．对此我们早已有所论述．）

其次，考虑法拉第定律 VxE= -8B/8t, 因为它并不涉及任何电流或电荷．如果将B

写成 VxA 并对 t 微分，则可把法拉第定律写成如下形式：
a VxE=-—VxA. at 

由千对时间或对空间取微分的先后次序是可以调换的，上式也可写成
. 

• 、

vx(E+ aA 可-)=o. . c1s.11) 

aA 
由此可见， E+云亡乃是一个旋度为零的矢最． 因此，这一矢量便应当是某一件东西的陡

度 当我们处理静电学问题时，就曾得到 VxB一o, 当时断定， E本身即是某种东西的陡

度，并假定为一中（负号是为了技术性的方便）的陡度．现在对千E+aA/祝也作同样处理；

即令

E+琴＝－邓． (18.18) 

这里采用了同一符号中，以便在其中没有任何东西会随时间变化，因而当 aA/at 项消失的
那种静电情况下，E便是我们旧的一V中．因此，法拉第方程便可以写成这么一个形式：

aA E=,--V中，＿＿
祝·

(18.19) 

我们已经解答了麦克斯韦方程组中的两个，即已找出了要描述电磁场召和 B, 总共需

要四个势函数一个标量势中和一个矢量势 A, 后者当然就是三个函数．

现在既然 A确定了 B 和 E 的一部分，那么若我们将 A 改成A'=A+V也又会发生什

么呢？一般说来， E是会改变的，如果我们不采取特别预防措施的话．然而，仍然可容许 A

按照上述方式改变而不致影响 B 和 B一~也就是说，不致改变其物理内容一一如果我们总

是按下列法则一齐改变 A 和中的话：-_-_-_-_ 

A'==A+ViJ,, 心＝．中－譬．
.. 

(18.20) 

这样，不论 B 或由式(18.19)所确定的互就都不会改变．

以前，我们曾选取 V•A一0, 以便使静电方程组稍微变得简单些． 现在不想再这样做

了；而必须作另一种选择．但在告诉大家这种选择到底是什么之前，我们将稍为等一下，因

为往后就会明白生住么要作这样一种选择．

现在回到剩余的两个描写势与源(p 和 j) 之间关系的麦克斯韦方程．一旦我们从电流

和电荷方面确定了 A 和中，就总能够根据式(18.16) 和 (18.19) 以获得E 和 B, 所以我们希

望有另一种形式的麦克斯韦方程组．

首先，将式(18.19)代入 V•E=-p/Eo 中；我们便得：

..、...、心 J傩

. . 
晌干- -· • -- - --- - 、- 一- - -- - -一 `~ ~ 
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V•(.~ 邓－誓）＝令
这个式子也可写成：＇

气72中一立.V•A-.E... 
8t E。.

这是把中和 A 联系到源上去的一个方程．

最后一个方程将是最复杂的．我们先来把这第四个麦克斯韦方程重新写成：

(18.21) 

六xB-竖=i....
祝 e。

然后利用式~18.16)和 (18~19)以势代替 E 和 B:

<rVx (VxA) 、 a- a.A. i 
at (邓－百-)=石·

再利用这么一个代数全等式： vx (VxA) =V(V•A)-VllA; 便得到：

'' 

''>:.'. 

o o1A . 
-02V1A+c节(V•A)+—邓＋—=.1...

Ot Ot2 Eo' 

. 

(18.22) 

这并不见得简单1

幸而我们现在可以利用任意选择 A 之散度的自由．下面将要做的就是利用这一选择

以便使 A 和中的方程互相分开而又具有相同形式．为此，选择可以按下式规定督：

V•A-- 1 a中
干百. (18.23) 

当我们这样做时，式(18.22) 中关于A 和中的中间两项便互相抵消，因而该式也就比原来简

单得多了：

*  ̀

1 a2A J 
VllA-—-=--=--:t. 

。, ll~~ll 

又关于中之式一即式(18.21)一一也会取同一形式：

Vll中一
1 aia中

子亩
=-1!.. (18.25) 

句

多么绚丽夺目的一组方程式1 它们之所以美丽，首先是因为它们潔亮地互相分开了

电荷密度属于 cf,; 电流则属于 A. 而且，尽管左边看来有点希奇－拉普拉斯算符加上

一个(o/ot)ll一一但当我们将其全都展开出来时却会看到

(18.24) 

护中 护中
玩十丙户

护中 1 竺
歹一了狱 =-.e.. (18.26) 

句

这在亿， 11, z, t 上就有一个漂亮的对称性一一该一1/<r 是必要的，因为时间和空间当然塾些

不同；它们各有不同的单位．

麦克斯韦方程组已经把我们引导到，关千势中和 A 的这样一个新型方程，以及所有四

个函数中， A., A,, A. 的同一个数学形式．一旦掌握了如何解出这些方程，便能够由 vxA

和-v中—aA/祝获得B 和 E. 我们具备一套完全同麦克斯韦方程组等效的另一种形式的

电磁定律，而在许多场合下它们远更便于处理．

事实上，我们曾经解过一个与式(18.26)十分相似的方程．早在第一卷第四十七章中研

究声学时，我们就有过一个取这种形式的方程

耆这样选取V•A 称为“选取一个规范,,• 把 Vtf, 加于 A 上称为一种“规范变换＇七式(18.纽）称为“洛伦兹规范~'.

- - - -- . 一~- -- -- --- - - -一- -- - -
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a2¢1 a郊
荔=c2a产

并且知道，它描述了波在切方向上以速率 c 进行着的传播．式 (18.26) 乃对于三维的相应

波方程． 所以在不再存在电荷和电流的那些区域中，这些方程之解并丕垄中和 A 各等于

零．（虽然那的确也是一种可能之解．）会有一些其中某组中和 A 随时间变化但却总是以速

率 c 向外运动之解．那些场穿越自由空间向前行进，正如本章开头的那个例子一样．
在方程 IV 中，引入了麦克斯韦的新项，我们就能将场方程组用 A 和中来写成一种简单

的而又能立即使电磁波的存在成为明显的那种形式． 对千许多实用目的来说，采用原来以

E 和 B 表达的那些方程将仍然很方便．但这都是在我们已经攀登过的高峰的那条上坡路

上．现在我们准备要跨越至高峰另一边了．事情看来将会不同——我们准备要看到一些新

的和美妙的景色．
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19 
最小作用原理＊（专题演讲）

当我在中学念书时，我的物理教师一一他的名字是柏达(Bader)先生一有一次在讲完
了物理课之后，把我叫住说：“看来你有点厌烦；我要给你讲点有趣的东西．”然后，他告诉我
一件我认为绝对会令人神往的事情，并且自那以后一宜使我神魂颠倒． 每当这一课题出现
时，我总是抓住不放事实上，当我开始准备这一课时，我发现自己对这个问题正在作更详
尽的分析．并不是为这一次演讲操心，实则我已被卷入到一个新的问题中去了．这个课题

就是—一最小作用原理．

柏达先生这样告诉我：假定有一质点（例如，在一引力场中）通过自由运动从某处移至另
一处一一你把它抛掷出去，它就会上升而又落下［图 19~1(a)J. 它在某一定时间内由出发点
到达最后的目的地．现在，你尝试一个不同的运动．假设由这里到达那里是这样进行的［图

19-l(b)], 但却在同一段时间内到达目的地．然后他又这样说：如果你算出在该路程上每一

时刻的动能，减去势能，再计算出经历整条路线对时间的积分，你将会发现所获得的数字比

起对实际运动所得的要大．
- _- -, 

汝

(a) @ ... 

图 19-1
, 

换句话说，牛顿定律可以不写成F=叨G 的形式而写成：一物体从一点至另一点所经行

的路线其平均动能减去平均势能应尽可能地少．
让我把这里面的意义说得清楚些． 如果我们考虑那引力场的情况，那么若粒千的路程

为式）（让我们暂时只考虑一维；即是一条升高、降落、但绝不会偏斜的轨道），其中 G是地面

上的高度，则在任一时刻动能为奇叨（如/dt)2, 而势能为叩芘．现在我取每一时刻沿该路
程的动能减去势能再对时间自始至终进行积分．假定在起始时刻扛由某一高度出发，并在
结束时刻行确实到达了另外某一点［图 19-2(a)].

那么该积分就是

＊这是一次专题演讲（几乎是逐句照原话记录的）．以后各章并不依赖千这篇专题讲演的材料－这是特意为“娱乐”

的目的而设置的．

·- -
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位） @) 
图 19-2

实际的运动为某种曲线一如果作一个位置－时间图，它将是一条抛物线一—而对于该积分

会给出某一数值但我们本来也满可以要婴另一种在升至十分高之后又以某一特殊方式降

落下来的运动［图 19-2(b)J. 我们可以算出动能减去势能并对这么一个路程…或对其他任

何我们所想出的路程积分．令人诧异的是，真正的路程就是那一条会使这一积分取得最小值

的路程．

就让我们来试一试吧．首先，假定取一个没有任何势能的自由质点情况．那么，该法则

申述在某一定时间内从一点跑至另一点，动能的积分是最少的，因而它就一定要以一匀速

率行进了．（我们知道这是一个正确答案一一一以一匀速率前进．）为什么是这样呢？因为假

如该质点以任何其他方式运动，速度便将有时比平均值高，有时比平均值低．平均速度对千
每一情况都是相同的，因为它是在某一定时间内由“这里”到达“那里”，所必然会获得的结

果．

作为一个例子，比如你的任务是要乘车在某一给定时间内从家里到达学校． 你可以用

几种方法做到． 你可以一开始就象疯子似的使车子加速，然后在接近终点时用勃掣煞车逐

渐放慢，或者你可以匀速地前进，甚至你也可转回头一下，然后再往前开驶，如此等等．事实

是，平均速率当然一定是你所经过的总距离

给时间除．但如果你试用各种方式开行但就

是不以匀速前进，那么有时你总会太快而有

时则太慢．原来任何与平均值有歧离的东

西，其均友值，如你所知，总是大于其平均值

的平方的，所以如果你摇摆开车的速度，那么

动能积分就总会比用一匀速度时为高．所以

我们见到，如果速度固定不变（当没有力作用

时），则该积分便是一个极小值．正确的路线

就是这样（图 19-3).

图 19-3 现在，一个在引力场中被抛起的物体起

初确会升得较快，然后就逐渐放慢．那是因为物体具有势能，它就必须在平均上有最小的动

能与势能之差值由于在空间升得越高势能越大，我们便将获得一个较低的差值，如果能够

尽快升到一个那里有高势能的地方去的话．这样该势能才能从动能那里扣除出去，从而获得
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一个较低的平均值． 所以最好就是去选取能够升得高，从而可从势能处得到一个大负值的

那一条路程（图 19-4).

另一方面，你也不能够升得太快，或跑得太
远，因为这么一来你将会包罗过多的动能

你得很快达到高处以便在可资用的那段规定时

间里再落下来． 所以你也不宜升得太高，但总

要升得高些． 因此事实证明，答案是在试图获

得更多的势能与最少的额外动能之间取得某一

种平衡一以期获得动能减去势能的差值尽可

能小．

这就是我的老师告诉我的全部内容，因为

他是一位十分好的教师并懂得在什么时候就应 图 19-4

停止对话．但我却还未懂得要在什么时候结束呜嗦．所以并不会留给你一个有趣述评，而

我却想要来证明它确是如此，这无异用生活中的复杂性来使你感到不安和焦躁．些们将遇到

的数学问题会十分困难』眭凶＝企迸堑鲍巠垦．我们有某一个叫做生盟覂S 的量．它是
、一

动能减去势能并对时间的积分．

作用量-s-f c动能－势能）dt. 

记住势能和动能两者都是时间的函数．对每一不同的可能路线你将获得关于这一作用量的
不同值．我们的数学问题是去寻找使这个数值最小的那一条曲线．

你会说一一呵，那不过是寻常微积分学中的极大和极小问题罢了． 在算出了作用量之

后，只要取微分就能找出那个极小值．

但可要小心． 寻常我们不过有一个某变量的函数，而需要去找出其中该函数是最小或

最大的那个翌覂值例如，设我们有一根棒，在其中部已加了热，因而热量将向周围传送出

去．对于棒上每一点就有一对应温度，而我们必须去找出温度最高的那一点．但现在对于

空间每一条路塾我们是有一个数值的一很不相同的东西——而我们得去找出那一条会使

该数值极小的空间路线那是完全不同的一个数学分支．它并不是寻常的微积分．事实

上，它被称为变分学．
- _-_-_- - -_ 

有许多问题属于这一种数学． 例如，圆周往往被定义为所有与一固定点的距离为一定
值的点的轨迹，但对于圆周还有另一个给予定义的方法圆周乃是具有某给定长度而又能容

纳最大面积的那一条曲线．对于某一周长来说，任何其他曲线所容纳的面积比圆周都要小．

因此，若我们提出这样一个问题：试找出对某一给定周长能容纳最大面积的那条曲线，我们

就有一个变分学问题一一与你们所熟悉的有所不同的一种微积分．

因此，我们就来对一物体的路径进行计算．这里介绍一下方法．我们的意图是：设想一

条正确路线，而所画出来的其他任何路线则都是错误的，因而若对一错误路线算出该作用

量，便将得到一个比按正确路线的计算结果要大的值（图 19-5).

问题试找出那真实路线．到底坐落在哪里？当然，一种方法是去算出千千万万条路线

上的作用量，再找出哪一条是最小的．当你找到了那条最小的，它就是该真正路线了．

那是一种可能途径．但我们却能够比此做得更好些．当有一个具有极小值的量一一－例
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图 19-5 图 19-6

如象温度那样的寻常函数一一时，极小值就有这么一个特点：若在塾二级上离开该极小点，
则函数与极小值的偏差只是属于堕三级的． 在该曲线的任何其他部分，若移开原位置一个
小距离，则函数之值也将按第一级变化．但在极小点上，一个小的偏离在第一次近似上将不

会产生任何差异（图 19-6).

这就是我们将要用来算出那真实路线的办法． 如果已有一条真实路线，那么在一条与
之只有小小差别的曲线上的作用量在第一次近似上将不会造成任何差别．若确实有一个极

小值的话，则任何差别都将落在第二次近似上．
那是容易证明的．若当我使曲线在某种方式上稍为有点歧离时即发生一个第一级的变

化，则在作用量上就有一个与该歧离感世些的变化．这变化大概会使作用量变得大些；否则
我们就不会得到一个极小值了． 但此时若该变化与歧离座里些，则倒转歧离的符号将会使
作用量变得较小．我们就会使作用量沿一个方向增加而沿另一个方向减少．唯一能够有一

个真正极小值的办法是在塑二达近似上不作任
何改变，而改变乃是与对真实路线的歧离的平

方成正比的．

所以我们就这样来做：令达0(下边加一底

线）代表该真实路线一~即我们要试图寻找的

那条曲线．取一条尝试路线亿(t)' 与该真实路

线有一微小差别，这差别我们称之为 'TJ(t), 见

图 19-7.

现在我们的想法是：若对路线 x(t)计算该

图 19-7 作用量 s, 则这个 S 与我们对路线~所算出

的作用量一一为了简化写法，我们可叫它做§一一之差，即 S 与§之差，在小＂的第一次近
似上应等于零．这差别可以是第二级的，但在第一级上这差别应该为零．
而这对于任何一个刀都应该是正确的．噢，还未尽然．这方法不会具有任何意义，除

非你所考虑的各路线都有彼此相同的起点和终点一一每条路线都在右时刻从某点出发而
在扫时刻到达某另一点，这些地点和时间都保持固定不变． 因此，我们的歧离个在每一端
都应等于零，即叭右） =0 和叭t,) =0. 有了这个条件，我们的数学问题才告确定．

要是你完全不懂得微积分，你也许对于求一寻常函数 f(x) 的极小值也是这样做．你本
来就会讨论如果对 f(x) 中的口加一小量 h 该会发生的情况，并论证在 h 的第一次幕上对

• ·- • 雹·
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f位）的修正应当在极小点处等于零．你会以亿十h 取代＂并展开至 h的第一次幕...正如我

们将要对＂做的那样．

于是我们的打算是，把式） =~+'TJ(t)代入该作用量公式中
' 

式中 V(吩代表势能．而血/dt 这个微商当然就是~的微商再加上 77(t) 的微商，所以对千
作用扯会得到这么一个表式：

S干［气竺＋衅-V(巴气）Jdt. t,2 dt dt 

现在我们必须写得更详尽些．对于该平方项我们得到

可是请等一等．对高于第一次幕之项我们并不在意，因而将所有含有f 和更高次幕的项都

取出来并放进一个标明”二次和更高次项＂的小箱子中．从积分中的这一平方项我只得到属

于第二次幕的，但从其他方面还可得到更多一些东西．因此，动能部分就是

叨产）ll 血 d
可百止十伽 " dt dt ＋（二阶和更高阶项）．

现在我们需要一个在竺＋“上的势能 v. 我认为＂是小的，因而可以将 V(吩写成泰勒

级数．它近似地等千 V(竺)；在次一级近似上（按微商的通常性质）则该修正应该是刀乘以 V

对＂的变率，如此等等：

V(竺叮） =V(吩＋“飞）＋千V"(~)+… " 

为了简化书写，我已将 V 对引的微商写成 V'. 至于忙项以及其后面各项则都落在“二阶和

更高阶项”的范畴之内，而我们便不须对之操心了．将所有这一切都凑合起来，得；

S=『仁（穹 -V(竺）＋吭空三t,2 dt dtdt 矿(x)+(二阶和更高阶项）]dt. 

现在，如果我们对事情观察得仔细些，便会见到我在这里安排好的头两项相当于用那真实

路线竺所计算出来的作用量§_, 而我要集中注意力的东西乃是 S 的变化一S 与对该正确
路线所应得的§之间的差别．这一差值我们将写成 <J{J, 并称之为 S的变分．丢开那些“二
阶和更高阶项＂，则我对于 as 便有

邸=f尸夸竖－护（竺） ]dt. 

现在的问题是这里有某一积分．虽然我还不知道巴是什么，但我确实知道不管＂是什- - _-_-_-_-__ - __ -_-_ 

么，这一积分总应该等于零．噢，你试想想，这可能发生的唯一途径就是那个给7 乘上的东

西应当是零可是那含有吻/dt 的第一项又该怎么办呢？噢，如果 '1J 终归可以是＿任意的

东西，那它的微商也该是任意的了，因而你可以断定物/dt 的系数也应当等于零．但这可就
不对了．之所以不对是因为在”与它的微商之间存在某一种关系；它们并非完全互相独立，

因为叭t) 必须在右和 t, 两个时刻上都等于零．

在变分学中解决一切问题的方法总要用到那同一普遍原则．即首先对你所要变化的东

西作一个移动（象我们上面通过加上 n而做到的那样），旨在寻找第一级的项；埜旦又总要把

积分安排成含有“某种东西乘以该移动（吩＂，而又不含有其他微商（没有如/dt) 的那种形式．

如

- --、. - - • - “一-
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必须重新安排以便总是“某一件东西“乘以叮．过了一会你将会看出这样做的巨大价值．（也

有一些公式会告诉你，在某些情况下如何可不经实际计算就能获得结果，但这样一些公式都

不够普遍，所以就不值得你去关注；最好的办法还是按照上述这一种方法把它算出来．）

怎么才能将该 d'Y]/dt 项重新安排使其含有，，，呢？回答是通过分部积分就可以做到．事

实证明，变分学的全部巧妙就在于包括写下 S 的变分，然后利用分部积分就可以将，，，的微

商清除掉．在微商会出现的每一问题中总是采取这一办法的．

你该会记起分部积分的一般原理吧．如果你有任一个函数f乘以如/d,t 并对 t 积分，

你可以写下吁的微商：

盖('TJf) ='TJ 靡+f 赍．
你所要的积分是对末一项而积的，因此，

fi费 dt='f]f-f'fJ 譬d(
在我们关于 as 的公式中，该函数 f就是叨乘以屯/dt; 因此，我得到下列关千 as 的公

式：

邸=m生 TJ(t) 广－尸（叨生） ” dt t, ti dt dt 
TJ(t)dt- f V'(叩(t)dt.

首项应该是在右和右两限上算出来的．然后我还必须有那个从分部积分剩下来的积分．

末项则是照抄下来的，没有什么改变．

现在碰到一件总会发生的事情一被积出的那一部分不见了．（事实上，如果该被积出

的部分不消失，那你就应当重申该原理，加上一些条件而保证其如此！）我们已经说过，在路

线两端＂必须是零，因为该原理要求只有在该变化曲线开始并终结于那些选定点上时作用

量才是一极小值．这条件就是 'YJ(七） =0, 和叭tll) =0. 所以该项积分结果为零．我们将其

他各项都凑集起来并得到：

邸干［三名-V'(吩 ],,.,(t)dt.
S 的变分现在就成为我们所希望得到的形式了—~在该方括号内的各项，比方说 F, 全都乘

上了 TJ(t)并从右积至 tll.

我们得到了某种东西乘以 TJ(t) 的积分总等

于零：

jF(t为(t)dt=O.

这里我有某一个 t 函数；再以叮(t)乘之；并对它

从一端积至另一端． 而不论 n是什么，结果始

终为零．这意味着该函数 F(t)就是零．尽管

这很明显，但反正我仍将给你示范一种证明．

图 19-8 假设作为 TJ (t), 我选取除了某一特定 t 值

外其余一切 t 上都等千零的某种东西． 它始终保持零值直至到达这个 t(图 19—8), 此时它

突然跃起，过了一会又骤然降下． 当我们对这个＂乘以任一函数F 而做出积分时，你会唯

一得到不等于零的地方就是那里 TJ(t) 出现突起的地方，这时你会得到在该处的 F值乘以对

突跃的积分． 对于突跃本身的积分不会等于零，但当乘上了 F 之后它就必须等于零；所以

. . •·-
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在突跃处的函数 F 也就必然是零了．但突跃发生的地方是我们喜欢放在哪里就可以在哪
· 里的，因而 F 就必须处处为零

我们看到，如果对于任一个＂，我们的积分总是零，则＂的系数必须为零．只有对于满

足这复杂微分方程

[-m告－压）］一0
的那条路线，该作用量积分才将是一极小值．实则它并非那么复杂，你以前就见过的．它不

过是F-叨＂罢了．第一项是质量乘加速度，而第二项则是势能的微商，那就是力．
所以，至少对于一个保守系统来说，·我们已证明了最小作用量原理会给出该正确答案；

它申述，具有最小作用量的那条路线就是满足了牛顿定律的那条路线．
一个述诧我从未证明过它是一个堡少座一也许是一个极大点．事实上，它的确不必

是一个极小点．这与我们过去在讨论光学时所曾发现过的那个“最少时间原理”十分类似．

在那里我们起初也曾说过是“最少”时间． 然而事实却证明，会有时间并非垦生的那一些情

况．基本原理是，对于任何离开光学路程的第二级变化~时间的至华为零；事态与此完全一
样．所诩“最小“我们碗实指的是，当你改变路线时， S值的第一级变化为零．并不要求是一
个“极小".

其次，我想就上述问题谈论一些普遍化可能性．第一，可以推广至三维，即不只是元，我
宁愿有 g;,y和 z 各作为 t 之函数；此时作用量更为复杂些． 对于三维运动，｀你必须用到该
完整的动能式一--<m/2)倍千整个速度的平方．这就是说，

` 

动能一号［（告）飞（告）飞（告）勹．
并且，势能也是亿， g和 z 的函数．而路线究竟如何呢？路线是在空间中某一条普遍曲线，
不容易画出来的，但意思却都是一样．不过”又是怎么回事？噢，叮可以有三个分量．你可
以在引向、 g 向或 Z 向上一一也可以同时在所有三个方向上，移动路线．所以＂该是一个
矢量然而，这样做实际上并未曾把事情弄得过于复杂．由于只有簦二座的变分必须为零，
我们便可以通过三个连续移动而进行计算． 可仅仅在“向上移动＂，而申明它的系数应等
于零．这样就得到一个方程，然后又在g向上移动而得到另一个方程．又在 z 向上得到第
三个当然，或者按照你所喜欢的任一种次序进行．无论如何，你已得到了三个方程．而牛顿
定律实际上就是在三维中的三个方程－~对每一分量就有一个．我想你实际上能够明白，
这一定会行得通，但这个三维问题仍留给你自己去作证明．顺便提一下，你本来也可以采用
任一种你所喜欢的坐标系，诸如极坐标或其他坐标，从而看出如果在半径、角度、或其他坐标
上各有一个 7 的移动将会发生的事情，便会立即得出适用飞千该坐标系的牛顿定律．

同样，这一方法也可推广至任何数目的粒子．例如，如果你有两个粒子，在它们之间作
用着力，因而就有一个相互势能，那么你只要将这两粒子的动能相加并取它们间的互作用作

为其势能．对此你想要变化什么东西呢？势必变化覂粒子的路线．于是，对于在三维中运动
的两粒子，就总共有六个方程你可以在 o 向、 g 向和 z 向上变更那第一个粒子的位置，面

对于第二个粒子也是这样做；因面就有六个方程．而这正是理该如此的．其中三个方程确
定了第一个粒子受力作用时的加速度，，而另外三个则是描述第二个粒子在力的作用下所得

到的加速度的． 你只要仿照这同一种游戏，就会得到关于任何数目的粒子在三维中的牛顿
定律． ·-

- - -- . ... _ .. ...• . ·-•· 
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我刚才说过，我们得到了牛顿定律．这并非十分正确，因为牛顿定律还包括象摩擦一类

的非保守力． 牛顿说如”等于任何 F, 可是最小作用原理却只适用于堡空复系—一那里所
有的力都可以从一个势能函数获得．然而，你知道，在微观的一级一一即在物理学最深入的

那一级一—并没有非保守力． 象摩擦力那样的非保守力，之所以出现乃是由于我们忽略了

微观上的复杂性一实在有太多的粒子有待分析．但基空定律却都座坠置于最小作用原理
. 

的那种形式上面．

让我继续来作进一步的推广．假定我们间起粒子按相对论运动时会发生什么情况，而

上面还未获得正确的相对论性运动方程； F=加＂欢寸于非相对论才正确．问题是：对于相

对论的情况是否有一个对应的最小作用原理？回答是肯定的．对于相对论情况其公式是这

样：

这个作用量积分的第一部分是粒子的静质量叨o 乘以}再乘以对于速度函数 .J1一护;ct
的积分．后一项并不仅仅是势能，却是一个对于标势中和对于＂乘以矢势 A 的积分．当
然，此时我们只是包括电磁力．所有的电场和磁场都是由中和 A 提供的．这一个作用量函
数对千一单独粒子在电磁场中的相对论性运动给出一套完整理论．

当然，每当我写出 0 时，你总会明白，在试图作出任何计算之前，得先用血/dt 来代替
如，并对其他各分量也都这样做．而且，你还必须把沿路线在 t时刻的一点写成 ::z;(t)、 y(t) 、

z(t), 而这些在上式中我只是写作 a;, 11, z. 适当地讲，只有当你已经对＂等的那些式子代入

以后，你才能有一个关于相对论性粒子的作用量公式． 我将把这一作用量公式事实上确能
给出那些正确的相对论性运动方程这一问题的证明留给你们中那些较机敏的人去做．我是
否可向你们建议，最初假定没有 A, 亦即没有磁场时去做它？此时你应当得到运动方程
切/dt==-:---衣中的各分量，其中你会记起 p=-叨v/✓ 1-v坏,2 • 

要把存在矢势的情况也包括进去就困难多了．那些变化远较复杂．可是在终了时，该
力项确将出现为 q(E+vxB), 正该如此．但我将把这留给你们去玩玩．

我想要强调在一般情况下，比如在相对论公式中，那作用量的被积函数不再具有动能减
去势能的形式．那只有在非相对论性的近似上才正确的．例如，叨心2✓1-护/ell 这一项就

不是我们所称之为动能的了．对于在任一特定情况下作用量应该是什么的问题必须通过某
种尝试的办法来确定．这与首先确定什么是运动定律的问题恰好相同．你只要对所已知的
一些方程盘来盘去，看你能否把它们纳入于最小作用量的形式之中．

还有一点是关千名称方面的．那个经过对时间积分就可以得到作用量 S 的函数称为
拉格朗日 (Lagrange) 函数乡，它只是粒子的速度和位置的函数．因此最小作用原理也就可
以写成

其中＂，和心，指位置和速度的所有各分量．所以如果你听到有人正在谈论“拉氏函数”，你就

会知道他们是在谈论那个要用来找出 S 的函数．对于在电磁场中的相对论性运动，

夕--m左✓1-护/02 -q-(中一V•A).

并且，我还应该讲，对于那些最讲究准确和学究式的人物来说， S 实际上并非叫做“作

用批“．它称为“哈密顿第一主函数”．现在，我讨厌的是，要来作一次关于“最小哈密顿第一

·-一.....
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主函数原理”的演讲．所以就把它叫做”作用量”吧．而且，会有更多更多的人正在称之为作
用量 在历史上你看到还有许多不那么有用的东西也曾被称为作用量，但我想更合理的还
是改用一个新一点的定义． 所以现在你也将叫这个新函数做作用量，而不久人人都将用这
一个简单名字去称呼它了．

现在，我要对这一课题作一些与以前关千最少时间原理所作的相似的讨论． 一个宣称
从一处到另一处的某一积分是一极小值的定律——这会告诉我们有关全过程的某种东西

与一个宣称当你沿路线行进时，有一个力在使它加速的定律相比，在其特性上是有很大

差别的．第二种办法，陈述你如何沿着路线一点一滴地前进；而另一种办法，是关于整个路
线的全面描述．在光的情况下，我们已谈论过这两者间的关系．现在，我愿意来解释在有了
这一类最小作用原理时，为什么还会有微分定律．原因是这样的试考虑在时间和空间中的
那条实际路线．如前一样，让我们仅仅考虑一维，从而可把”作为 t 的函数以画成曲线．沿
这一真实路线， S是一极小值．让我们假定已有了该真实路线，而它在空间和时间上既
通过某一点 a, 又通过另一附近之点 b, 见图

19--9, 现在，如果从右至 t. 整个积分是一极小

值，那么就有必要沿＂至 b 的那一小段该积分也
是一极小值．不可能在＂至 b 这一部分就稍为多

一点． 因为不然的话，你就总能仅仅通过把这一

部分路程拨来拨去即可使整个积分值稍为降低一

点．

所以在这条路线中的每一小段上也应该都是

一个极小值． 并且不管该小段如何短，这都必然 图 19-9

正确．因此，整个路线会给出一极小值的原理，也可说成是路线上的每一无限小线段也各具

有能给出一最小作用量的那种曲线．现在若我们取路线上足够短的一段－—一在十分靠近的a
与 b 两点之间——那么在遥远处势能如何逐点变化就是无足重轻的了，因为你在那整整一
小段路线上几乎总是呆在同一个地点．你必须加以讨论的唯一东西就是势能中的第一阶变

化．答案只能取决于势能的微商而不是在各处的势能．所以关于整条路线的总性质的陈述
就变成对一小段路线会发生的事情的陈述一一一种微分式描述．而这一种微分式描述就仅
仅涉及到势能的微商，也就是在该点上之力．这就是在总体定律与微分定律之间的关系的
一种定性解释

在光的情况下，我们也曾讨论过这祠一问题粒子怎么会找到它的正确路线？从微分的
观点，那是容易理解的．每一时刻当它获得一加速度时仅仅知道在该时刻应该做什么．可
是如果你讲粒子会做出决定以选取将能给出最小作用董的那条路线，那你关千因果的全部

本能就将发生混乱．它是否会“闻”到那些邻近路线借以了解其是否具有更多的作用量？在
光的情况下，当我们放置一些块块在光所经行的道路上，以致光子们不能试验出一切路线
时，我们便发现它们不再能算出该走的是哪一条路，从而就有了衍射现象．

这类事情在力学中也会发生吗？粒子真的不仅仅能选取那正确路线，而且还会审查所
有其他的各种可能路线吗？而且，若在路途上设置一些东西以阻止其向四处张望，我们也能
得到与衍射类似的现象吗？当然，一切令人惊奇之处就在于，事情恰恰是这样．这正是量子
力学定律所说的． 因此，我们的最小作用原理还是陈述得不完全．并非粒子选取了作用最

－－－一
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小的那条路线，而是它对附近的所有路线都一一闻过，从而按照与光选择最短时间同样的方

法来选取那条具有最小作用量的路线．你应会记起，光选取最短时间的办法是这样的：要是

它遵循一条需要不同时间的路线，则当它到达时就有不同周相． 而在某一点上的总幅乃等

于光所能经行而到达的各不同路线之幅的贡献总和．所有那些提供周相差异很大的路线将

不会合成任何东西．但如果你能找出一整序列路线，它们都具有几乎相同的周相，则小小的

贡献便将迭加在一起而在到达之处得到一个可观的总幅．因此，重要路线变成是，有许多附

近路线都能给出同一周相的那一条．

讲到量子力学，也恰恰是这同一桩事情． 整个量子力学（对于非相对论情况，并略去电

子自旋）是这样工作的：一个粒子从时刻右所处的点 1 出发，将在打到达点 2 的几率，等于

一个几率幅的平方．总幅可以写成对每一可能路线——每一到达的途径一的各幅之和．

对于每个我们所该有的亿(t)—一对于每条可能想象出来的轨道—一我们就得算出一个幅

来．然后再把它们都相加起来对于每条路线应该取个什么波呢？上述的作用量积分就告

诉我们关于一单独路线所应有之幅如何．波正比于某一常数乘 e•B1\ 其中 S 就是对千该路

线的作用量．这就是说，如果我们用一复数来表示幅的周相，那相角就是 S几．作用量 S 具
有能量乘时间的那种量纲，而普朗克常数九也具有这同一量纲． 它是判定量子力学在什么
时候才显得重要的一个常数．

这里就是它工作的原理：假设对所有路线， S 比起九来都很大．每一路线贡献某一定

之幅．对于附近一条路线，该周相已很不相同，因为若有一个巨大 s, 即使一个小小的 S 变化
也就意味着一个完全不同之相一一因为九竟是那么小．所以在取该总和时，互相靠近的路线

一般都会将其效应互相抵消－~除了一个区域以外，而这个区域就是当一条路线与其邻近
路线在第一次近似上全都会给出同一个周相时（更准确地说，在九范即内的同一个作用量）．

只有那些路线才算重要．因此，在普朗克常数九趋于零的极限情况下，正确的量子力学可以

总结成简单的一句话：“忘记所有这些几率幅吧．该粒子会在一条特殊路线上奔跑，那就是

在其中 S不会在第一次近似上发生变化的路线”．这就是最小作用原理与量子力学之间的

关系． 量子力学可以用这一种形式来表达这一事实，是由本次讲演开头所曾提及的那同一

位物理教师柏达先生的另一名学生在 1942 年才发现的．［量子力学原本是通过给出关千幅

的微分方程（薛定谔首创的）并也通过某种其他矩阵数学（海森伯首创的）而表达出来的．］

现在要来谈谈物理学中其他的极小原理．有许多是很有意义的．我并非马上就企图将

它们全都罗列出来，而只是打算再描述其中的一种．以后，当我们面临一个具有漂亮极小原

理的物理现象时，我将随时结合它来谈．现在我要来证明：不必通过给出关于场的一个微分

方程，而是通过申明某一积分是一极大或极小值，就能够描述静电学．首先，让我们来考虑

那种电荷密度处处为已知的情况，而问题就是要找出空间每一处的电势中． 你知道答案应

该是：

守ll中= -p/Eo. ``, 

但陈述这同一事情的另一种办法却是：计算这么一个积分 U飞 `` 

这是一个要对全部空间取的体积分．对于该正确的势分布中(a;,'JI, z), U督是一极小值．
我们可以证明，这两种关于静电学的陈述是等效的．现在假定选取任一函数中．要求证

壬/今.. • ..... « • • •• 一
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明：若所取的这个函数中是该正确之势生加上一个小歧离f, 则在第一级上 U骨的变化为零．

因此我们记作

中一伦+f.
生就是我们所要寻找的，但现在给它造成一种变化，以找出究竟它应该怎样才能使 U餐的变

分在第一级上为零．对于 U骨中的第一部分，我们需要

（邓）2= (V生） 2+2对•VJ+(可）1. 

唯一将会变化的第一级项为
2V屯·可．

在 U* 的第二项中，该被积函数为

吵＝吨+pf,

其变化部分为可．因此，若只保留那些变化着的部分，则要求有这么一个积分：

叩普寸(e砰·可-pf)叹

现在，根据以往的普遍法则，我们必须使那个经过了补缀之后的东西全都除掉f之微
商让我们看看到底会有哪些微商该点积是

芒差＋譬务＋譬誓，
那我们得去对 z, 对 g 和对 d 进行积分的．原来窍门就在这里：若要将行／知除掉，就必须
对＂分部积分．这将把微商移到生上去．那是同我们过去用来除掉对 t 的微商的那一般想
法相同的．即要采用这个等式：

虔差正f芒-Jt各已
等号右边该积出之项为零，因为我们必须使 f在无限远处为零． ，（这相当于使平在右和 t1
时为零． 因此我们的原理就应该更准确地说成：对于该正碗的势fP., U* 比对其他任一势
中(a;,'!I, 分，都具有较小之值，而在无限远处生和中则都有相同之值．）然后我们对千，和 z
也是这样做．因而反7锋的积分就是

斗彴
'̀ , 

作
，

卢』

气；

··• 
.. 

' 

为了使这一变分对于任一个f一一不管是什么一一都为零，／的系数就必须为零，因而
'\/1</,- - p/ Eo. 

我们又得到那个古老方程．因而上述的“极小”命题就是正确的了．

如果我们采用稍为不同的方法来做代数，就可以使命题普遍化． 让我们回到原式那里

去，不先取各分量，而直接做分部积分．由注意下列这个等式开始：

V•(JV世）＝可•Vp_+仅节．

如果微分左边，就能证明这刚好等于右边．现在可以将这一等式用千分部积分上．在上述
积分 LIU* 中，要用 f'v'中一V•(六喳）来代替-v仑•VJ, 而这又得对体积进行积分．其中散度
一项的体积分可以由一个面积分代替：

Jv-(j 
既然对全部空间积分，则所积到的面就应位于无限远处．由于那里f会等于零，因而得到一
个与前相同的答案．

．一--一- - --、- - -----
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只有现在我们才知道怎样来解答一个我们丕懂得其中一切电荷如何分布的问题．假设

以某种办法使一些电荷分布于某些导体之上． 只要所有导体之势都固定不变，我们仍然能

够应用那极小原理 要仅仅在一切导体之外的空间中进行 U骨的积分．这时，由于不能使

导体上的生发生变化，在所有那些表面上J就都等千零，因而该面积分

j闷•nda
仍然为零．那剩下来的体积分

叩勹(-€。西-p)jdV
只是在各导体之间的空间里进行．当然，我们又再得到那个泊松方程：

V翌- -p/€0. 

至此，就已经证明了那原来的积分 U矢也是一个极小，如果在电势全都固定了的各导体之外

的空间里进行计算的话（这就是说，当 a;, Y, z 是指其中一个导体的表面上一点时，任何用来

尝试的中(a;, Y, z)都必须分别等千各该导体的给定势值）．

一个饶有兴趣的情况是当电荷只存在于导体上时．这时
.. 

u骨－引(V中） lildV. 

我们的极小原理申述，在一群导体都固定在某些给定势值上的那种情况下，在它们之间的势

就会自动调整到使积分 U骨为最小．这一积分指的是什么呢? V中项就是电场，因而该积分

就是静电能．真正之场乃是在一切来自一个势之陡
度中那个会给出最小总能量的．

我想要利用这一结果来算出某一具体东西，从

而向你们证明这些东西实际上是非常有用的．假设

我取两个构成一柱形电容器的导体 C图 19-10), 那

内导体具有电势 V, 而外导体的电势为零． 令内、

外导体的半径分别为 G 和 b. 现在可以假定在它

们之间的廷二主势分布．如果采用该迂壅也而算出

图 1贮10 .. · Eo/2 j呼）2叮，那应当是该系统的能量，即可OV气
因此，也可以根据我们的原理来算出 a. 但若采用一个错误的势分布而试图按这一办法来

算出 C, 则我们将得到一个太大的电容，因为电势 V 已经给规定了． 任何假定出来的并非

严格等于该正确势的中，都会给出一个比正确值要大的冒充的 o. 不过如果我的错误的中

是在任一粗略近似上， O 仍将是一个优良近似，因为 6 的误差比中的误差要高一级．

假设我还未知道一个柱形电容器的电容．那我就可以利用这一原理来找到它．方法只

是对该势函数中进行猜测宜到获得最低的 O 值为止．例如，假定我选取一个相当于一恒定

场之势．（当然，你知道，这里的场实际上不是恒定的；它会随 1片变化．）一个恒定场意味着

一个与距离成正比之势．为配合该两导体所在处的条件，它必须是

伞－吓－二）b-a· 

这一函数在 if=O, 处为 V, 在 ,r=b 处为零，而在两者之间则有一个等于-V/(b-a) 的斜率．

所以我们对于求该积分 U骨所做的就是将这个陡度的平方乘以 Eo/2 并对全部体积求积分．
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让我们对一单位长度之柱来做这一计算吧．在半径 r 处的体积元为 2冗门忙将这一积分做

出，我对求电容的第一次尝试就得到

这积分是容易算出的；它只是

护（昌）．
于是我就有了一个关于该电容的公式，但这只是一种近似，并非正确的结果：

0 =_!!.:. 卫
2咚o 2(b-a)· 

自然，这与那正确答案 C=2~€o/ln(b/a)不同，但并非太坏．让我们对几个 b/a 值就此与该

正确答案作个比较，所得结果列如下表：

b o.iE嘀 Cc第一太近似）
a 2咋o 2ar;fo 

2 1.4423 1.500 

4 0.721 0.833 

10 0.434 0.612 

100 0.267 0.51 

1:5 2.4662 2.50 

1.1 10.492070 10.500000 

即便当 b/a 大至 2 时—一这在电场上比起一个线性变化的场来已经有相当大的改变－我

仍会获得一个相当好的近似．当然，答案稍为偏高一些，正如所预期的那样．如果你有一根
细线放在一个大圆筒之中，事情就会变得更糟．这时场已有了巨大变化，而倘若你还是用一

个恒定场来表达它，那你就千得不太好了． 当 b/a=100 时，．我们偏离了几乎一个因数 2.
对于小的 b/a, 则事情要美妙得多． 试取一个相反的极端，当两导体相距不远一—比方说
b/a-1.1——时，则该恒定场就是一个相当好的近似，而我们会得到准确至于分之一的正确
G 值．

现在我要来告诉你，如何可改进这种计算．（当然，对于柱形电容器来说你已经包巫该

正确答案，但对于其他一些你还不知道其正确答案的古怪形状，所用方法仍然与此相同．）下

一步应当对该未知的正确中尝试一个较好的近似． 例如，你也许会去试一试一个常数加上
一个指数函数的中）如此等等．但除非你已知道该正确少，否则你怎么会知道何时才能得到
一个较好的近似呢？答案：你把 O 算出来；最低的O值就是那最接近于正确之值．让我们

来尝试这一想法．假定该电势不是,,.的线性函数而是,,.的二次函数——·电场不是恒定的而

是线性的．最二堑的二次形式的中能够配合在 r=b 处中=0, 而在 r=a 处中=V 的乃是

护v[1+a (长）-(1+心（号）勹，
式中 a 为一任意常数．这公式稍为复杂点．它在势中除了一个线性项外还包括一个二次

项．从它很容易就可以得到场，该场不外是

必 aVE=----— +2(1+a) (If"一 a)V
吻 b-a . (b-a)2· 

现在我们必须就上式加以平方并对体积进行积分．但请等一等．我应当给 a 取个什么值

- - 一-- -气气 ~ ~ 、 "~ ~ 
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呢？我可以对中取一条抛物线；但什么抛物线呢？这里就是我所要做的：用任意一个 a 算出
- - _-_ - -_ ----" 

电容．得到的结果是

2告勹妇片 (-f+誓+1)+沪叶］．
这看来还是稍为复杂一点，但它是从对场之平方进行积分而得到的．现在我可来选择＂了．

我知道正确结果总是比我将要去算出的任何值都小，因而不管我代入什么＂值总会得到一

个太大的答案． 但如果我保持着玩弄正并得到一个我所能得到的最低值的话，则这个最低

值就会比其他任何值都更接近于真实．所以我将要做的次一件事就是去拣出会提供极小 O

值的那个 a. 按照寻常微分法来做，我得到极小的 O 出现在 a= -2b/(b+a)时，将此值代

入该公式中，对于极小电容我便得到：

。＝沪+4ab+all
2咚0 3(b2-a11)· 

我已经算出了对千各不同 b压值这一公式会给出的 O 值．我将称这些数值为 0(二

次），这里将列出一个以 0(二次）与正确 O 相对照的表．

b OJE璃 Cc二次）
a 2~€。 2咚o

2 1. 娃28 1.114 

4 0.721 0.733 

10 0,4坞 0.475 

100 0.267 0.346 

1.5 2.4662 2.4667 

1.1 10.492070 10.492065 

例如，当两半径之比为 2 比 1 时，我得到 1.444, 这对于该正确答案 1.4423 来说已经是

一个很好的近似．即使对于较大的 b/a, 它仍保持相当好—一比那第一次近似要好得多．

当 b/a 为 10 比 1 时，还是相当准确的一—只偏离百分之十．但当 b厄达到 100 比 1 时，事

情就开始变糟．我所得到的 O乃是 0.346 而不是 0.267. 在另一方面，对于 1.5 的半径比

率，该答案显出十分优良；至于对 1.1 的 b/a, 答案表明是 10.492065 而不是 10.492070. 无

论任何地方答案应该要求良好的，它就已经非常非常之好了．

我已经举出上面好些个例子，首先在于表明这些极小作用原理和一般极小原理的理论
价值，其次在千表明它们的实用价值一不仅仅是去算出我们已明知其答案的那种电容．

对于任何其他形状，你可以用某些象 a的未知参数去猜测一个近似的场并将这些参数调整
到会获得一个极小值为止．这样你就会得到否则将难以处理的一些问题的优良数值结果．

讲后添加的一段笔记：

我愿意添加一点我没有时间在课堂上讲的东西．（似乎我总是准备了比我有时间讲到的
更多的材料．）正如我在上面曾经提到的，当准备这一演讲时我对一个问题感到兴趣．我要来

告诉你们这是个什么问题． 在我上面所提及的极小原理中，我曾注意到其中大多数总是来

自力学和电动力学中的最小作用原理．但也有一类并非如此．作为一个例子，若电流通过
某一块材料时遵从欧姆定律，则在这块材料中的电流就会分布得使热之产生率尽可能小．

我们也可以讲（如果一切东西都保持等温的话），能盎产生的时率是一极小值．那么，按照经

典理论，这一原理甚至也适用千在一块载流的金属中去确定电子的速度分布． 速度的这种

. . .'...... ··--· • 
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分布并非严格是一个平衡分布［见第一卷第四十章；式(40.6)], 因为电子正在向侧面漂移．

这一新的分布可以从下述原理找到，即它是对某一给定电流能使每秒由于碰撞所产生之嫡

尽可能少的一种分布．然而，关于电子行为的正确描述应该是根据量子力学的． 于是问题

就是当情况要用量子力学来描述时，关千产生极小嫡的同一原理是否仍然正确？我对此还
未找到答案

当然，这一问题在理论上挺有趣．象这样的原理是令人神往的，而且始终值得去尝试看

清其普遍性如何．但从一个更为实用的观点，我也查里去了解它．我与几位同事曾经发表
过一篇论文，其中我们根据量子力学近似地计算出一个电子在其行经一块象 NaCl 那样的

离子晶体中时所感觉到的电阻 [Feynman, Hellworth, Iddings, and Platzman, "Mobility 

of Slow Eleotro血 in a Polar Crystal," P的a.Rev. 12'7, 1004(1962).]但要是有一极小原

理存在，我本来可以用它来使结果更为精确些，就象有关电容器电容的极小原理曾经允许我

们去获得对电容那样高的准确度，尽管对于电场方面我们却仅有一种粗糙的知识那样．
, 
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20 
麦克斯韦方程组在自由空间中之解

§20-1 自由空间波；平面波

在第十八章中，我们曾达到拥有完整形式的一套麦克斯韦方程组的那种地步． 一切有

关电磁场的经典理论所必须懂得的都可以在下列四个方程中找到：

I. V•E=.E... II.VxE=--oB 
e。 at

III. V•B=O j aE ;rv. o气xB =-+-=-­
Eo 

当我们把所有这些方程都凑合在一起时，一个显著的新现象出现了：由运动电荷所产生之

场可以离开源而独自经由空间奔驰． 我们曾考虑过一个特殊例子，在其中一张无限大电流

片被突然地接通．当电流已经通上了 t 时间之后，

就有从源处扩展至距离为 ct 的一种匀强电场和磁
场．假设该电流片被置在 yz 平面上，即具有沿正 g

方向的一个面电流密度 J. 电场将只有一个 g分

量，而磁场则只有一个 z 分量．对于比起 ct 为小的
c:r.-,'· 那些正＂值，这些场分量之大小由下式给出：

(.20.1) 

IEI 一 clBI

一c

图 20-1 在电流片接通后的 t 时刻，

作为 Z 函数的电场和磁场

但对于较大的＂值，则这些场都是零．当然，也有从该电流片伸向负”而达到同一个距离的

相似之场．在图 20-1 上我们画出了一条在 t 时刻场

之大小作为 m 函数的曲线．随着时间的推移，在＂处 E 

的“波前“会以恒速度 c 沿幻方向往外传播．

现在，试考虑下述的事件次序． 首先接通单位强
O' 

度的电流并经历了一段时间，然后突然把电流强度增
E 

加至三个单位，并从此一直保持在这一数值上． 这时
2 

场会象个什么样子呢？我们能够按照如下方式来看个
11-

究竟． 首先，设想有一单位强度的电流在 t=O 时接 c 

通，并且永不改变． 这样，对千在见正向之场就由图 E 
3 

20-2(a) 的那条曲线给出．其次，我们要问，若在 t1 时 任

刻接通二个单位的稳恒电流又将发生什么？

在这一情况下场将比原来增强一倍，但在汇方向 。

仅伸展到 c(t一右）那么远的距离，如图 20-2(b)所示．

当我们运用迭加原理而把这两个解相加起来时，就会

发现这两个源之和在从零至右的时间里电流为一单

位而在大于 h 的时间里电流为三单位．在 t 时刻则

E11=cB.= - .. __ . J (20.2) 

21 

(a) 
c:t -~ 

(b) 
c甘-1,1 氯

\ 

II-

Cl! 一,,>
(c) 

扈

lct 

图 20-2 由一张电流片产生的电场．

(a)在 t=O 时，一单位电流被接通；

(b)在 t=t1 时，二个单位的电流被接

通； (c) (a) 和 (b)两者的迭加

. -··-· • 一.. . • • ·····-·· 
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场随距离亿变化的情形如图 20-2(c) 所示．

现在，让我们取一个复杂一些的问题．考虑接通至一单位强度，过了一会儿之后，又增强

至三个单位，再过些时便完全给截断了的这样一种电流．对千这么一种电流，场又将如何呢r

我们能够按照同一种办法来求出解答一—弝抎召、分开着的问题之解都相加起来． 首先，求

一个单位强度的阶梯式电流之场．（这我们已经解过．）其次，再求二个单位的阶梯式电流之

场．最后，才解出那三个怹单位的阶梯式电流之场．当我们将这三个解都相加起来时，便会

得到一个从 t=O 起至某一往后时刻一一比如说右－一一的单位强度，然后又有三个单位强度

一直持续到一个更后时刻 t,, 之后才将其完全弄断一一也就是变成零的那种电流．作为时间

函数的电流曲线如图 20-3(a). 当我们将电场的那三个解相加起来时，便会找到在某一给
定时刻 t 电场随＂的变化应如图 20-3(b)所示．场是电流的准确表象．在空间中的场分布

就是电流随时间变化的一条源亮曲线—一只不过要倒转过来画才对．随着时间流逝整个形

象会以速率 c 向外移动，因而就有一小截场朝正立方向奔跑，这里面含有对全部电流变化的
历史的一个完整详尽的记录． 要是站立在若干英里以外，我们该能够从电场和磁场的变化

情况中准确地说出在源处电流曾经是怎祥变化着的．

J 
一Ey

321 

t I tz - t O C(t-ti) . C(t-ta) 
lO) (b) 

图 20-3 如果电流源强度随时间的变化如图(a)所示，则在箭头所指的 t 时

刻电场作为 Z 函数就如图(b)所示

你也将注意到，远在源处的所有活动都已完全停止而一切电荷和电流都变为零之后，那

一小截场仍将继续通过空间行进．我们已有了不依赖于任何电荷或电流而存在的一种电场
和磁场分布．这就是来自该完整麦克斯韦方程组的那个新效应．如果我们愿意，，尽可以对
刚才所做的分析给出一个完全数学形式的表象，即把在某一给定地点和给定时刻的电场写
成与在源处之电流成正比，只不要在匣二时刻，而是要在一个塾是时刻 t一＂几上的．我们可

以写出

。 x 

E,,=- J(t一动） • (20.3) 
2€oC 

信不信由你，早在第一卷当与折射率理论打交道时，我们就曾导出过这同一个式．那时

有必要算出当一片电介质材料中的一薄层电偶极子受一射进来的电磁波的电场所驱动而发

生振动时产生出来的电场如何．我们当时的问题是要算出原来波之场与由振动偶极子所辐
射的波之场两者的联合场．当还缺乏麦克斯韦方程组时怎么能够算出由运动电荷所产生出
来之杨呢？当时我们曾取（不作任何推导）一个从一加速点电荷在远处所产生的辐射场的公
式作为我们的起点．如果你查阅一下第一卷第三十一章，你就会看到，那里的式(31.17) 同

我们刚才写下来的式(20. 3)完全一样．尽管我们以前的推导只有在距离源处很远的地方才

正确，但现在明白，即使在靠近源处这同一结果仍然是正确的．

目前，要就普遍情况来考察在离源也即离电流和电荷很远的自由空间里电场和磁场的

、

.、.... . - -·. -
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行为．在十分靠近源处一—近至足以使在传播的延迟时间内源还没有时间来得及作出大的

变化—一场与我们过去在所谓静电和静磁的那些情况中所找到的几乎完全相同． 然而，如

果我们已跑到了延迟变成十分重要的那些距离上，则场之性质就可能与我们所己找到的那

些解之性质根本不同．在某种意义上，当场巳离开所有之源很远时，它便开始取得它们本身

的特性．因此，我们便可以开始讨论在一个既没有电流也没有电荷的区域里场之行为了．

假设我们问起在 p 和 i两者都是零的那些区域里哪一种场才会存在呢？在第十八章

中我们曾经见过麦克斯韦方程组也可以表达成对千标势和矢势的一组微分方程：

v• 中 1 81中
一了亩-=-t,

吐－卡告＝忐·
如果 p 和 i 都是零，则这些方程便会取一个较简单形式：

1 82中
v:a中一一百一0,

V1A 1 <PA 
＿＿亏=0.

c2 

这样，在自由空间里，标势中和矢势 A 的每一分量就都满足同一个数学方程．假如令中代

表中， A., A.,, A. 四个量中的任一个；则我们需要研究下列方程的通解：

西－古譬=0.
这个方程称为三维的波方程式—一所谓三维，是因为该函数中可以普遍地依赖于 a;, y 和

z, 因而我们必须对在这三个坐标上的变化都关心． 如果将拉普拉斯算符的三项都明显写

出：

(20.4) 

(20.5) 

(20.6) 

(20.7) 

(20.8) 

岱＋詈＋窑－主器=0,
则我们对这一点就很清楚．在自由空间中电场E和磁场B 也都各自满足这同一方程式．

例如，既然 B-vxA, 我们便可通过取式(20. 7) 的旋度而得到一个关于 B 的微分方程．由

于拉普拉斯算符是一标量算符，这算符与旋度算符便可以互相交换位置：
Vx ('i12A) ='i12(V'><A) ='i13B. 

同理，旋度算符与 o/ot 的次序也可以互换：

VX上生L一上已(VxA) =1_竺
(Jll 祝.2 03 otll- ll <l.Lll• 

利用这些结果，便可获得下列关于 B 的微分方程

'i12B 1 护B
一了亏一o.

因此，磁场 B 的每一分量就都满足该三维的波方程式．同样，若利用 E--v心-dA/dt 这
一事实，也可随之而得到在自由空间中的电场 E也满足该三维波方程：

1 a2E 
'i12E--亏=0.

0ll 

一切电磁场都满足同一个波方程(20.8). 也许我们还要问：方程最一般的解到底是什

幻然而，与其马上去处理这个困难问题，倒不如首先来看看对不随 g 和 z 变华的那些解一

般能有什么可说的．（常常要先算出一个容易情况以便能看清将会发生的事情，然后你才能

(20.9) 

(20.10) 

(20.11) 
--/ 

．
，
畴
．
一
一
／
－
＇

~ ~~ 
--· 喊~

~ ~．一.. . . 
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深入到那些较复杂的情况中去．）让我们假定那些场都仅取决于 0一—并没有跟 g 和 z 的那

种场覂华． 当然，我们又是在考虑平面波了．应该期待会得到与前一节中多少有点相似的

结果事实上，我们即将找到那恰好彼此相同的答案．你可能会问：”为什么还要从头做一

遍呢？”再做一遍很重要，第一，因为我们过去从未证明过己找到的波就是对千平面波的最普

遍的解；其次，则因为我们当时仅从一个十分特殊类型的电流源找到了那些场．目前该乐千

提问：在自由空间中关于一维波的最普遍类型到底是什么？我们不能通过看看这个或那个

特殊源所发生的事情而做到这一点，但必须以更大的普遍性来从事工作． 而且这回是要处

理微分方程而不是处理一些积分形式． 尽管将得到同一些结果，但仍不失为一种反复练习

· 的途径，借以证明无论你采取什么方法都不会产生任何差别． 你应该懂得如何去用多种方

法来做事情，因为当碰到一个困难问题时，你往往会发现在那各种方法中只有一种才是最易
于驾驶的．

我们本来就可以直接考虑对某一个电磁量的波方程之解． 但还是不要这样做，宁可从

一开头就由自由空间中的麦克斯韦方程组出发，以便使你能够看得出它们与电磁波之间的

密切关系因此，我们就由 (20.1)那个方程组出发，令其中的电荷和电流都各等于零．它们
便变成

` 昌 I.

II. 

III. 

IV. 

把第一个方程用分量来写出：

V•E=O 

VxE---oB 
ot 

V•B=O 
aE 

c"VxB= -

V•E=鸟＋鸟＋鸟=0.
彻匆加

(20.12) 

-
(20.13) 

我们已经假定场不会随g和，变化，因而后两项就都是零．于是，这个式告诉我们：

aE. -:::---=0. (20.14) 

它的解是，在汇方向上的电场分量此在空间里乃是一恒量．如果你考察式(20.12)中的 IV

式，同时假定 B 没有在 g 与仁方向上的变化，那么你就能够看出 E. 在时间上也是不变的．
象这样的场，有可能来自远处某一电容器极板上的电荷的稳恒直流场．此刻，我们对于这种

枯燥乏味的静电场不感兴趣；目前感兴趣的只是一些动态变化之场．对千型桽场来说， E.

=0. 

于是我们就有一个重要结果，即对于沿任一方向传播的平面波，一电媛总必须垂直＋传播
互．当然，它仍然能够跟着坐标＂作任何复杂形式的变化．

这一个横向 E场总可以分解成两个分量， g 分量和 z 分量．所以让我们先算出那种电

场仅有一横分量的情况．我们将首先考虑一个始终在 g方向上而不具有 2 分量的电场．显

然，若已解出了这一问题，也就能解出电场总是在 2 方向上的那种情况．通解始终可以表达

成这样两种场的迭加．

现在，我们的方程组已变得多么容易． 电场的唯一不等千零的分量为 E11, 而所有的微

商·—一除了对于＂的微商以外一都等于零．这样，其余的麦克斯韦方程就都变成十分

` 

..、～一~ ~ 一＾

/ 
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简单的了．

其次，让我们来看看麦克斯韦方程组中的第二个[(20.12)中的 II 式］．将E之旋度的

各分量写出，便有

-J 

(VxE)尸径丛鸟=0,
勿加

(VxE)11=.!:. 垄－鸟=0,oz a无

(VxE).=鸟－鸟＝迅
彻 oy am • 

VxE 的“分量为零，因为对 g 和对 2 的微商都是零．它的 g 分量也是零；其中第一项为零

是因为对 z 的微商为零，而第二项则是由千趴为零而得零的.E之旋度的唯一不等于零

的分量为 2 分量，那是等于 oE11/知的．令 vxE 的三个分量各对应于一aB/at 的分量，我

们便可得到下列结论：

aB, 霉
a-t 

0,. 0B11 
一＝－—=0.

祝
(20.15) 

aB,, aE 
=- -at ax . (20.16) 

既然磁场的无分量和 g 分量两者对时间的微商都为零，这两分量就不过是相当于我们以前

所找到的那些静磁解的恒定场．可能某人曾将一些永磁铁遗留在波传播所经过的地方附近．

我们决不理睬这些恒定场，因而就令比和比都各等于零了．

顺便提一下，基于一个不同理由我们该会断定 B 之 z 分量应为零． 由于 B 之散度为

零（由第三个麦克斯韦方程得知），运用与我们上面关于电场所用的相同论据，就会得出结论

说，磁场的纵向分量并没有随“变化．既然我们在对波的各种解答中忽略了这种匀强场，就

该令儿等千零了．在平面电磁波中， B 场以及 E场都一定要与传播方向垂直．

式(20.16) 向我们提供一个附加定理：如果电场只有 g分量，则磁场将只有 2 分低，所以

E 和 B 彼此互相垂直．这正是我们曾经考虑过的那种特殊波中所出现的情况．

现在准备利用对自由空间中的最后一个麦克斯韦方程[(20.12) 中的 IV 式］．将它的分

址写出，便有：

吓xB).气过翌 -c2鸟＝迅
oy 彻 at'

吓xB)11气＇竺 -c2翌丛鸟
祝如 at'

c2(VxB) 霉 =ell E._昼L-c'~仁2邑
彻 ay 祝·

在关千 B 之分量的六个微商中，只有 oB./彻一项不等千零．因此，这三个方程仅向我们提
供

一C过垫一些. (20.18) 

上述一切工作的结果表明，电场与磁场都仅有一个不等千零的分量，而这些分扯应该满

足式 (20.16) 和 (20.18). 如果对前一式取＂微商而对后一式取 t 微商，则这两个方程可以
结合成一个；这时两方程的左边（除了那个因数 c' 之外）将彼此相同．因此我们发现，出会

满足下列方程

(2(}.17) 

｀
、

.. . .... 
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4 
鸟－上竺邑－＝
a咕 c2 ot2 o. (20.19) 

在过去学习声音的传播时，我们就已经见过这一微分方程．它是关千一维波的波方程．
你应该注意到，在我们的推导过程中已经找到了比包含在式(20.U) 中的还覂乏的某种

东西． 麦克斯韦方程组已向我们提供进一步的知识，即电磁波只具有垂直于其传播方向的
场分量．
让我们复习一下关千一维波方程所已知之解．如果有任一个量中满足一维的波方程

竺 1 护中彻2 一了歹=0, (20.20) 

则一个可能之解就是具有如下形式的 tp(a;,·t) 函数：
中(a;, t) =f(z-ct). · · · ·(20.21) 

也就是说，是该巠些变量（正一ct) 的某一函数．函数 f(a;-ct)代表一个在＂轴上的“刚性”图
样朝着正 m 方向以速率 e 在奔跑（见图 20-4). 例如，

若该函数f 当它的自变数为零时有一个极大值，则在

t=O 时该极大值会出现在 a;=O 处．此后在某一时刻，
比方说当 t=10 时，中将在 a;=l加处有它的极大值．

当时间继续向前推移时，这极大值仍以速率 c 朝着正

工方向行进．

有时这样说会更为方便，即一维波方程的一个解
属于(t-叫小的一个函数．然而，这里谈的正是同一件东西，因为 (t一无/c) 的任一函数也就
是 (a;-ot) 的一个函数：

f 

: 

I 
ct 喻 I

I 

+ 
，五＼，

, I 、. -、

, f \<b) 
e 

。 、一＇扈

图 20-4 函数/(11:-ct)代表一个朝正工

方向以速率 c 奔跑着的不变”形状,,

F(t-z/c) =正气］＝知-ct).
让我们来证明 f(矿勺t) 的确是该波方程的一个解•. 由于它是唯一的一个变数一一即该

自变数（无一ct)一一的函数，我们便将令 f'代表 f对于该变数的微商而f" 代表J 的二次微

商．就式(20.21)对＂取微商，便有

譬=f'他一 et),

因为（正丑t)对＂的微商为 1.中对＂的二次微商显然等于
a2中
_-,.- == f" (a; 玉）． (20.22) 

取中对于 t 的微商，得：

叫一=f'(x-ct) (-c), at 
a如百r=+c叮"(x-ct). (20.23) 

我们看出， J 确实满足该一维波方程．

你可能正在感到诧异：“如果我有那一个波方程式，又怎么会知道应取 f(a:-ct)作为它

的一个解呢？我就不喜欢这一种倒退的办法．是否有迥塑翌的办法来找出一个解答呢？”

噢，一个好的向前看的办法就是要知道那个婚答．是有可能“杜撰”出一个显然是向前看的数
学论证来的，特别是因为我们已知道解答大概应该如何，但对于一个这么简单的方程来说就

勺心. 气. • 七... --- -



242 费曼物理学讲义（第二卷）

不须去玩弄什么把戏了． 不久你将会达到这样的地步，即当一旦看到式(20.20) 时，就几乎

同时会看出中=f(a::-ct)是一个解．（就象现在当你看到吐血的积分时，你马上就知道答案

是吐/3 似的．）

实际上，你也应该看出稍为多一点的东西．不仅任何(a:-ct) 的函数是一个解，而且任

一个(a::+ct) 的函数也是一个解．既然该波方程中仅含有护，所以改变 C 之符号就不会引起
任何差别． 事实上，一维波方程垦莹呈的解乃是两个任意函数之和，其中一个是(x-ct) 的
函数而另一个则是 (a::+ct) 的函数

中=f(x-ct) +g(正十 ct) (20.24) 

第一项代表一个沿正＂向奔跑之波，而第二项则是沿负引向奔跑的任意一个波． 通解就是

两个这样的波同时存在的迭加．
` 

我们将把下面一个逗人乐趣的问题留给你去想想．考虑如下形式的一个函数也

中=cos kx cos 知．

这个式并不取（＂一ct)或（＂＋吩的函数形式，但你可以通过将其直接代入式(20.20) 中而轻
易地证明这函数就是该波方程的一个解．那么，我们怎能够说通解具有如式(20.24)那样的

形式呢？

将我们关千波方程之解的那些结论应用到电场的 g 分量此上去，就可以断言，趴，能够

按任何一种方式跟＂变化．然而，确实存在之场总可以认为是两个图型之和．一个波是在
一个方向上以速率 c 通过空间飞驶，带有一个垂直于电场的相关磁场；另一个波则是在相反

方向上以同一速率行进，象这样的波相当于我们所已熟悉的各种电磁波一光、无线电波、

红外辐射、紫外辐射、 X 射线等等． 我们曾在第一卷中详细讨论过光之辐射． 由于在那里
所学到的每一件东西都适用千任一个电磁波，我们便不须在这里再来详尽地讨论这些波的

行为了｀
也许应当对电磁波的偏振问题进一步作儿点述评． 在上述的解中，我们曾商定考虑其

中电场只有一个 g 分量的那种特殊情况．显然还有另一个解，其中电场只有一个 z 分量，但

也是朝着正的或负的汇方向奔跑着的波． 由于麦克斯韦方程组是线性的，对于沿 o 方向传

播着的一维波之通解就是 E, 波和趴波之和．这个通解可以综合成下列的一组式：
. ( 

. •' 

E一 (-0, E11, E.) 
Ell一J(a:-ct)+g(幻十 ct)

E.=F(x一说） +G(w十 ct)

B= (0, B11, B名）

cB.=J(亿— ct)-g(x+ct)

cB11= -F(如-ct)+G(x+吩．

(20.25) 

这样的电磁波具有一个E矢址，其方向并非固定而是在 yz 平面上按某一任意方式旋转．在

每一点上磁场总是垂直于电场，也垂直千传播方向．

如果只有在一个方向、比如在正 G 方向上行进之波，就会有一个简单法则告诉我们关于

电场和磁场的相对取向．这法则是：叉积ExB——当然，那是一个既垂直于 E也垂直于

B的矢蠹—一指着波正在行进的方向．如果从 E转到 B是按照右手螺旋法则，则这个螺

、

. . ·~ 

. 
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第 20 章 麦克斯韦方程组在自由空间中之解 2心

旋便会指着波速方向．（往后我们将见到，矢量 ExB 具有一个特殊的物理意义：它是描述
电磁波中能量流动的一个矢量．）

§20-2 三维波

现在要转到三维波的课题上来．我们已经见到，矢量 E会满足那个波方程．通过直接

由麦克斯韦方程组来作论证也容易得出这同一结论．假设我们是从方程

VxE=--oB 
- at 

出发，并取两边的旋度

a Vx (VxE)=-一(VxB). . (20.26) at 
你将会记起，任一矢扯之旋度的旋度都可以写成两项之和，其中一项含有散度而另一项含有
拉普拉斯算符，即

Vx (VxE) ==V(V·E)-V2E. 

然而，在自由空间里， E 之散度是等于零的． 因而只有拉普拉斯算符那一项才保留着． 并

且，根据在自由空间的第 IV 个麦克斯韦方程［式(20.12)], C叩xB 的时间微商即是 E对 t

的二次微商：

于是式(20.26)就变成

2 a 
祝

(VxB) 护五？
＝亏·

V2E 1 a2E 
=c2a产

这代表三维的波方程式．若要反映出它的全部光辉，这一方程当然就是
护E a2E a2E 1 a2E 
—+-+----一 =0. (20.27) 彻2 匆2 加 c2 矿

我们如何来找出波之通解呢？答案是所有对于三维波方程之解都可以表达成所己找到

的那些一维解的迭加，通过假定场并不依赖千 g和 2 我们已获得在 2方向上运动着之波的

式子．显然，也有其中场并不依赖于 G 和 z 而代表在 g方向上进行着的波之解．然后还有

与 0 和 g都无关而代表沿 t 方向奔跑着的波之解． 或者一般说来，既然我们已将方程写成

了矢量形式，则该三维波方程便可以有朝任何一个方向运动着的平面波之解．再则，由于那

些方程都是线性的，便可以同时拥有随心所欲的沿尽可能多的不同方向而进行的许多个平

面波． 这样，该三维波方程的最一般解就是在各不同方向上运动着的所有各种平面波的迭

加．

试想象此刻存在千这个课堂空间中的电场和磁场象个什么样子． 首先，有一个稳恒磁

场，那是来自地球内部的电流的一一也就是地球的稳恒磁场．然后，还有一些不规则的、几

乎是静态的电场，这或许是由于各人在其椅子上移动并以其大衣袖口擦过椅臂时由于摩擦

而引起的电荷所产生的．然后也有由电线里的振动式电流所产生的其他磁场一一以每秒

60 赫的频率变化着、并且与柏耳达水坝的发电机同步的场．但更为有趣的乃是那些以更高

得多的频率变化着的电场和磁场．例如，当光从窗口至地板、从这面壁至那面壁行进时，就

会有电场和磁场的微小摆动以每秒 186,000 英里的速率跟着奔跑．然后也有从各个温暖的

脑门子跑向较冷的黑板上的红外波．而我们已经把那些紫外光、X射线、以及飞越这个房间

.• ··• 石···-·-·..
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里的各种无线电波都忘记了．

飞过这个房间里的还包括载有爵士乐队音乐的那些电磁波．也有由那些代表着世界上
其他各地方发生的事故的图象、或代表着那种想象的退热药阿斯匹林溶解在想象的肚子里

的图象的一系列脉冲所调制了的那些波． 要演示这些波的真实性，只须打开那种能把这些

波转变成图象和声音的电学设备就行了．

如果我们更加详细地分析到那些甚至是最微小的摇动，便有从庞大距离进入这房间里

的细小电磁波．此刻就有这一种电场的微小振动，其波峰相距一英尺，那是来自几兆英里以

外、由水手二号空间飞船刚刚经过金星时所传送到地球表面上来的． 它的信号载着它从那

个行星所拾到的情报总汇（由该行星出发行至空间飞船上的电磁波所提供的情报）．

此外还有电场和磁场的十分微小摇动，那是发源于几十亿光年以外一从宇宙间最遥

远角落里的星系送来之波．这件事情的真实性已由“用导线充满的房间”一一即由建立一套

有这房间那么大的天线组——而找到了．这种从空间中超过那座最大光学望远镜所能见到
的范围的一些地方来的无线电波被探测到了．甚至那些光学望远镜也不过是电磁波的收集

器而已．所谓星星，只是一些推断，即从它们那里迄今已获得的唯一物理实质所作出的推断

对到达地面上这里来的电场和磁场的那些无数复杂的振动作了仔细研究而得出来的东
西．

当然，还有更多的电磁场：从若干英里外的闪电所产生之场，那些带电的宇宙射线粒子

当其嘘嘘地通过我们的房间里时之场，此外还有更多更多． 围绕着你四周的空间电场竟会

如此复杂！但它却始终满足该三维波方程式．

§20-3 科学的想象

我曾要求你们对这些电场和磁场进行想象．到底应该做些什么呢？你们是否懂得了怎
样去做？我该如何设想电场和磁场呢？我实际看到的到底是些什么？对科学想象应有哪些

要求？它与试去想象这房间里充满着一些看不见的天使究竟有何区别？不，这并不象对那

些看不到的天使的想象． 要理解电磁场，比理解那些看不见的天使，还要有高得多的想象

力．为什么？因为要使那些看不到的天使们可以理解，我所必须做的一切只是把他们的性

质稍为改变二总尽一一即使得他们稍为看得见，这样我就能见到他们的翅膀、驱体和晕轮

了． 一旦我已成功地想象出一个见得到的天使，那么所必须作的抽象化－即接纳一些儿

乎看不见的天使而把他们想象成完全是看不见的一一就相对地容易了．所以你会说，“教授

先生，请给我一个关于电磁波的近似描述吧，那怕它还可能有点不准确，以便使我也能象看

到那些几乎见不得的天使们那样看到它们．然后我才将该图象修改成那所需的抽象化,,• 

对不起，我不能为你做这件事．我不懂得怎么去办．我并没有关于这电磁场在任何意

义上准确的图象我已长时间知道了电磁场—一25 年前我所处的地位与你们现在所处的

地位正好相同，而我已经有了多出这 25 年来琢磨这些摇动着的波的经验．当我开始描述磁

场在空间里运动时，我谈及 E场和 B 场并挥摆我的两只手臂，而你可能就想象起我已能够

看到它们了．我将告诉你我所看到的是什么．我看到了某种模糊的阴影，摇动着的线

莫明其妙但又总得在这里或那里标明之为 E 或 B, 而也许有些线还带着箭头一—当我对其

考察得太细致时，这里或那里的一个箭头竟会消失不见． 当我谈及卼地飞过空间中的那些

场时，在用来描述对象的符号与对象本身之间存在一种可怕的混乱． 我确实不能作出那怕

.... --·-· . . . . . . 
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是仅仅接近于真实波的一种图象． 不久如果你对于作出这样一种图象感到困难的话，你就

不必担心你的困难是异乎寻常的了． .. 

我们的科学对想象竟会提出这么可怕的要求．所需的想象程度比起对一些古老概念所

要求的要极端得多．现代概念远较难于想象．尽管如此，我们还是用了一大堆工具．运用

过数学方程式和法则，并造成许多种图象．我现在所认识的是：当我谈及在空间中的电磁场

时，我所看到的乃是所有那些我曾见过的关于它们的图形的某种迭加． 并未看到在周围奔
跑着的那些小束场线，因为我担心如果我以另一速率走过则那些线束将会消失不见． 甚至

我并非自始至终都在注视着那些电场和磁场的，因为我有时还想到应当有一幅用矢势和标

势来表示的图象，原因是，它们也许是正在摇动着的更具有物理意义的东西．

你会说，也许唯一的希望就是采取一个数学图象．那么数学图象又是怎么回事呢？从
数学的观点看，空间中每一点有一个电场矢量和一个磁场矢量；即共有六个数目与每一点相

联系．你能否想象出与空间中每一点联系着的竞有六个数目之多？那太难了．那怕只有二
企数目与每点联系，你能够想象得出来吗？我就不能！我只能想象在空间中每一点象温度
那样的东西，那似乎还是可以理解的冷热从一处变化到另一处．但我老实说，我并不理解

在每一点上就有一个壁堂的那种概念．
因此，也许应该这样来提出问题：我们能否把电场表达成更象温度那样的某种东西呢？

比方说，象一块胶质的位移．假设我们是从这样来开始，即通过想象世界充满着一种稀疏胶

质而场乃代表胶质中的某种畸变一一比如说伸长和扭曲．那么我们本来就应该能够看到场
的．在已经“看到”了它象个什么样子之后，我们就该能将那胶质抽象化掉．这就是许多年

来人们所企图做到的．麦克斯韦、安培、法拉第、以及其他一些人都曾经尝试过按这一途径
去理解电磁学．（有时他们叫这抽象化了的胶体为”以太＂．）但事实证明，按那种方式去想
象电磁场的尝试实际上是在前进道路上设置的一道障碍．可惜我们始终仅局限千去作抽象

化，去应用某种东西来探测场，去利用数学符号来描述场，等等．但无论如何，在某种意义上

场却是真实的，因为在我们完全结束了对数学方程式的反复摆弄之后一一不管有无作出图

象和图画或试图去看到那种东西—一我们仍然能够使仪器探测出从水手二号送来的信号并

找出远在几十亿英里以外的那些银河，等等．

科学中的整个想象问题往往被从事其他学科的人们所误解．他们按下述办法企图来试

验我们的想象力． 他们说，”这里就是一些人在某种情况下的一幅图象．．你想象以后将会 ` 

发生什么呢？”当我说“我想象不出来”时，他们可能就认为我的想象力太弱了．他们忽视

了这么一桩事实，即在科学中登迕我们去想象的无论什么东西都必须与我们所已知道的其
他每一件事情相一致我们所谈及的电场和波并不只是某些我们随心所欲地自由创造出来

的愉快思想，而是必须与我们所已知的一切物理规律都符合一致的一些概念． 我们不能容
许去认真地想象那些明显与所知的自然规律发生矛盾的东西．因而我们的那一种想象乃是

十分困难的玩艺．人们得要有琢磨着一些从未见过或听说过的东西的那一种想象力．同时

这些思想又好比是被束缚在一件紧身衣里，即受到来自自然界确实情况的知识的那些条件

所限制．去创造出某种新的东西，但又要同以前所已知的每一件东西相一致，这是一个极端

困难的问题．

乘正在谈这个课题的时候，我要来淡一下是否有可能想象得出我们所不能坠型的那种

立．那是一个饶有趣味的问题． 当我们凝望着彩虹时，它会对我们表现出美丽．每个人

八 ••• • • 皇...心令｀~ 从，
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都会说，“啊，彩虹＂．（你看我多么科学．我不敢说出某一件东西美丽，除非我已有一种用实

验来对它下定义的办法．）可是假如我们都是瞎子，又该如何去描述彩虹呢？当我们测量氯

化钠的红外反射系数时，或者当我们在谈到来自一些见不到的银河之波的频率时，我们就都

是瞎子了一一我们会作出一个简图，画出一条曲线．例如，对千彩虹来说，这样的曲线就应

该是在天空中每一个方向上用分光光度计所测得的辐射强度对频率关系的图形．在一般情

况下，这祥的测扯应当给出一条相当平坦的曲线．然后在某一天，在气候的某些条件下，并

在天空中某一角度上，有人就发现作为

波长函数的光谱强度发生了一种奇异行

为；它表现出凹凸不平了． 当仪器的角

度只变更一点点时，这个凹凸不平的颠

峰会从某一波长移向另一波长．然后有

一日，这些盲人所办的物理评论杂志也

啵长 许会发表一篇标题为“在某些气候条件

图 20-5 在（从与太阳相反的方向量起的）三 下作为角度函数的辐射强度”的专门论
个角度上电磁波的强度作为波长的函数，这只 )(. 在这篇论文中也许会出现一幅象图
是在某些气象条件下进行测耸的结果 20-5 所示的那种图线．作者可能要指

出，在较大的角度上会有较多辐射集中在长波上，而对于较小角度，则辐射的高峰出现在较

短的波长上．（从我们的观点出发，我们会说，在 40° 上绿色光占优势，而在 42° 上则红色光

占优势）

那么，我们觉得图 20-5 上的那些曲线很优美吗？它所包含的比我们当看到彩虹时所理

解的要详细得多，因为我们的眼睛不能够在一种光谱的形状中看到其精确细节．然而，眼睛

却会感觉到彩虹是美的．是否我们的想象力足以在光谱曲线中看到如同当我们直接了望彩

虹时所看得到的那同一种美丽？我不知道．

但假定有一幅作为在红外区波长的函数，也作为角度的函数的关千氯化钠的反射系数

的标绘图．要是眼睛能看到红外线一一也许是一种灿烂夺目的“绿色“混杂着从该表面上反

射而来的“金属红“一一那么我该有一种对于我的两只眼睛会看出它象个什么的表示法了．

那该是一件华丽的东西，但我还不知道我是否会有一天在看到用某种仪器测蠹出的关于

NaOl 的反射系数标绘图时，便能说出它具有那一种美丽．

另一方面，即使我们不能在具体的测量结果中看到美丽，我们也巳能整断言在那些描述

普遍物理规律的方程式中看到了某些优美之处． 例如，在那个波方程(20.9) 中，就有关于

a;,'!I, z 和 t 表现出的整齐性的那种优美的东西．而这种在 IV, ,Y, Z 和 t 的形式上所呈现出

来的优美对称性对人们的思维就会提示一种更为伟大的美丽，那是有关四维方面的，即空间

会有四维对称的可能性，在经过了分析之后发展成为狭义相对论的那种可能性．因此，联系

到那些方程式就有许许多多智力上的美丽． ` 

氐
祸

§20-4 球面波

我们已看到有一些属千波方程的解的平面波，而任一个电磁波都可描写成由许多平面

波的迭加．然而，在某些特殊情况下，用与此不同的数学形式来描写波场往往更为方便．现

在，我们愿意来讨论球面波——即相当于从某一中心扩展开去而形成各个球面的那种波

__ 
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的理论． 当你把一块石头扔到湖里去时，那些涟漪会在水面上以圆形波的形式扩展开

去一一它们是二维波．一个球面波与此相似，只不过是在三维中伸展出去而已．

在我们开始描述球面波之前，需要一点点数学． 假设有一个仅取决于从某一原点量起

的径向距离 ff 的函数一一换句话说，就是一个球对称的函数．让我们叫它做函数 if,('1'), 其

中,,.指的是

r= ✓ 吐＋沪+z公，

即与原点间的径向距离．要求出哪一种函数 tf,(r)才湔足该波方程，我们将需要一个关于中

的拉普拉斯算符的表式．因此，就必须求出中对于 a,, y 和 Z 的二次微商之和．我们将采用

这种记法，即心（份代表山对于 r 的微商，而妒 ('1') 代表山对于门的二次微商．

首先，求对千 0 的微商．第一次微商为
酗 otf
－哼/(,,.)百·

山对于 0 的二次微商为

岱寸（告）飞t/1名．
可以由下列各式计算 r 对＂的各级偏微商：

0'1'Q; 
茄＝下＇

护1'1 记声飞 (1-产）．
因此，中对于亿的二次微商就是

岂弓；忙＂峙 (1号）心．
同理，

. 
岱号t/>"+主 (1号） t/>', 

窑弓；炉”分 (1弓切．
拉普拉斯算符等千这三个微商之和．记住吐＋沪+zl=九我们便得

2 V初(,r) =中"(i-)+- 心（分．,. 

把这一方程写成如下形式往往更为方便
1 d2 

V埽－－云（呻）．

(20.28) 

(20.29) 

(20.30) 

(20.31) 

(20.32) 

如果你将式(20.32) 中所标明的微分做出，你便将看到右边与式(20.31)相同．
如果要讨论作为球面波而传播出去的那些球对称场，则我们的场量就必须是,,.与 t 两

者的函数．这时，假设我们问起下列三维波方程
` 1·as 西(,r, t) 一了寄tf,(;, t) =0 (20.33) 

之解究竟是哪一些函数 t/J('l', t). 既然 tp('l', t)仅仅通过,,.而依赖千空间坐标的，那便可以

采用上面所己找到的那个拉普拉斯算符即式(20.32). 然而，为了准确起见，既然中也是一

个 t 之函数，我们就该把对于门为微商写成偏微商．这样该波方程便变成
1 护 1 护·-
－一（呻）－－－－忙=0.I/'a,,.2 。2 祝2

现在我们必须解出这一方程，这看来比那平面波的情况远较为复杂．可是要注意，如果

- -··--- . 
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我们以千乘这一方程，则便可得到

艺玉（呻）一点＄（呻）一o. (20.34) 

上式告诉我们，函数 If"山满足了在变数广上的一维波方程．应用曾经那么经常强调过的那个

普遍原理，即同一些方程总会有同一些解，那么我们便知道，如果叫，只是属于 (ir一 ct) 的一

个函数，则它将是方程(20.34)之解．因此，我们就懂得了球面波一定具有这么一种形式：

呻（个， t) = f('f一 ct).

或者，正如我们以前曾见过的，也尽可以说讨，可有这么一种形式：．

呻=f(t-lJ'/c).

两边各除以,,., 便得到场量中（不管它可能代表什么）具有如下形式：
' 

中＝
J(t 一 ,,.jo) (20.35) 

这样一个函数代表从原点起以速率 c 传播出去的一个普遍球面波．如果暂时忘却那个在分

母上的,,.，则在某一给定时刻作为从原点至该点的距离的函数之波幅会具有某一定形状并

以速率 c 向外奔驰． 然而，那个分母中的因数 r 却说明当波传播时该波幅会正比于 1片而

减小．换句话说，不象平面波在其中当波行进时波幅维持不变，而在一球面波中波幅却是稳

定地逐渐缩小的，如图 20-6 所示．这一效应从一简单的物理论证就可以容易得到理解．

\ 
\ , 

\ 
\ _ 、0 

\ 
1/r .... ... 

、 , 
，心 \ 

、 _ 
、 _ _ ~, _ 

v=c .-六－－－－－ I I \ '2 -
。 r1 r2 

匕一c(t2-t1) ---l 
(a) 

r 。 11 '2. 

(b) 

图 20-8 球面波护=f(t一r/c)/仁 (a)在t=t1 和在一个较后时刻朽同一个波作

为干函数的书 (b)在 'T'=r1 处和在 1'2 处所看到的同一个波作为 t 函数的心

我们知道，在波中能址密度取决于波幅的平方．当波向外扩展时，其能量扩展至布满了
与径向距离的平方成正比的越来越大的面积． 如果总能量守恒的话，则能量密度应该随

1/'1'2 下降，而波幅则随 1片缩小．因此，式(20.35)就是对一球面波的“合理”形式了．

我们已忽略了对于该一维波方程的第二种可能解

呻=g(t+'l"/o),

q(t十 lf'/c)
或 "1=

这也代表一个球面波，不过是一个从较大的 r 朝着原点韭垦跑之波．

现在要来作一个特殊假定，但不做任何证明．．我们讲，由源所产生之波只有那些座处行
进之波． 既然已懂得了波是由电荷的运动所引起的，我们就要来设想波是从电荷那里向外

--- --·---
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出发的．要想象在电荷还未开始运动以前就有一个球面波从无限远处出发而恰恰在那些电

荷刚要开始动起来的那一瞬到达它们那里，这该相当奇怪．虽然这是一个可能的解，但经验

表明，当电荷被加速时波是从电荷那里向外奔驰的． 尽管麦克斯韦方程组理应允许这两者
中的任一种可能性，但我们还要放进一个附加事实一一基于经验方面的一一即只有向外奔

驰之波的那种解才会构成“物理意义,,• 

然而，也应该指出，对于这一附加假设会发生一个有趣后果：我们正在把存在于麦克斯

韦方程组中的那种时间对称性消除掉了． 有关 E 和 B 的原本方程组，以及从其导出的那

些波方程式，都具有这么一种性质，即如果改变 t 的符号，该方程式仍将保持不变．这些方

程申述，对应于沿某一方向行进之波的每一个解，就有一个沿相反方向行进之波作为同样适

当的解．我们关千只将考虑向外奔驰之波的那个声明是一个重要的附加假设．（一种旨在

避免这一附加假设的电动力学表达方式已由人们仔细地研究过．令人惊异的是，在许多场

合下它进坴导致在物理上荒谬的结论，但若此刻就来讨论这些想法，那就未免引导我们误入

歧途太远了．我们将在第二十八章再对此稍为多讨论一下．）

必须提出另一要点．在关于一个向外奔驰之波的解即式(20.35) 中，函数山在原点处等

于无限大．那是有点特别的．我们愿意有一个处处都表现出平滑的波解．解必须在物理上

代表有某一个源位于原点上的那一种情况．换句话说，出于疏忽我们已犯了一个错误．我

们并未曾对该自由波方程 (20.33)处处求得解答；只是解了在其右边除了原点之外处处都为

零的方程式(20.33). 我们的错误所以会乘虚而入，是由于在上述推导过程中，某些步骤

在 '1'=0 时是不“合法”的．

让我们来证明，在一个静电间题中也很容易犯这同一种错误． 假定要求出一个有关自

由空间里静电势的方程沪心=0 之解． 这拉普拉斯算符等于零，因为我们正在假设处处都

没有电荷．但对这一方程的一个球对称解－—－即仅仅取决于 If 的某一函数中一—将会怎么

样呢？利用 (20.32)关于拉普拉斯算符的公式，就有

主亭仅） =0. 

对上式乘以,,.，便得到一个易千积分的微分方程：

;;2cr中） =0. 

如果对 r 积分一次，就会得到呻的第一次微商为一常数，那我们可称之为生

去呻） =a. 

再积分一次，又得到神具有这么一个形式：

动＝砑+b,

其中 b 是另一积分常数．因此，我们就发现，下列的中即是对在自由空间中有关静电势的一

个解：

b 
中=a+—.

显然出现了某种差错．在一个其中没有任何电荷的区域中，我们知道关于静电势之解：

在任何一处，势都是恒量．这相当于我们解中的第一项．但还有那第二项，这说明有一个与

••..•••. 俨...
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离原点的距离成反比的对势的贡献．然而，我们知道，这样一个势相当于在原点处有一个点

电荷．所以，虽然我们当初设想是在对自由空间中的势求解，但上述的解却也给出了在原点

上有一个点电荷之场．你是否看到在目前所发生的事情与在上面当我们对该波方程求一个
球对称解时所发生的事情之间存在的相似性？要是真的在原点上没有任何电荷或电流，那

么就不会有任何往外跑的球面波了． 当然，球面波一定是由原点上之源产生的．在下一章

中我们将探讨那些正在往外跑的电磁波与产生了这些波的电流和电压之间的关系．

,•, 

, 

, 

.. 
·- .. .•• 、心一··--、、.

• 
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, 21 
有电流和电荷时麦克斯韦方程组的解

，恤

§,21-1 光与电磁波

在上一章我们看到，在麦克斯韦方程组的解中就有电与磁之波．， 这些波相当于无线电

波、可见光、 X 射线等现象，视波长如何而定．我们曾在第一卷中详尽地学习过光学．本章

将把这两门学科互相结合起来一一证明麦克斯韦方程组确实能够构成我们前期对光现象所

作处理的基础．

过去当我们学习光学时，是先写出一个以任意方式运动着的电荷所产生之场的式子开

始的．即

E一志［名＋于告（岳）＋去{a e,., ], (21.1) 

cB=e,-,xE. 
` 

［见第一卷中式(28.3).]

如果电荷是以一种任意方式运动，则我们型连在某一点所找到的电场并非取决于电荷

此刻所处的位置和运动胪r 而仅仅取决于在一个毯是时刻一一早了光以速率 c 行经从电荷至
该场点的距离 ,r' 所需之时间一—的位置和运动．换

句话说，若要得到在右时刻在点 (i)处之场，就必须
算出在 (,--r'/c) 时刻电荷所处的位置 (2'）及某运

．『＇

动，其中 'I'' 是在(t一1''/c) 时刻从电荷位置(2')至点 在 t-,怀
岆了一，＇｀

时刻的位置
(1) 的距离． 加上一撇是为了向你们提醒 (1''乃所称 •"" t句

为从点 (2') 至点 (1) 的“推迟距离＂，而并非电荷在 t ．在 t 时刻｀

时刻的位置即点 (2)至该场点 (1)的实际距离（见图 的位置

'''' 
(I) 

Tl 

21-1). 注意，现在我们正在采用一种关于单位矢量 图 21一1 在 t 时刻，在点 (1) 处之场要取决千

e,. 的方向的新的规则．在第一卷第二十八和三十四 在(t-r'/c)时刻电荷 q 所占据的位置(2')
-_ 

两章中我们曾取 r(因而 e,)j塑凹源处，那是方便的． 但现在却要按照上面关于库仑定律的

定义，其中 r 是丛点 (2)处的电荷指向点（功处的场点的．当然，唯一不同之处乃是，现在的
- __ - --

新 r(和 e,)就是那些旧的对应量的负值．

我们也已知道，若电荷的速度总是比 0 小得多，而且所考虑的又只是那些距离电荷很远
之点，使得只有式(21.1) 中那最后一项才算重要，则场也就可以写成

~. 
知邹叶I I 垂直于 r' 方向的投影

(21.1') 

和 cB-=e,.,xE.

让我们稍为详细地考察一下该完整公式(21.1)所陈述的内容吧．矢量谷乃是从该推

迟位置 (2')至点 (1) 的单位矢量． 那么第一项便是我们对电荷在它的推迟距离上的库仑场
可以把它叫做“推迟库仑场”一一所应该期待的． 电场与距离的平方成反比，并且从电

-- - . .... ..• . 
八~、·•·
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荷的推迟位置上指向出来（也就是在份的方向上）．

但那只是第一项．其他两项告诉我们，电学定律并坴申述过所有之场除了推迟之外都与

静场相同（这是人们有时喜欢说的）．对千该“推迟库仑场“我们还必须加上其他两项．式中

的第二项申述，对于该推迟库仑场应有一项“修正＂，那就是该推迟库仑场的斐巠乘以延迟所

耽搁的时间 ,,.'/o. 在某一种说法上，这一项倾向于对第一项的推迟作出赴堡．这首覂项相当

于在算出了“推迟库仑场”之后又再用 ,,.'/o 这个量来将它向外推，即一直外推至 t 时刻！这

一外推是线性的，就象是假定该“推迟库仑场”应以对该电荷在点 (2')所计得的变化率继续
作为其变化率似的．如果场变化得很慢，那推迟效应就几乎完全由该修正项所抵消，而这两

项合在一起便在很好的近似程度上给我们提供了一个“瞬时库仑场“那样的一种电场一—也

就是在点 (2)处的电荷的库仑场．

最后，式(21.1) 中还有那第三项，它是对单位矢量 e,., 的第二次微商，在就光学现象进行

学习时我们曾利用过这么一桩事实，即在离电荷很远的地方，前两项都与距离的平方成反

比，因而对于巨大距离来说比起那随着 1片下降的第三项就已变得十分微弱了．因此，我们

完全集中在这第三项上，并也曾证明过（又是对于大距离而言）这一项与电荷的加速度在垂

直于视线上的分量成正比．（并且，我们在第一卷中的大部分工作都是考虑其中电荷正在作
非相对论性运动的那一种情况．只有在第三十四那一章中才考虑过相对论性效应．）

现在应该尝试把这两件东西联系起来． 我们既有麦克斯韦方程组，也有关于一个点电

荷之场的式(21.1). 肯定应该问起这两者是否等效．若能从麦克斯韦方程组导出式(21.1)
来，那我们就确实理解到光学与电磁学间的关系． 建立这么一种关系就是本章的主要目
标．

事实证明，我们还不想把它完全建立起来一~数学的细节变得过千复杂以致我们不能
将其彻底完成． 但仍将进行至足够接近的地步，以便使你们能够轻而易举地看出如何可把

该联系建立起来．所遗漏的部分将只是一些数学细节．你们当中有些人可能会觉得这一章
中的数学相当复杂，因而也就不愿意去紧跟那些论证了．然而，我们认为这样做是十分必要
的，即要把你以前学到的与现在正在学习的东西联系起来，或者至少指出这样一种联系如何
可以建立．倘若你对以前各章大致看一看，你就会注意到，每当我们取一种说法作为讨论
的起点时，总是要小心地解释它是否属于某一条“基本规律”的一种新的“假设“，还是最终可
以从别的某些规律推导出来． 多亏你们对这些演讲的热切心意，我们才准备来建立起光与
麦克斯韦方程组之间的关系．若在某些地方变得太困难，噢，那就是生活——没有其他别的
途径可走．

, 

, 

售

和

§21-: 已 由点源产生之球面波

在第十八章中我们曾发现，麦克斯韦方程组是可以求得解答的，即通过设

E--v本－一
oA 
ot 

B='i!XA, 

(21.2) 

(21.3) 

其中中和 A这时必须是下列两方程

v:a中
1 a11<1> 

-7页＝－
_e_ 

Eo 

、. -- 贮＿
．~．～－令、

(21.4) 
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和
1 a2A . 

v'2A---一＝－－－－J 
02 at2 e。W

(21.5) 

之解，并也须满足条件

V•A=-专譬． ．（江6)
现在要来找出 (21.4) 和 (21.5)两方程之解．为此，就得求解方程 ' 

V如一
1 沉,,'
飞了百

= -, (21.7) 

中之也其中我们称之为源的 S 是已知的．当然，对千式(21.4)来说，”相当千 p/€。而山相
当于中，或者若中为 A雾，则 8 为允/€~, 等等．但我们要作为一个数学问题来解方程(21.7) 

时，就不管中和 s 在物理上指的是什么了．

在 p 和i 都分别等于零的那些地方一一即在我们所称之为“自由“空间里一—势中和 A
以及场 E和 B 都满足该无源的三维波方程，其数学形式为

V2tf, 1 护山
一了贡=0.

'' (21.8) 

在第二十章中就曾经见过这一个方程之解可代表各种不同类型之波：在 o 方向上的平面波

中=f (t-a;/0)1, 在 g 向、 Z 向、或其他任一方向上的平面波；或者具有如下形式的球面波：

中(a;,'Y, z, t) = f(t —,,. /a) (21.9) ,,. 
（那些解也仍然可以按其他方式写出，比方是从一根轴线散开来的柱形波．）

我们也曾指出过，在物理上，式(21.9)并未代表自由空间里之波一一定要在原点处
有电荷才能得到一个开始发动的波．换句话说，式(21.9)处处都是方程(fil.8) 之解，只除了
很靠近,,.=0处，在那里它必然是那个包括了某些源的完整方程(21.7) 之一个解了．让我们

看看到底是怎么搞的．方程(21. 7) 中要有什么样的源 s 才能产生象式(21.9) 那样之波？

假设已有了式(21.9) 的那种球面波，并考察在广十分微小处所发生的情况．这时，

f(t-r/c) 中的一,,./c 这一推迟是可以忽略的一一只要f是一个平滑函数一一因而中也就变
成

炉华 (ir-+O).. (21.10) 

所以中刚好象在原点处一个随时间变化的电荷的库仑场．这就是说，要是有一小堆电荷，被
局限在原点附近的一个小区域里，并具有密度 P, 那么我们就会知道

• 

中＝
Q/如e。

,,.』
, 

'y2cp = - J!_ 
砌．

根据相同的数学，我们总可以讲，式(21.10) 中的山满足了

守ip= -3 ('1'--+0), 

其中 s 与上面 f 的关系乃是 • 

f=主
＇，知＇

·-广：~ ~ ~ 

I 

• 

• 

C• . 
`` 

(21.11) 
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而且 S= fsdV. 

唯一不同之处，只是在这种普遍情况下， 8, 从而 S, 都可以是时间的函数．

现在重要的事情在于：若对于小 r 来说山会满足方程(21.11), 则它也会满足方程

(21. 7). 当我们进至极靠近原点时，山对 1片的依存关系会使那些空间微商变得十分大．

但那些时间微商却仍保持它们的一些原有之值． ［它们不过是f(t) 的时间微商．］所以当,,.

趋千零时，式(21. 7) 中的护tfr/at2 项比起守中来就可以忽略，而方程(21.7)也就变成相当于

(21.11) 了．

因此扼要地说，若方程(21.7) 中的 s(t)被置在原点处并具有总强度

S(t) = f s(t)叮， (21.12)
则该方程之解便是

1p(x, y, z, t) 1 S(t-'f'/c) 
= 
4兀 'f'

(21.13) 

式(21. 7) 中的护中/ot2 项的唯一影响是在那库仑势中引入了推迟时间 (t一 'f'/o).

§21-3 麦克斯韦方程组的通解

我们已找出了关于一个点源方程 (21. 7)之解．下一个问题是：对千一个分布之源其解

又如何呢？那是容易求得的；可以把任何源 s(a:,'Y, z, t) 都想象成是由许多个“点”源所组

戒，而对于每一体积元 dV 就有这么一个其源强为 s(x,'!I, z, t)dV 的“点”源． 既然方程

(21.7)是线性的，该合成场就会等于来自所有这样的源元之场的迭加．
利用上一节的结果［式 (21.13)]我们知道，在 t 时刻在点（吃， g山左）一一或简称点 (1)
上的来自点 (a:,, 如，心—一或简称点 (2)一的一个源元 sdV 之场 d中要由下式给出：

帜i, t) = s(2, t玉,/o)平，
幻9

式中 m是从(2) 至 (i)的距离. ~ 当要把所有来自各部分源的贡献都相加起来时，那意思当
然就是要做出遍及所有 s+O 的那些区域的积分；因而我们有

沁 t) = f s(.2, t-'1'19/c)平（江14)
4兀'1'11

这就是说，，在 t时刻在点 (1)上之场是所有在(.t-lf'u/o)时刻就已离开了处于点 (2)上的各个

源元的球面波乏和．，这就是对千任何一组源的有关波方程之解．
现在我们来看看如何可得到麦克斯韦方程组的通解．若山指的是标势中，则源函数 8 便

变成 p/E。．我们也可以令中代表矢势 A 的三个分量中的任一个，则应由 j/E况的对应分量

来取代 s. 这样，若我们对处处的电荷密度 p(x, y, z, t)和电流密度j他， 'Y, z, t) 都为已知，

那便可立即把(21.4) 和 (21.5)两方程之解写出来．它们是

和

扒1, t) = J p(2, t-'1'111/c) 
如e。们功

A(1, t) = J i(2, t一伍/c)
知e。c芬功

叩耋 (21.15) 

叶，. (21.16) 

然后利用式(21.2)和 (21.3), 场 E 和 B 便可以通过取那些势的微商而找出．［顺便提一下，

我们能够核实由式(21.15) 和 (21.16) 所得之中和A 确会满足那等式(21.6) .] 

` 

. 

.. 
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我们已解出了麦克斯韦方程组．在任何场合下，如果给出电流和电荷，便能够从这些积

分直接找到势，然后通过微分而获得场．因此，我们便已结束了麦克斯韦理论．而且这也使
我们能够把这一个环节与光之理论衔接起来，因为要联系到我们以前关于光方面的工作，只

须算出来自一个运动电荷的电场． 一切尚待做的就是去取一个正在运动的电荷，从这些积
分算出各个势来，然后再通过微分而由一V中一aA/at 找出 E. 这样就应该得到式(21.1).

事实证明，需要做的工作很多很多，但那是原则．

因此，这里正是电磁世界的中心一—电和磁，以及光的整套理论；对于由任一些运动电

荷所产生之场的完整描述1 还有其他的．但全都聚集在这里了． 这里就是由麦克斯韦建立

起来的，在其全能与全美中都算得上是一种完满的结构．它可能是物理学中最伟大的成就
之一．为要使你想起它的重要性，我们将把它全都收集在一个精致的框架中 . 

.. `f. 

麦克斯韦方程组：

v•E-L 
句

aB vxE---
祝

它们之解：

E--v,J, 一旦
&t . 

B=vxA 

扒1, t) 一
p(2, t-r12/c) I 妇rf"u av, 

A(I, t) 一f j(2, t-r-12/c) 
-如r:e炉12 • 

扣勺

V·B=O 

J oE tPvxB--+— 
句 at

、·

` 
'· 

'-· 冒，、

\ ,, ••• 

§21-4 振荡偶极子之场

就一个运动的点电荷之场而导出式(21.1)这么一个诺言，我们迄今还未曾实践． 即使

用到以往得到的一些结果，要把它导出来仍是一件相当复杂的事情． 除了在这些演讲的第

一卷之外，我们从未在已经发表的文献中任一处找到过式(21.1)餐．因此，你可以看出这并
非容易导出的．（当然，有关一个运动电荷之场曾经写成许多种互相等效的其他形式．）这
里，我们不得不把自己限制在仅仅儿个例了中来证实式（江．巧）和(21.~6)会给出与式(~1.1)
相同的结果． 首先，将证明式(21.1)只在该带电粒子的运动是非相对论性的这么一个条件
下才会给出正确之场．（仅仅这一特殊情况便将照顾到我们过去关于光方面所谈及的百分
之九十或更多的内容．）

我们考虑一小滴电荷在一个小区域里以某种方式运动的情况，并将找出在远处之场．

用另一种方式来表达，就是我们正在寻找来自一个在十分微小范围内摇动着的点电荷在任
一距离上之场．． 由于光往往从一个诸如原子的那种中性体内发射出来，我们便将认为该摇
动电荷 q 是处在一个静止不动的等值异号电荷附近． 如果这两电荷中心间的距离为 d, 则 、
这两电荷便将拥有一偶极矩p=qd,,这我们将认为是一个时间函数．现在应该期待，如果靠

近电荷而对场进行观察，便无须去担心那个推迟效应；电场将与我们以前对一静态电偶极子
所算出的完全相同一一当然，要用到那瞬时偶极矩_p(t)!- 但若我们离开得很远，便该在场
中找到一个按 1斤下降而又依赖于与视线垂直的那一部分电荷加速度之项．让我们来看看
．这一公式约在 1950 年由 R.P. 费曼推导出来并作为对同步加速器辐射的一种优良想法在某些讲稿中曾经写出．
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""· 

是否会得到这么一个结果. -

由利用式(21.16) 以算出矢势 A 开始． 假设该运动电荷形成一小点滴，其中的电荷密

Zl 度由 p(a,,'II, z) 给出，而在任一时刻整滴东西以速度

＂运动．那么电流密度 i(亿， Y, z) 就等于 vp(z,'!I,

z). 选取我们的坐标系使 z,轴指向 0 的方向将很方

(I) 便；这时问题的儿何结构就如图 21-2 所示．现在

要算出这么一个积分：｀

, 

Ji(2, t一心）平 (21.17) 
,,.功

若该电荷滴确实比起,,.1ll 来很小，那么便可令分

母中的 m 等于,,.，即与该滴中心间的距离，并把 r

图 21-2 点 (1)上的势由对电荷密 取出积分符号之外．其次，也要在该式的分子中令

度 p 取的积分给出 . '1'19='1', 尽管这实际上并不完全对．其所以不对，是

因为我们本应在该滴的顶端取 j 与在该滴的底部取 j 时在时间方面稍为有点不同． 当在

j(t一伍/o) 中令 lf"u=lf"f讨，我们是在同一个时刻 (t一订o)对整个滴取其电荷密度的． 那只

有当电荷的速度 I/) 远比 C 为小时才能算是良好的近似． 因此，我们正在作一种非相对论性

计算．用 pV 来代替i. 积分 (21.17)便变成

, 

(x,y,z) 
y 

... 

t-,r/o)叶飞

由于所有电荷都有同一速度，这一积分就只是 0片乘以总电荷 q. 但 qv 恰好就是 ap/ot, 即

该电偶极矩的变率—~那当然是在该推迟时刻 (t一 ,r/o) 上算出来的． 我们将把它写成
i>(t一 ,r/o). 因此对于矢势来说就得到

A(1, t)--仁三
知e。护

(21.18) ,,. 
上述结果表明：一个变化偶极子的电流会产生一个矢势，这矢势将以源强度为 p/4兀砌Cll

的球面波的形式出现．

现在就可以由 B=VxA 得到磁场．．既然P 完全落在 z 方向上， A便只有一个 1 分扯；

在旋度中只有两个不等千零的微商． 因此， B雾 =iJA./op 而 B11=-0A./彻． 让我们首先来
考察 B仄

B. 一旦!'....=—仁立 p(t::.:...,r/o)
匈 4祚心匆 'I' 

要取微分，就得记起、千一J吐＋护＋厂i', 从而得出＇

丐一石歹趴li一'r/V)可古）十石

记住祈／匆-g/,r, 那第一项就给出

' 

a• 
p 

(21.19) 

口

(21.20) 

',, 

一-·
1 
飞

妙(t一,,./o). 
,,. 8'' 

(21.21) 

这类似于一个静态偶极子之场，随 1;,,.2 而下降（因为对于某一方向来说， y/lf' 是个常数）．
式(21.20)中的第二项为我们提供一些新的效应．在取微分之后便得

,. ~~ 卫＿＿
知知2 -~ 

jj(t'l'/c), 
. ·. 

(21.22) 

. 

、. .、· 一· - -户一、 口一
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式中§当然是指p 对于时间的二次微商． 这一来自对该式的分子进行微分之项，是要对辐

射负责的．首先，它描述了一个仅按 1片随距离而下降之场．其次，它取决于电荷的迎垫里·

你可以开始明白，我们是如何行将得到一个象式(21.1')那样的结果，而它是描写光之辐射

的．

让我们稍为详细一点检查这一辐射项如何得来一它是这么一个有趣而又重要的结
果．由 (21.18)那一表式开始，它具有 1片的依存关系，因而除了在该式分子上的那个推迟

项外就象一个库仑势了．那么，为什么当我们为获得场而对空间坐标取微分时，并不恰好得

到一个 1/户之场一当然还会有那相应的时间推
A乙

. 

迟？

和

按照下述办法我们就能够看出其所以然：

偶极子作正弦式起落的那种振动．就该有

p=p.=posinwt 

A.= 1 叩11oosw_(t-',r/c)
飞,,.

如让
\ 1/r 
、

、＼）

---
r 

/ 
z 

/ 

,/ I ` 

若在某一给定时刻对于作为,,.函数的 A. 画成标绘 , I 

图，则可获得如图 21-3 所示的那种曲线．该巅幅会 I ' 
按 1片缩小，但除此之外还有在空间中的一种受包 图 21'-3 对来自一振荡偶极子的球面波，在仑

线 1片调制的振动．当我们取对千空间的微商时，它 时刻矢势A 之大小作为五函数而画成之图

们将与这一曲线的笆巠成正比．从图中我们看出有一些比 1片曲线本身的斜率要峻峭得多

的斜率．事实上，对于某一给定频率来说，那些巅值斜率显然会正比于随 1片变化着的波

幅．因此，这就说明了该辐射项的下降率．

事情之发生完全是由于当波向外传播时源对时间的变化已翻译成在空间里的变化，而
- _-_---- - - -一－．一－－＿－＿－

磁场则是取决于势的窒匣微商．

让我们回来完成对磁场的计算．关千比己有了 (21.21)和 (21.22)那两项，因而

，凡＝——[-1 吵(t寸/c)_ 吵(t寸/c)知o<Jll ,,.s Clfll ]. 

利用同一种数学，就可以得到

B =_!_一动(t子/c)+ 动(t于/c)知心ll [ 产 C'l"ll ]. 

或者，可将其集合在一个漂亮的矢量式中：

B= 1 [p+(lf'/c)位J,一riaX'I']
知e。卢产

• (21.23) 

现在让我们来看看这个公式．首先，若,,.很大，就只有那

i 项才算数.B 之方向由 pxr 给出，那是垂宜千矢径 f' 而又

垂直于加速度的，如图 21-4 所示．一切都表明不错；那也是

我们由式(21.1')所得到的结果．

现在，让我们来看看一向都不常看到的一种东西－~即

在源附近所发生的事态． 在 §14-7 节中我们曾对一电流源

的磁场推出过毕奥－萨伐尔定律．找出了一个电流元 JdV 对于磁场的贡献会有这么多：

冬n“E 
（
，
同

六P

胆 21-4 一个振荡偶极子的

辐射场 B 和瓦

-- - - - - - - -
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dB= 1 jxr 
石丁亚 (21:24) 

你看到，若记起P 就是电流，则这一公式看来就很象式(21.23) 中的第一项．但有一不同之

处在式(21.23) 中，电流必须在(t一 lf/c) 时刻上算出，而这一点在式(21.24) 中就没有出现．

然而，事实上，对于小,,.来说式(21.24) 还是十分精确的，因为(21.23) 中的塑三项有把在

第一项中的推迟效应抵消掉的倾向．这两项会座坴会给出当,,.小时一个很接近于式 (21.24)

的结果．

关于这一点我们可以这样来认识：当,,.小时， (t 一,,./o) 与 t 相差无几，因而可以把式

(21.23) 中的方括号展开成泰勒级数．对千第一项，

加-,r/c) =力 (t) 一千P+其他，

而第二项展开至,,./c 的同一级，则为

扒t-tf'/c) =p(t). 

当取其和时，有关P 的两项互相抵消，而留给我们的就只是该悲捚坚电流＂也即p (t) 

加上那些属于 ('f/0归级或更高级的项［如§切c)节］，这些对于,,.小至足以使 P 在时间订o
内并未作出令人注目的改变时将是十分微小的．

因此式(21.23)就给出了一些很象瞬时理论中之场——比起那带有推迟的瞬时理论还

要靠近得多；有关推迟的第一级效应已被那第二项所消除了．该静态公式十分准确，其准

确程度远比你可能会想到的为高．当然，这补偿作用仅对千极接近于振动源之各点才有效．

对于远离源之点这一修正便会变得十分差，因为该时间推移产生了十分显著效应，从而使我

们得到那个重要的 1厅辐射项． 、

仍然得去算出电场并证明它是与式(21.1')相同的一个问题．对千大的距离来说我们

能够看出该答案将会正确． 我们知道，离源很远而那里有波正在传播的地方， E会垂直于
B(而且也垂直千 r), 如图 21--4 所示，并且 cB=E. 因此， E 与加速度分成正比，正如根据

式(21.1')所期待的那样．

要完全得到在所有不同距离上的电场，我们需要先求出静电势．当算出有关A 的电流

积分以获得式(21.18)时，就曾作过这样一种近似，即忽视该推迟项中关于午的轻微变化．

这对于静电势来说却将行不通，因为这样一来我们该获得 1片乘以对电荷密度的积分，那将

是一个常数．这一种近似太粗糙了．我们需要达到一个较高的近似级，但又要避免直接在

有关较高近似级的计算中找麻烦，我们还是能够做某一种其他事情的一可以利用所己找

到的矢势来从式(21.6)确定标势．在我们的情况下，A 之散度只不过是 a.A./也一一因为 A.

和 All 都恒等于零了．按与上面找出 B 时的同样办法取微分，

V•A=-:d式的-r/o)去停）号炉(t一lf/0) 」
一二［－吵(t;了位） _ zp(t-r/c) 知。0 0/f'll ]. 

或者，采用矢量记法，

V•A==-__!_ [p+(切）PJt一r lo•'I° 
4咚心 产

运用式(21.6), 我们就有一个关于中的方程：

-- . 
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竺＝上 [i>+ (正）p] 仁r /o•r. 
祝 4祚o 产

对于 t 的积分不过是从每一个p 中除去顶上的一点，因而

<p('l', t) =-
1 [p+ (lf/c)i>]i一r矿,,.

A霖o 产
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(21.25} 

（积分常数会相当于某一迭加上去的静场，那当然本是可以存在的．但对于我们所考虑的振

荡偶极子来说，那里却没有静场．）

现在我们巳能够按照

aA 
E=-V中一一

来找出电场 E 了．不过由于计算步骤很繁复，但又是直截了当的［只要你记住 p(t 一,,./o)和

它对时间的微商之所以与织 g、？有关，乃是通过该推迟时间灯6 而得来的］，我们便将仅仅

给出结果：

E(,,., t) = -~[ -p*-3年＋去切(t-飞） x r} x r ], (21.26) 

式中

p骨 =p(t子/c)+f p(t 一,,./o). (21.27) 

尽管看来相当复杂，但这个结果还是容易解释的．矢量p骨就是已经被推迟，然后又对

这一推迟给予了“修正＂的偶极矩，因而该两个各带有P骨之项就恰恰给出当厂很小时一个静

态偶极子之场．［见第六章，式(6 .14) .]当广大时，该 P 项独占了优势，而电场就会正比千

电荷的加速度，且垂直于 r, 事实上即是指向 P 在垂直于 r 的平面上的投影．

这一结果与我们应用式 (21.1)所应该得到的结果相符．当然，式(21.1)会更为普遍，它

适用于任一种运动；而式(21.26)则仅仅适用千推迟时间,,./c 对于整个源都可以认为是一常

数的那种小运动．无论如何，我们现在已提供了对于以前整个有关光之讨论的下层基础（除
了某些在第一卷第三十四章中曾经讨论过的内容以外），因为全都关系到式(21.26) 中的末

项．下一步我们将讨论如何获得迅速运动的电荷之场（引导至第一卷第三十四章中的那种

相对论性效应）．

§21-5 运动电荷之势；连纳德和韦查特通解

在上一节中，由于我们仅仅考虑低速度，在计算A积分时作了一个简化．但在这样做时

我们错过了一个重要之点，而这一点也正是容易出偏差的．因此，现在就要来从事对一个以

任何形式一—甚至以相对论性速度－一一运动着的点电荷关于其势方面的计算．一旦有了这

一结果，我们便将拥有关于电荷的整个电磁学了． 这时就连式(21.1)也可以通过取微商而

推导出来．故事至此即将完结．请原谅我们再稍为谈一谈． , 

试来计算由一个总电荷、诸如一个电子、以任一种方式运动着、而在点（亿， 1/, z) 上所产

生之标势中(1). 所谓“点“电荷我们指的是一个十分微小的电荷球，可以缩小到随心所欲的

程度，并带有电荷密度 p(少， 11, z), 我们可以由式(21.15)求得 cf>:

答案似乎应该是－~而几乎每个人最初总会认为是一－一遍及这样一个“点“电荷的有关 p 的

一~ 一... -- . -、~．~
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积分恰好就是其总电荷 q, 因而

中(1, t) =吐百古（错了）．
对于 r'1,, 我们指的是从在推迟时刻 (t-r1,/c) 电荷所在处之点 (2) 至点 (1) 的矢径．但这个
式乃是错的．

正确的答案是

中(1, t) 1 q 1 
4:rc€。 '1"~,i 1-v,,/c' 

(21.29) 

式中 v,, 为平行于心一一即指向点 (1)一一的电荷速度分量． 现在要来向你们解释其中原

因 为使论证易于跟上，我们将首先计算的乃是关于一个具有小立方形状而以速率＂朝向

点 (1) 运动的“点“电荷，如图 21-5(a) 所示． 令该立方体的每边长度为 a,. 我们假定这比之

伍，即从电荷中心至点 (1) 的距离，要小得多．

现在就来计算式(21.28) 的积分，我们将回到基本原理上去；要把它写成一个求和式

2乌，',,., 
其中,,.'是从点 (1) 至第心个体积元成勹的距离，

而 p, 则是在 t,=t—,,.｀几时刻 4兀处的电荷密

度．由于始终亢沁，因而假定加，会取一个垂

直于m的矩形薄片形式将是方便的，这有如图
21-5(b)所示．

尸0一刁

丁~/P
“点“电荷

t 泣 (I) ... 
. 

V (O} 

~vi 

飞

-11-w 

`` 

(b) 

rt 

图 21-5 (a)"点“电荷一视作一个小立方体．
的电荷分布－－一以速率＂朝着点 (1) 而运动；

(b)用来计算势的体积元 LIV,

' 

~) 

(21.30~ 
, 
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(0) .... - ..... - .... -- - .. . 
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I 

.. 1 b . -

图 21-6 对一个运动电荷的

p(t--r'/c: 诏V 进行积分

设我们事先假定每一体积元幼勹的厚度 w 远小于＂． 于是各个体积元看来就象图

21-6(a)所示的那样，其中已放上了比足以布满该电荷为多的体积元了．但我们却还塾直把
电荷显示出来，而这是有其充分理由的．我们应该把它画在哪里呢？对于每一体积元 4兀来
说，是要在 t,= (t一叮/o) 的时刻取 p 的，但由于该电荷正在运动，因此对每个体积元几勹来说

- .. - - -_ -_-_-, • 二_-_-__ -_-_- _________ - - - -二

它就占有不同的位置！v_-_-_-_-_- ____ -_-_-_-_-__ -_ - _-_- __ -_ 

--- -- "'、·一-·•-- -
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让我们说，我们是从图 21-6(a) 中那个标明为"1"的体积元开始的，该体积元是这样来

选取，即在 t1 = (t-r1/c) 时刻该电荷的”后“端占据着 4勾如图 21-6(b)所示．然后当我们

计算 p己贮时，就必须用到在一个稍为婆一点的时刻 t,= (t一 ff"2/c) 的电荷位置，这时电荷所

处位置如图 21-6(c)所示．对于所飞 4石等等，可依此类推，现在就能算出那个和了．

既然每一 4兀的厚度为叨，它的体积便是如让 于是每一个与该体积重迭着的体积元

便将含有电荷量如,2p, 其中 p 为该立方体内的电荷密度一一我们已假定为均匀的．当由电

荷至点 (1) 的距离很大时，通过令一切位于分母上的们都等于某一平均值，如令等于该电

荷中心的推迟位置式那么我们这样作出的误差将是可以忽略的．于是式(21.30)的总和

便是

玄竺，
一'4=1 

在这里， 4乃就是如图 21-6(e) 所示的与该电荷分布最后重迭着的那一个 .:1v.. 该总和显
然是

立手＝平（牛）．
原来沪恰好就是总电荷 <1, 而 N叨则是如图(e)所示的那个长度 b. 因此我们有

护今（令）. (21. 31) 

b 是什么？它是该立方体电荷的边长再加上在行一 (t-tf:1./0) 与 tN 一 (t一ifN/0) 两时刻之
- -

伺由电荷运动所经过的距离一一这就是在如下时间

血=tN一右＝伍-lf'1r) /c= b /o 

内电荷所行经的距离．既然电荷的速率为 v, 那经过的距离就是心.dt=vb/o, 但长度 b 却是

这一距离再加上“

b=a+..!. b. 
C 

解出 b, 便得 b== a 
1- (v/c)· 

当然，所谓 v, 我们指的是在该推迟时刻 t' 一 (t-ff"'/c) 时的速度，这可以通过写成 [1-

~/c]衄而指明出来，因此关于势的式(21.31)就变成

中(1, t) =—仁一一－
如e。,,., 且一(v/c)J衄1·

这一结果与我们上面的断言，即式(21.29)相符．这里出现一个修正项，是由于在“扫过该电
荷”而积分时电荷正在运动所引起的． 当电荷朝着点 (1)运动时，它对该积分的贡献增加了

一个比值 b/a. 因此，正确的积分就是 q/tJ"' 乘以 b/a, 后者即是 1/(1-v/c]血·

如果电荷速度并非朝向观察点（功，那就可以看出，重要的只是朝向点 (1) 的那一个速度

生堂．把这一速度分量称为仇，该修正因子便是 1/[1一也,./c]推迟．并且，对于具有任何一种

形状一一不需要是个立方—一的电荷分布，我们所作出的分析都会按完全相同的方式进行．

最后，既然电荷的“大小" a 并未进入到最终的结果中去，同一个结果就将适用于当让该电荷

缩小至任何尺寸－一－甚至缩小成一点时． 普遍的结果是，对一个以任一速度运动着的点电
荷其标势为
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中(t) = A__ •• , 厂 -j q仁. /-\7 , 

这个式子往往也以等效的形式写出：

(21.32} 

中 (1, t) = q 
4立o[lf"- cv:r/o)J 推五＇

式中 r是从电荷指向有待算出中的那个点 (1) 的矢量，而所有在方括号内之量则都要在推迟

时刻 t'=t-lf'/o 上取其值．

当我们由式(21.16)算出有关一个点电荷之势 A 时，

为 pV, 而对于 p 的积分正如同刚才对于中所求得的那样．

A(l, t) 一
qv 

4祚心[r— (v•r/c)J 淮迟．

有关点电荷之势最初是由连纳德(Lienard)和韦查特(Wiechert)导出的，因而被称为连

纳德－韦查特势．
- __ -_-_-_-_-_-_- ----

要把这一环节接回到式(21.1)上去，只须从这些势算出 E 和 B(利用 B=VXA 和
E=-V中一aAJat). 现在只是个算术问题． 然而，这项算术相当繁复，所以将不列出所有

的细节．也许你会相信我们所说的话，式(21.1)就同上面所导出的连纳德－韦查特势相当骨．

(21.33) 

这同一事情也会发生．

该矢势便是

电流密度

(21.34) 

§21-6 恒速运动电荷之势；洛伦兹公式

下一步我们希望应用连纳德－韦查特势于一种特殊情况—一即找出电荷在一直线上以

匀速运动时所产生之场． 以后还将再用相对论原理来把它做出．现在已经懂得，当我们站

立在电荷的静止参照系上时势该会怎样．当电荷在动着时，则可以通过从一个参照系到另一

个参照系的相对论性变换把任何东西都算出来．但相对论就是发端于电和磁的理论的．洛

伦兹变换式（第一卷第十五章）是当洛伦兹正在研究电和磁的方程式时由他所作出的一些发
现 为了使你能够理解事情的来由，我

们愿意来证明麦克斯韦方程组确会导致

洛伦兹变换．通过直接按照麦克斯韦方

程组的电动力学来算出一个以匀速运动

着的电荷之势这样来开始．我们已经证

It . 
明，麦克斯韦方程组对一个运动电荷会

导致曾在上一节中得到之势． 因此，当

我们引用这些势时，也就是在运用麦克

斯韦理论．

设有一个沿＂轴以速率 o 运动着的

电荷．我们要求出如图 21-7 所示的在

P(亿,'!J, z) 点上之势．如果 t=O 就是当电荷处在原点上的时刻，则在 t 时刻该电荷已经到

达了尸说， '!J=Z 一 0 的那一点上．可是，我们所必须知道的却是在该推迟时刻
,,., 

t'=t一一一 (21.35) 

．如果你拥有大量纸张和时间，就可以自己试试将它做出来．那么，我们要提出两个建议：首先，不要忘记对 r' 所取
之微商都很复杂，因为它是一个 t' 的函数．其次，不要试图曼员式(21.1),而是要算出其中所有各种微商，然后同你

从式(21.53)和 (21.34)之势所获得的 E作比较．

y 
) z , y ` ,'` 

plIIII 

Ì 

,-- 
z 

阳 21-7 找出一个沿 z 轴以匀速运动着的电荷在 P 点上之势

·-· .~ ~ 夕... 气'
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上电荷的位置，式中,,.'为从该推迟时刻的电荷位置至 P 点的距离．在这一较早时刻 t' 上，_-_ - _-_-_____ - - - - ---

电荷位千沪一叫的那个地方，因而

'1"'==..J(a:: 一 vt')耳沪+zt. (21.36) 

为求得,,.'或 t'' 我们要将这个式同式(21.35)结合起来．首先，通过由式(21.35) 解出,,.,并

代入(21.36) 中而把,,.,消掉．然后，对两边平方，我们便得
.. , .. 

叔t-t')2= (a; 一说＇）耳护+z2,

这是关于 t' 的一个二次方程．把那些平方二项式都展开并按照 t' 收集其相似项，则可得

(v2-护） t'2-2(初一凸）t'+沪＋护+z2一 (ct)2=0.

由此解出 t',

(1-令）t'=t-子－主Jex-说）2+ (1-令）（扩＋＃）． (21.37) 

为求得孔就得把这个 t' 的表式代入下式中去：

,,., 一c(t-t').

现在我们已准备好由式(21.33)来求得中，既然 V 是恒量，这个式便变成

中(it,'!I, z, t) = -仁 1 
4立o ,,., - (v·r'I c)· 

(21.38) 

在 r' 方向上 V 之分量为 'V(x-vt')闭，因而 V•r' 就恰好是 'V(a:一说＇），而整个分母则为

c(t一 t') 弓－（亿-vt') =c[ t一号-(1-号）叶．
代入来自式(21.37) 中的 (1-护／泸） t', 我们对于中便得到

妇 y, z, t) =式 1 

产-vt)丘 (1-号）（沪＋＃）．
如果我们将上式重新写一下，则更易于理解：

q 1 1 
冗e。 I 泸

矗 1-7 [(立沁）2+Y心］玄
矢势 A是有一个附加因数切;的同一表式：

A=7 中．

(21.39) 

从式 (21.39) 中我们可以清楚地看到洛伦兹变换的开端．要是该电荷位于它本身的静

止参照系上，则它的势该是

中(x,'!J, z) =—仁
4霖0 [a:2+护＋沪］切2 . 

但我们是在一个运动着的参照系上来对它进行观察的，因而这显示出坐标系应该通过下列

的式子变换：

x-vt 
亿飞互歹＇

g一'Y,

分今z.

那不过是洛伦兹变换式，而我们刚才所做的基本上也还是洛伦兹发现它时所用过的方法

. . 

` 
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不过，出现于式(21.39)前面的那个附加因数 1/ ../ 1-v2八2 又是怎么一回事呢？另外，

若在粒子的静止参照系上矢势 A处处为零，则它在运动坐标系上该表现成什么？我们不久

将要证明， A 和中在二堑构成一个四元矢，象粒子的动量P 和总能量 u 那样．式(21.39) 中

那个附加因数 1/✓ 1-.: 护/c2 就是当人们在变换一个四元矢的分量时总会出现的那同一因

数一—就象电荷密度会变换成 p/,./ l-v2/c2 那样．事实上，由式 (21.4)和 (21.5)就几乎可

以明显地看出， A和中是一个四元矢的分量，因为我们已在第十三章中证明 i 和 p 就是一

个四元矢的分最了．

以后我们还将更详细地考虑有关电动力学方面的相对论；这里只希望向你们表明，麦克
斯韦方程组自然会导致洛伦兹变换． 这样，当你发现电和磁的规律已经符合爱因斯坦的相

对论时，将不会感到诧导．我们无需象对牛顿力学定律所必须做的那样去加以“修正".

` 

-·-··. .. . . . .. -·-·-



§22-1 阻抗

22 
交流电路

在本章中，我们大部分工作的目标在于抓住那完整的麦克斯韦方程组．在以上两章中，

曾讨论过这些方程的后果．我们已经清楚，那些方程含有以前所算出的一切静态现象，以及

在第一卷中就已相当详尽地谈及的那些有关电磁波和光的现象．麦克斯韦方程组给出上述

两方面的现象，这取决于人们所计算之场是否靠近电流和电荷． 对千那中间区域则没有什

么有意义的东西可说的；那里并未出现任何特殊现象．

然而，在电磁学中还有几个课题有待我们去处理． 将要讨论有关相对论和麦克斯韦方

程组的问题一一－即当人们相对于一个运动坐标系而观望那麦克斯韦方程组时所发生的情

况，以及关于在电磁系统中的能量守恒问题．还有关于物质材料的电磁性质的广泛课题；迄

今为止，除了对千电介质的特性有过一点研究以外，我们所曾讨论过的都只是有关自由空间

中的电磁场．而且，尽管在第一卷中我们就已相当详尽地谈及光这一课题，但还有几件事情

我们愿意从场方程式的观点出发重新做过．

特别是要重新考虑有关折射率的课题，尤其是关于稠密材料方面的问题．最后，还有与

局限千一有限空间区域里的波相联系着的那些现象．我们过去曾在研究声波时简单接触过

这类问题．麦克斯韦方程组也导致代表电场和磁场的约束波的那些解．我们将在以后某些

章节中考虑这一具有重要技术应用的课题． 为了引导到该课题上去，我们将从考虑低频的

电路特性入手．然后就可对下述两种情况进行比较：一种是麦克斯韦方程组的儿乎静止

斛，近似地可以应用得上的情况；而另一种则是高频效应占优势的情况．

因此，我们就将从上面几章中那巍峨而又神秘的高度降回到电路的相对低水平的课题

上来．然而将会见到，即使这么一个世俗课题，只要足够详细地加以考察，也能包含某些极

为复杂的东西的．

我们已在第一卷第二十三和二十五两章中讨论过电路的某些性质．现在再来重复其中

某些内容，但会详细得多． 我们又再度只是同一些线性系统和全都按正弦式变化的那种电

压和电流打交道；这时可应用复数，即用第一卷第二十二章中所描述的那种指数函数记法来

代表所有的电压和电流．于是，一个随时间变化的电压 V(i) 就将被写成

V(t) =Ve气 (22.1)
fr' 式中 代表一个与 t 无关的复数．当然，实际上随时间变化的电压 V(t)乃是由上式右边那

复变数函数中的呇壅给出的．

同样，所有其他随时间变化之量也都被视作以同一频率0按正弦式变化．因此，我们便

可写出

1=1e'叫

^ C = Ce如t

、 ^ E=Ee'叫

~、..........

（电流），

（电动势），

（电场），

..、..

{22.2) 
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等等．
通常我们将把方程用 V.... 1、 <ff•.• (而不是用 f、 1、位．．）来写出，但还得记住，时间变化

方面是由式(22.2) 给出的．

以往关于电路的讨论中曾经假定过，象电感、电容和电阻这一类的东西你们都已熟悉．
现在要来稍为详尽地审查这些所谓理想电路元件指的是

、
I 

` 。

一 b

什么．我们将从电感开始．

电感是这样形成的，即把许多匝的导线绕成一个线

圈形式，并从其两端接至距离线圈相当远的接头上去，如

图 22-1 所示．我们要假定，由线圈中电流所产生之磁场

V 并未强烈地向四周扩散以达到全部空间，从而与电路的

其他部分发生相互作用． 通常可以这样安排，把线圈绕

成一个炸面圈形的式样，或把线圈绕在某一块适当的铁

芯上，从而约束磁场，或通过把线圈放在某一个适当的金

工 属盒之内，如图 22-1 所简略指明的那样．在任何情况

图 22-1 电感
下，我们都假定，在 a 和 b 两端点附近的外部区域里仅有

微不足道的磁场． 我们也将要假定，可以忽略线圈导线

里的任何电阻．最后，还将假定，那些出现在导线表面上用以建立电场的电荷量是可以忽略

的．

具备了这些近似性，就可以有一个所谓“理想”电感．（以后我们还会回过头来讨论在一

实际电感中所发生的事情．）对于理想电感，我们说它的端路电压等于 L(dI/dt). 现在来

看看为什么会这样？ 当有电流通过电感时，正比于这一电流的磁场在线圈内部便建立了起

来．若电流随时间变化，则这磁场也会变化．一般说来， E之旋度等于 dB/dt; 或者换句话

说，环绕任一闭合路线的 E 之线积分等于穿过该回线的 B 通量之负变率．现在假设我们考
虑下述路线：由端点 a 开始，并沿线圈通过（总是保持在导线之内），以抵达端点 b; 然后在

该电感外面的空间经过空气从端点 b 回到端点＂上来． 环绕这一闭合路线的 E之线积分

可以写成两部分之和：

(22.3) 
经由线圈 线惑外丽

正如以前曾经见到的，在一理想导体内部不可能有电场．（最微小之场都足以产生无限大的

电流．）因此，从 a 至 b 经由线圈的积分等于零． 对于 E之线积分的整个贡献都是来自在
该电感外面从 b 至＂的那一段路线． 既然我们已经假定，在该＂箱子“外面的空间里不存在

磁场，则这部分积分就与所选取的路线无关，而我们便可以对该两端点的电势下定义．这两

电势之差就是所称为电势差或简称为电压的，因而我们有

这整个线积分以前曾称为电动势况当然也就等于线圈里磁通量的变率．过去曾经见

过，这一电动势与电流的负变率成正比，因而就有

dI 
V==-<ff=L一dt' 

. -一



第 22 章交流电路 267 

式中 L是该线圈的自感．由于 dI/dt=如I, 我们便有

V=如LI. (22.4) 

在描述理想电感时我们所采用的方法，也适用于其他理想电路元件一一通常称作“集

总“元件——的一般探讨．这些元件的性质完全由出现在两端点上的电流和电压来描述．

通过作某些适当近似，就有可能忽略那些出现在该物体内部场的巨大复杂性． 在内部与外
部发生的事情之间划清了界限．

对于一切电路元件，我们都会找出一个象式 (22.4)那样的关系式，其中电压正比于电

流，而其比例常数一般说来都是一复数．这个复值比例系数称为里堑并通常写作 z (不要同
2 坐标湿淆起来）．它一般是频率0 的函数． 因此，对于任何一种集总元件来说就可以写出

V V 
－＝一=z.I 1 (22.5) 

关于电感则有
z(电感） =ZL=如L. (22 .6) 

现在让我们从这一观点来看待电容督．一个电容器包括两块导电板，并各自引出导线至
适当的接头上． 这两块板可以有任何形状，通常并

由某种介电材料隔离着．我们粗略地把这样一种情

况示如图 22-2 上．又作出几个简化假定．首先，假

定板和导线都是理想导体． 其次，也假定两板间的
绝缘相当完美，以致不会有任何电荷能够通过该绝

缘物质从一板流至另一板上． 再其次，假定这两导

体互相靠近但远离其他一切导体，以致所有离开其

中一板的场线都将终结在另一板上． 这样，在两板

上的电荷就将永远等量异号，而在板上的电荷比起

那些在接线表面上的要多得多． 最后，我们假定在

该电容器附近不会有磁场．
现在设想考虑环绕下述回路的 E之线积分，即

从端点“开始，沿导线内部达到该电容器的上板，然

后越过两板之间的空间，又从下板通过导线而到达端点 b, 并在电容器外面的空间返回到 G

端点上来．由于没有磁场，绕行这一闭合路线的 E之线积分就是零．这个积分可以分成三
部分：

r-
a 

v 

-b 
I 

图 22-2 电容

沿着导线 在两板闻 外面全间

沿导线的那个积分为零，因为在理想导体里不会有电场． 在电容器外面从 b 至 a 的积分等

于在该两端点间的电势差之负值． 由千我们设想该两板总是孤立于世界上其他部分，故在
该两板上的总电荷就必须为零；如果上板有一电荷 Q, 则在下板会有一相等而相反的电荷

-Q. 以前我们曾见到，若两导休拥有相等而相反的电荷，即正负 Q, 这两板间的电势差就会

(22.7) 

．有些人说，我们应该用“电感器“和“电容器“这种名称来称呼那些轰摆，而用“电感“和“电容＇，称呼它们的佳愿、（与“电
胪器”和“电阻＇，相类似）．但我们宁愿采用你将会在实验室里听到的那些名称．大多数人对千一个具体线圈及其自
感L两者都仍说成是“电感“．至千“电容器''(ca:i:m,citor) 一词似乎巳很吃香一一尽管仍相当经常地听到另外一个
“电容器”名称(conde巫er)一一而大多数人仍比较喜欢用“电容"(capacity), 甚千用“电容"(Cl屯还包nee).

- ""'"··• "" 
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等于 Q/0, 其中 O 称为该两导体的电容． 根据式 (22.7), a 和 b 两端点间的电势差等于两

板间的电势差．因而我们有

V 
Q 

= a· 
从端点 G 进入（并从端点 b 离开）该电容器的电流 I 等于 dQ/dt, 即在两板上的电荷之变率．

把 clV/dt 写成如V, 便可按照如下方式写出有关电容器的电压与电流的关系：

心wV=-
I 
O' 

亦即

V= I 
'bW 

n• (22.8) 

. 

这样，电容器的阻抗 z 就是

z( 电容器） =z。－志. (22.9) 

我们所要考虑的第三种元件是电阻．可是，由于还没有讨论过实际材料的电性，我们就

未准备好去谈论在一真实导体内部所发生的事情．因此，只好接受这样一个事实，即在真实

材料内部会有电场存在，而这些电场能够引起电荷流动一—也就是说，产生了电流一一并

且这一电流是与电场从导体的一端至另一端的积分成正比的． 然后，我们设想一个按照简

图 22-3 所建立起来的理想电阻．两条假定由理想导体构成的导线分别从＂点与 b 点连接
至一根电阻性材料的棒的两端． 根据我们常用的论证方法， a 和 b 两端点间的电势差等于

外电场的线积分，而这也等于通过该电阻性材料的棒之电场的线积分． 从而得出通过该电

阻的电流 I 与端电压 V 成正比：

I V _ 
R' 

式中 R 称为电阻． 以后我们还将看到，对于实际导电材料，电流与电压间的关系只是近似

千线性． 我们也将看到，这一近似正比性只有当频率不太高时才可以指望与电流和电压的

变化频率无关．于是，在交变电流中，跨越电阻的电压便与电流同相，这意味着该阻抗是一

实数：

z(电阻） =ZB=R. (22.10) 

关于三种集总电路元件－~电感、电容和电阻一一一的结果我们将其扼要示如图 22-4

I . 
。

(0) (b) (c} (d) 

。

v \
|
尸
'

z 
盲

I 

了 b 
Z=-f 

图 22-3 电阻

iwL I 
加C

图 22-4 理想的集总电路元件

（被动的或无源的）

R 
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上．在该图中，以及在上面那些图中，我们都用一个从一端指向另一端的箭头来表明电压．

如果电压是正的一~也就是说，端点＂比起端点 b 来处于堑座电势——那么该箭头便指向

一个正“电压降＂的方向．

尽管我们现在所谈的是交流，但当然也可通过取频率0趋于零的极限而包括通有稳恒

电流的电路那种特殊情况．对于零频率－一－也即对于直流一一来说，电感的阻抗趋于零；它

变成短路了．对于直流，电容器的阻抗趋于无限大；它变成断路了．由于电阻的阻抗与频率

无关，它是在分析一个直流电路时唯一遗留下来的东西．

迄今为止所描述过的那些电路元件中，电流与电压都是相互成比例的． 倘若其中一个

等于零，另一个也同时为零．我们往往会这样想：一个外加电压要对电流”负责＂，或者电流

会引起两端点间的电压；因此，在某种意义上，元件是会对所“施＂的外部条件发生“响应”的．

由于这一原因，这些元件便称为被动元件（或无源元件）．这样一来，它们便同即将在下节中

讨论的、作为电路中的交变电流或电压之塑的、诸如发电机那一类的主动元件（或有源元件）

相对立．

§22-2 发电机

现在要来谈论一种主动性电路元件一一一作为电路中电流和电压之源的
一－－－．一－－．

茎叟匹．
假定有一个象电感那样的线圈，只是它的匝

数很少，以致可以忽略它本身电流的磁场．然而，

这一线圈被置于一个也许可由简示于图 22-5 中

的那块旋转磁铁所产生的变化磁场之中．（以前

曾经见过，象这样的一个旋转磁场也可由一组适

当地通有交变电流的线圈产生．）我们还必须作
出几个简化假定．这些假定全都与上面对电感情

况所描述的相同特别是，我们将假定，该变化磁
场被局限在线圈附近的一定区域里而不会出现在

发电机外面两端点之间的空间里．

密切地按照我们曾对电感所作的那种分析，

考虑环绕如下一个闭合回路对 E进行线积分，即从端点 a 开始，经过线圈到达端点 b, 并在

两端点之间的空间里返回到起点上． 我们又再断定，两端点间的电势差会等于环绕该回路

的 E之总线积分：

也就是一部

l !.. 
护

V 

b 

图 22七含有一个固定线圈和一个

旋转磁场的发电机

这一线积分等于该电路中的电动势，因而两端点间的势差V 也就等于连串到该线圈的磁通

量之变率：
a, 

v--c=一（磁通量）．dt 
(22.11) 

对于一部理想发电机来说，我们假定连通该线圈的磁通量是由一些外加条件一一．诸如旋转

磁场的角速度一一所确定的，而无论如何总不会受流经发电机的电流所影响．这样看来，发

电机—一至少是我们现在所考虑的理翌发电机一一并不是一个阻抗．跨越它的端点之间的

.',.'''. "' . ·- -- - ---
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电势差是由任意指定的电动势织(t)所确定． 象这样一部理想发电机由图 22---6 所示的那一

0 种符号来表达．小箭头代表电动势取正值时的方向．图中发电机的正电

动势将产生一个 V=<ff 的电压，其中 a 端比 b 端有较高的电势．

还有一种用以造成一部发电机的方法，虽然内部很不相同，但在两端

点以外所发生的事态则与刚才所描述的无法加以区别．假设有一个导线

圈在一堕座的磁场中旋转，如图 22-7 所示．我们画出一个条形磁铁来表

明有磁场存在；当然，它本来也可以由任何其他稳恒磁场源、诸如一个载

有稳恒电流的附加线圈来代替的． 就象图中所示的那样，通过利用滑动

接触或“汇电环”就可把该旋转线圈同外界建立连接． 我们再对出现在“

与 b 两端点间的电势差感兴趣，那当然就是从端点＂至端点 b 沿着一条在该发电机之外的

路线的电场的积分．

原来在图 22-7 的系统中并

没有变化着的磁场，因而我们起

初也许会怀疑怎么会有任何电压

出现在发电机的两端．事实上，在

发电机内部的任何一处都没有电

场． 我们照常假定，作为理想元

件，在其内部的导线是由理想的

导电材料制成的，而正如我们曾

经多次说过的，在一理想导体内

部电场会等于零．但那是不正确

的．当导体在一磁场中运动时，

就不正确了． 正确的说法是，在一理想导体内部作用于任一电荷上的总友必须为零．否则

就会有自由电荷的无限制流动． 所以永远正确的是，电场 E 以及导体速度与磁场 B 的叉

积两者之和一那就是作用于单位电荷上的总力一一在导体中之值必须为零：

F=E+vxB=O (在理想导体中）， (22.12) 

式中句代表该导体的速度．我们以前关于理想导体内部没有电场的说法是正确的，只要导

体的速度 0 为零；不然的话，正确的说法就是由式(22.12)所提供的．

回到图 22-7 的发电机上来，我们现在明白，通过发电机的导电路线从端点 a 至端点 b

的电场 E之线积分必须等于在同一路线上vxB 之线积分，即

tE 
b 

v 

图 22-8 理想

发电机的符号

-/ 

午
o. 

v 

s·~ b 

图 22-7 含有一个旋转于一固定磁场中的线圈的发电机

(22.13) 
在导体内 在导体内

可是，这仍然是正确的：即环绕一个包括该发电机外面从 b 至 G 的归途在内的那条闭合回

路的 E之线积分仍必须为零，因为这里并不存在正在变化的磁场．因此，式(22.13) 中的第
一个积分也就等于 V, 即在两端点间的电压．事实证明，式(22.13)右边的积分恰好就是穿

过该线圈的通量匝连数的变率，因而一根据通量法则一会等千线圈中的电动势．因此，

我们再度得到这么一个结果，即跨越两端点间的电势差等于该电路中的电动势，与式(22.11)

相符．所以，无论是一部其磁场在一固定线圈附近变化着的发电机，还是一部其线圈运动于

一固定磁场中的发电机，其外部的性质都完全相同． 即有一个电势差跨越于两端点之间，

- - --
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那是与电路中的电流无关而仅仅取决于该发电机内部一些任意被指定的条件．

只要我们试图从麦克斯韦方程组的观点来理解发电机的操作，我们也许就要问及象手

电筒电池那样的一个寻常化学电池．这也是一种发电 — 

机，即是一个电压源，尽管它只出现在直流电路中．原 r·. .. . . . . . . .. : ~ 
理最简单的一种电池示如图 22-8. 我们设想有两块浸 . • . . :. . . . .- . . 没在某一种化学溶液中的金属板．假定该溶液含有正 I . -- -·. 
的和负的离子．也假定其中一种离子，如负的那一种， I . . . --. ,. -. 少.. •• 二
比那带有异号电荷的离子要重得多，使得凭扩散过程. I . :· ·+ - .,. - - + . . 

I • + t·. · 
+-+-+-+-· 

而通过溶液的运动就要慢得多了．其次，我们还假定， I·. I/////////// 

用种种方法来安排使得溶液浓度从一部分变化至另一 I . : .· , . . . . . 
部分，以致两种符号的离子在比方说下板附近的数目 I • 

• • • 

要远大千在上板附近． 由千正离子的迁移率较大，它
们便将更快地漂移到浓度较低的那一个区域里，使得

有超额正离子到达上板．于是上板就将带有正电而下板则有一净负电荷．

当有越来越多的电荷扩散至上板时，这一块板的电势就将升高至这样一种程度，即在两

板间所引起的电场对离子所施之力恰足以抵偿其超额迁移率，因而电池中的两极板就迅速

达到一个标志着其内部结构的电势差．

正如上面对于一理想电容器所论证的那样，我们见到， a 和 b 两端点间的电势差恰好等

于两极板间的电场之线积分，如果不再有任何离子扩散的话．当然，电容器与这样一个化学

电池之间是有一点根本差别的． 倘若把电容器的两端短路了一会儿，电容器将会放电而不

再有任何电势差跨越于两端点之间． 而在化学电池的情况下，电流却可以继续从端点引出
而不致在电动势上有任何改变－一一当然一直到电池内的化学药品耗尽时为止．在一个实际

电池中，会发现跨越端点的电势差随着从电池所引出的电流增大而降低．然而，在保持所已

作出的那种抽象化程度上，我们可以设想一个理想电池，跨越千端点间的电压是与电流元
关的．这样，一个实际电池便可视作一个理想电池串联着一个电阻．

. 

. 
. 

. . 
-• • • I 

V 

. 
.. 

• • • 

b 

图 22-8 化学电池

§22-3 理想元件网路；基尔霍夫法则

就象上一节中我们曾见到的，用在元件外面所发生的事态来描述一个理想电路元件是

十分简单的．电流与电压彼此线性地联系着．可是在元件内部真正发生的事态却是相当复
杂的，凭借麦克斯韦方程组来给出一个精确的描述将是十分困难的． 试想象要对一部含有
数以百计的电阻、电容和电感的收音机提供一个里面的电场和磁场的精确描述吧． 要对这

样一件东西运用麦克斯韦方程组来加以分析，那会是无法做到的．但作出曾在 §22-2 节中

描述过的那么多种近似后，再对实际电路元件的基本特点用理想化的办法来加以总结，这样
对一个电路用相当简单的方法来分析就成为可能的了．现在我们要来证明那是怎样做出来
的．

设有一个含有一部发电机和几个阻抗互相连接在一起的电路，如图 22-9 所示．按照我

们的近似条件，在各别电路元件的外部区域里并没有磁场． 因此环绕任一条未曾通过其中

任一元件的曲线的 E之线积分为零．然后考虑由虚线所构成的完全围绕着图22-9 的电路

的那条曲线互环绕这一条曲线的 E之线积分由好几段构成． 每段就是从一个电路元件

, 

- ---- -- - -一心- -- - - 、 ~．一 . .~_~ - ~ 
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的一端至另一端的线积分．这一线积分我们已称之为跨越该电路元件的电压降．于是整个

线积分就恰好是跨越电路中所有一切元件的电压降之和：

—厂万了勹~eb ,. 
,1 I 刁'
\....::.、.、·--

\. V2 / 

石Iv. V3t 

1// \ ! Z3' 

、＼
\ 

tE) }V7'-. 

I'r / 
f 作.,, "I 

~ 

\ J,124 
Zs I Vs 三~\

(22.14) 

c 

由于这一线积分为零，我们便应该有环绕整个电

路回线的势差之和等于零

>兀=0.
芒胚

这一结果得自麦克斯韦方程组中之一一一即在一

个其中没有磁场的区域里环绕任一闭合回线的 E

之线积分为零．

。
b c d 

v 

25 
d 

扛I 杠2 扛3 仕4

z 
2 

z ,' 

Z3 

tr, ir2 杠3 杠，

11122-9 环绕任一闭合路线的电压降之和为零

e f 9 h 

图 22-10 流入任一个交点的电流之和为零

,l,.',: 

假设现在考虑一个象图 22-10 所示的那种电路．连接久 b、 0 和 d 各端点的那条水平

线是为着要表明这些端点都彼此互相连接着，或者它们都是由电阻可以忽略的导线连接着．

无论如何，这种画法的意思是：生从 0、 d 诸端点全都处千同一电势上，同样地， e、 J、 g、 h 诸
端点也都处于同一电势上．于是横跨那四个元件中每一个的电压降 V 都相同．

原来我们的理想化条件之一就已经是，在各阻抗的端点上所积聚起来的电荷都可以忽
略． 现在再进一步假定，任何积聚于用来连接各端点的那些导线上的电荷也都是可以忽略

的． 于是电荷守恒律要求，任何离开了某一电路元件的电荷都应立即进入另一个电路元件

中去．或者，也同样可以说，我们要求流入任一个交叉点的电流之代数和必须为零．当然，

所谓交叉点我们指的是诸如 a、 b、 C、 d 等互相连接着的任何一组端点． 象这样互相连接的
一组端点我们往往称之为“交点”．于是电荷守恒便要求对千图 22-10 的电路，

I1-I,-Ia-I,=O. 

进入包括 e、 f、 g 和 h 四端点的那个交点的诸电流之和也是零：

(22.115) 

-I计l2+I计I,=0. (22.16) 

当然，这和式(22.15)是一样的．这两个方程并非互相独立．普遍的法则是，流进任一个交- _-_-_-_-______ -_-_ ----~ 

点的电流之和必须为零

究 I,.=0.
诙进一
个

(22.17) 

上面关于环绕一个闭合回路的电压降之和为零的结论在一个复杂电路中必须运用于其

中任一回路． 并且，有关流进一个交叉点的电流之和为零的结果对于任一个交叉点也必然

是正确的．这两个方程称为基纽霍夫法则． 有了这两个法则，就能够在任何一个网路中解

出其中的电流和电压．

. 

贮.. -矗- -- ----·。、-
.. ···-
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现在假定考虑图 22-且那个更复杂的电路．在这一电路中我们将怎样找出其中的电流

和电压呢？可以按照下述直截了当的办法把它们找出．分别考虑出现在该电路中的那四个

附属闭合电路.'(例如，其中一个回路从端点 G 至端
点 b 又至端点 e 和 d 并返回到端点“上）对千每 Z1 b Z:t 仁4
一个回路，我们把基尔霍夫法则的第一个一一环绕 () 了 工2

每一回路的电压之和为零一一的方程写出．必须记 引 h, I3J I Z:, • 

住：若皇塾电流的方向行进，该电压降就算作是正

的，但若在经过某一元件时与电流的方向捚区，则电

压降应算是负的；并且还必须记住，跨越一部发电机

的电压降是在该方向上电动势的负堂． 这样，若我
们考虑那一个从端点 a 出发而又结束千其上的小回

路，就会得出如下方程：

, 

I4-
石
}

Z4 
f-

Isl I Zs 斗 I 石
, 

生11+勿s+岔I,-<f1=0.

应用这同一法则于其余的回路中，我们便会获得三 9 

个同类方程

其次，对于该电路中每一个交叉点，还应该写出

电流方程．例如，，对那些流入交叉点 b 的电流求和时便会给出方程

I I7-

z, t,1: J1 

图 22一11 用基尔霍夫法则来分析电路

.. I1. 一Is-ls-;=0,'.··.

同理，对那个标明为 e 的交叉点则会有电流．方程 : 
Ia-I,+Is-Iis=O. . , 

图上所表示的这个电路总共有五个这样的电流方程．不过，结果弄清楚的是，这些方程中的
任一个都可从其他四个导出来；因此就只有四个互为独立的电流方程．这样一来，我们总共

有八个独立的线性方程：四个电压方程和四个电流方程． 有了这八个方程，就可以解出那

八个未知电流． 一旦这些电流求出，该龟路便算是巳经傅决了．喻跨越每一元件的电压降由

流经该元件的电流乘以其阻抗而给出（或者,.:{£有电压源的情况下，电压是已知的）．

我们已见到，当写出电流方程时，会获得一个并不与其他诸方程独立的方程．一般也可

能写下太多的电压方程．例如，在图泣-11 的电路中，虽然我们只考虑那四个小回路，但还

有大量的其他回路本来也可以对其写出电压方程来钳． 例如，有一个沿路线 abojeda 的回
路还有另一个回路是沿必cfehg如路线．你能够看'tl\, 存在许多个回路．在分析一个复杂
电路时极易于得出太多的方程有一些法则会告诉你如何去作处理以便仅仅写下最低限度
数目的方程，但往往只要略为思考一下便能看出该怎样去得到形式最简单的适当数目的方

程．而且，写出一、二个超额方程也没有什么妨碍．它们将不会导致任何错误的答案，只是
或许要多费一些不必要的代数运算罢了．

在第一卷第二十五章中，我们曾经证明过，若两阻抗勿和勺互相巠座，则它们相当千由

下式给出的一个单独阻抗女： / 

女 =Zi十Zs. , (22.18) 

我们也曾证明过，若两阻抗迸壁，则它们相当千一个由下式给出的单独阻抗芍： -

左石
z,= , .. , .. " . 八'-·、= -'-·. 

乙
七
九
三

九
六

, 
，令．

....' 
勺

(22 . .1,9) 
., 

、

，夕，••• ,a飞·--句 - -- - -、-- - - ------ --~ ..... 
"- -矗- ... -- -
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你如果回顾一下就将会看到，在导出这些结果时我们实际上已应用了基尔霍夫法则． 往往

可以通过反复运用关于阻抗串联和并联的公式来对一个复杂电路加以分析．例如，图 22-12

的电路就是可以这样分析的．首先，立和玩两阻抗可以由其并联等效阻抗来代替，而 Zs 和

:Z7 两阻抗也是一样．然后，阻抗 Zii 可以同气和勿的并联等效阻抗按串联法则结合起来．按
照这样的方式进行下去，整个电路就可以简化成

一部发电机同一个单独阻抗 Z 串联了． 于是流

经该发电机的电流就不过是 C/Z. 然后又倒转

过来做，人们就能求出通过每一阻抗的电流了．

z 3 
. 

/ 

z. z 24 25 2 

J .. "_ 

. 
'' 

/" e't ,、.) , 26 27 ` Za 

- -

" • 

图 22-12 一个可以用串联和并联两种

组合来加以分析的电路

。
el- , b 鸟

一

c 

.. 

z, I 伈 Z2 I 伈

.. 

Z3 I~ 马

了！图 22一18

, e —f 

一个不能用串联和并联那些组合来加以分析的电路

然而，也有一些十分简单电路不能用这一办法来分析的，图 22-13 所示电路就是一个
例子．要分析这个电路，一定要按照基尔霍夫法则写下电流和电压的方程来．让我们就来
做一做吧．这里只有一个电流方程：

, . ·I1+I11+Is=O, ` 

因而我们立即知道 '. . . •• 
`' < • 

. . ·'Ia=---(I丑-I,,) •. 

如果马上利用这一结果以写出那些电压方程，便能节省一些代数手续、 对于这一电路会有
' .·..', ::, ,){'• 两个独立跑电压方程；它们是 七

玉压I心一0;1 勹和 i 丘(I,心－拓.,.o_
又 2^2 

干 ;"- i 有两个方程和两个未知电流．对这些方程解出 I1 和

"'' ·)·. 石，便得 ' ' 

。

仁 , ': •-·I1,,;,, 召，一（如为） tff;i · ·(22 .20) 
7.·,'. I:'勹 /X;: 吐,+祁）＋硒 1!

~/·: 和，、
、 I11"':' 坏名＋勾乌

叭右十炖）＋罕a··
:'第三个电流则可从这两个之和获得....

另一个不能通过利用关于阻抗的串联和并联法则

来加以分析的电路例子示如图 22-14. 象这样的电路

称为“电桥”．它出现在许多用来测扯阻抗的仪器中．对这一电路人们往往感兴趣的是这么

一个间题：各阻抗应怎样互相联系，才能使通过阻抗 Za 的电流为零？符合这一要求的条件

将留给你们去找 . 

. 
(22.21) 

'•'. 
• I'--~ b ' 

[I•' •. 

图 22-14 一个桥式电路

气- -、- - ---今一- -- --一 - 
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假定把一部发电机召连接到一个含有各种阻抗的复杂互连的电路中，如图 22-15(a)约

略所示的那样． 所有从基尔霍夫法则获得的方程都是线性的，因而当对其解出流经该发电

机的电流1 阰我们便会得出 I 与 g成正比．即可以写成

C I=- 一、．
勿敖

式中 z有教是了复数，即在该电路中所有一切元件的一个代数函数．（如果该电路除了图上所
示的那部发电机之外便没有其他发电机，那么就不会有独立于 5 的任何附加项．）但这一方
程恰好就追我们关于图 22-io(b) 的电路所该写出的．只要我们仅仅对在 q和 b 两端点的
莲所发生的事态感兴趣，图 22-15 的两个电路就是壁整的．因此，我们能够提出一个普遍
声明：廷二主含有无源元件的二端网路都可以由一个单独阻抗 2有敖来代替而不致改变电路

中其余部分的电流和电压． 当然，这-;:-声明的内容不过是关千来自基尔霍夫法则一—而最
终则是来自麦克斯韦方程组的线性一一的结果的一个评述 ~·· : 1· , ' io) 巨｀

- .""'. . b : 

§22-4 等效t电路

'. 

. (o) 

(V 
o. 1-

含有若干个Z的任一电路.,_ t, 
,,... ,, 矗．

仁暑，

''''' 

·` , 
.' , , 

尸
矗，

寸
上

，
卜·~ .. .1 '., 

1 、 ` 

' 

z: 
七

九
三
九
六

.• "'、，,-'; 父.,. : 
I 

. 0 -J仁，• I • 

, b 、L -;--, . 1:·J 仁， i 尸，气 •. , ·: 飞亡『勹1
」'.,. I 门~,"_;,,·: . : ,; {b) •. ~心 ·I 切＾

（，申~,\. ·\:I ,z心' 出..:· 飞~、 Lt~l, I:>; • 

:¥.·,'''': •••. ~\'.. ·.! 二；
，蠡，,.. ~-比,• 一. l b 

图 22-:-15 任一个含有罕元归 , 图 22一1~ 任一个二端拘路都可以由一部
二端网路都相当千一个有效阻抗 ; 志\ ! I 、- 发电机和一个阻抗互相串联来代替

这一概念可推广至同时含有若干部发电机和若于介阻抗的电路中.: 假定我们母＇（从淇
阻抗的斌点”来观看这样一个电路，而这个阻抗被称为 ~i 示如图 22-1~(a). ; 

路的方程求解A就会找出在a和 b 两端点之间的电园兀乃是 I的一个线性司
以，

嘈，飞厂』

－兀=A-BI.. , (2~.22) 
式中 A 和 B 依赖千该电路中在端点的左侧的一些发，电机和阻抗．例如，对于图 22-13的那
种电路，我们会找出 V1=I1Zi. 这可以写成［通过对式(22:20) 的重新布置J... ' ,, 

兀＝［（古）名心］－寺~I1. , (22.23) 
'' 

. .. ""·-·· . " ' ' . .. 夕-· • " "畛心乍"'' " ... 叮 • 、
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于是，把这一方程与有关阻抗气的方程，即 V1=l1Zi, 互相结合就可获得其通解，或者在普

遍情况下，通过将方程(22.22) 与 ' 
Vn-I占 • 

相结合而获得．
.. 

现在若考虑 'Zn 被连接至一个含有一部发电机和一个阻抗的简单串联电路，

(b)所示，则相当于(22.22) 的方程就是

如图 22-16

V,.=<ff有效-1,.z有效，

上式与(22.22)全等，只要我们令 4有效=A 而分效-B. 因此，若我们只对于在＂和 b 两端点
连侵所发生的事态感兴趣，则图 22-16 的那个任意电路便始终可以由一部发电机与一个阻
抗互相串联而成的等效结合体来代替．

'§22...:.5 能量

我们已经注意到，要在一个电感中建立起电流 I, 能量 U=-L12 总得由外电路供应；
2 

当电流下降到零时，这能量又交还给外电路． 在一个理想电感中并没有能量损耗机制． 当
有一交变电流通过一电感时，能量在它与电路的其他部分之间流来流去，能量递交给电路的

翌堕时率即为零．这样，我们便说电感是一个远挂元件；没有电能会在其中消耗掉一也就
是“损失“掉一一的．
'I 1 
同样，一个电容器的能量、 U'=-OV•, 当电容器放电时，会归还给外电路．，当一电容器2 

置于交流电路中时，能量在其中进进出出，但每一周期中的净能流为零．一个理想电容器也

是一个无耗元件．

我们知道，电动势就是一个能源．当电流 I 沿电动势的方向流动时，能量以讥T/dt=<ffI 

的时率输送给外电路．如果电流是被由电路中的其他发电机驱使一一使其堂璋电动势的方
向流动，i则这电动势将以时率护I 吸收能量；既然 I 是负的， dU/dt 也将是负的．
如果一部发电机连接至一个电阻 B, 则通过该电阻的电流为 I=<ff/R. 由发电机所供

应的能量以时率 rffI 为该电阻所吸收． 这一能量在电阻中变成热，从而使该电路的电能损

失掉．这样，我们便说电能在电阻中秷塾了．在电阻中能量被耗散的时率为 dU/dt=RI气
在交流电路中，能量消耗于电阻中的平均时率等于..:...周中 RI1 的平均值． 由千

. I=1e伈t一一这我们实际指的是 I 正比于 COSCut一一一所以在一周

R 

I z ，三

'/~;., 

IX 
••• 

' '. 
,_矗,,

图 22-17 任一阻抗都与

一纯电阻及一纯电抗的串

联组合等效

中 Is-的平均值就是 1111;2, 因为电流峰值为 11 I, oos•"'t 的平均
值为 1/2.

“ 当一部发电机接至任意一个阻抗 z时，能量的损失又将如何
呢?'<当然:, 所谓“损失“我们指的是电能转变为热能．）任一阻抗 z
都可以写成它的实部及虚部之和．这就是说，

- z-R+心X, , (22.24) 

式中R和工都是实数．从等效电路的观点出发，我们可以讲，任

一阻抗相当于一个电阻与一个纯虚数阻抗—一称为患述一一互相
串联，如图 22-17 所示．

我们以前就知道，任一仅含有一些 L 和 O 的电路都会有一个

一.. •. - . 

-----一一--心勺--一--、-如心------ --- ----- 一、- - --一~ 一-、 ~ -·-、
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纯虚数的阻抗． 由于平均没有任何能量会在某一个L 和 O 中损失，因而一个仅含有一些 L

和一些 C 的纯电抗便将不会有任何能量损失．我们可以看到，对于电抗来说这应是一般正

确的．

如果一部具有电动势护的发电机被连接至图 22-17 的那个阻抗 z 上去，则来自该发电

机的电动势和电流便应有这样一个关系：

tt'=I(R+也X). (22.25) 

要找出能量输出的平均时率，就要求得乘积 CI 的平均值． 此刻我们必须小心1 当处理这

一种乘积时，应与实数量织(t)和 I(t)打交道．（只有当我们拥有些竺方程时，复变数函数的

实部才会代表实际的物理量；现在我们所关心的乃是一个婴，这肯定就不再是线性的了．）

假定我们选取 t 的原点以便使该幅 1 是一实数，比如 Io; 那么 I 的实际时间变化就是
由下式给出：

式(22.25)的电动势则为下式

中的实部，也即

I =I0cos 础．

.. 

I衫伈t(R+iX)

扩=I迅 cos叫-I0Xsinwt. (22.26) 

式(22.26) 中的两项分别代表跨越图 22-17 上 R 和 X 的电压降．我们看到，那跨越电

阻的电压降与电流匝担，而那跨越纯电抗部分的电压降则与电流进想．

由发电机供应的翌担能量消耗巠 (P)平询等于 CI 这一乘积遍及一周的积分除以周期

T; 换句话说，

第一个积分为一耳R, 而第二个积分为零．所以在一个阻抗 z=R+iX 中的平均能量2 

损失只取决于 z 的实部，并且等于 I扭/2. 这同我们以往关于在电阻中的能量损失结果相

符．而在那电抗部分则并没有能量损失．

§22--6 梯形网路

现在我们想要来考虑一个可用串联和并联组合加以分析的有趣电路． 假设从图 22-18

(a) 的那个电路开始．可以立刻看出，从端点 0 至端点 b 的阻抗只不过是 Zi+勿．现在让我

们考虑一个稍为困难一点的电路，即如图 22-18(b)上的．我们本来可以利用基尔霍夫法则

来分析这个电路，但也容易用串联和并联的组合来加以处理．我们可用一个单独阻抗

为 =z叶勺来代替右端那两个阻抗，如图(c)所示．然后，勺和知两阻抗又可以由它们的等效

并联阻抗也来顶替，示如图 (d). 最后，石和勾相当于一个单独阻抗 Zil, 示如图 (e).

现在可以提出一个逗趣的阿题：要是我们在图 22-18(b) 的那个网路上娄远保持增多一

些节段一一－如在图 22-19(a) 由那些虚线所示的那样一一将会发生什么样的情况呢？我们能

否解这样一个无限长的网路？噢，那并不怎么困难．首先，我们注意到，如果再添加一节于

这一无限长网路的“前“端，它仍将不会改变．肯定无疑的是，若我们添加一节千一无限长网

路，它仍然是那同一无限长网路． 假设把在该无限长网路的两端点＂和 b 之间的阻抗称为

- -• ' 心寸..,.,., c•• 已戈
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士 •i+,J; 乙立 +z.
阳 22-18 一个梯形网路的有效阻抗

b dl b 

图 22-19 一个无限长梯形网路的有效阻抗

Zo; 则在 C 和 d 两端点右侧的全部东西的阻抗也将是 Zo. 因此，就其前端来说，可以将该网路
表达成如图 22-19(b)所示的那样．构成勺与％的并联组合，并将这个结果加于那个串联着

的气上，，我们便能立即写下这个组合的阻抗：

Zi=ZJ. 十
1 

(1心） + (f凡）
但这一阻抗也等于知，因而得到这么一个方程：

或. z=左十
Z炉o

z,+zo• 

'' 

Zo 一石十
Z岱o.. 

勺十Zo
. 

由此可以解出知 t·.' 

牙＝三+✓ (对/4)+硒．, 2· 

` 'C 

(22 .27) 

因此，我们已经得到一个含有反复串联和并联阻抗的无限长梯形网路的阻抗之解． 这阻抗

Zo 被称为这样一个无限长网路的特性阻抗．

现在让我们来考虑一个特殊例子，其中串联元件是一自感 L 而并联元件则是一电容 0,
如图 22,20(a)所示．在这种情况下，通过令勾一如L

1n, 
和 z,-=1/忆心，我们便可找出该无限长网路的阻抗．

注意式(22.订）中的第一项不过是那头一元件的阻

抗之一半． 因此，要是把该无限长网路画成象图

... ,22~20(b)所示的那样，似乎就更为自然，或多少总会

(bl ..1..c ..J....C ...J.....C 等等

.b夏夏 T 工 T . T 
较为简单些．若从端点＂，去观看该无限长网路，则

. . --- 应可见到该特性阻抗为

图 22-20 一个 L-0 梯形网路 勾一 .J(L/0) 一（矿£2/4). (22.28) 
以两种等效方式画出 现在就有两种有趣情况，这要取决于频率．如

果忒小于 4/LO, 则根号内的第二项将比第一项为小，而阻抗彴将是一实数．反之，若忒大

于 4/LO, 则阻抗彴将是一纯虚数，并可写成

L L 
L 气

b0 
ol (. 个

C ...L..C ....__C 等等

T T. . T ----: 

. --- ---·-气- • 恤... • 个
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Zo= 心✓(忒L匀4)-(L/Q).

我们以前就曾经说过，一个仅含有诸如电感和电容那种虚值阻抗的电路将有一个纯虚

数的阻抗．目前正在研究的电路一仅含有一些 L 和一些0-在频率低于 J兀屯6时其
阻抗怎么能够是一纯电阻呢？对于较高频率，阻抗乃一纯虚数，这与我们以前的说法一致．
对于较低频率，阻抗是一纯电阻，因而将吸收能扯．该电路为什么会象电阻那样不断吸收能

量，它是仅由电感和电容所构成的呀？簦*=由千有无限多个电感和电容，以致当一个源被
接到该电路上时，它会供应能量千第一个电感和电容，然后又供应那第二个、第三个、等等．

在这一种电路中，能量不断以一恒定时率被吸收，即从发电机那里稳恒地流出并进入该网路

中去，所供应的这些能量被储存在沿线往后的那些电感和电容中去了．
这一概念暗示着在该电路中所发生的事态有一个有趣的地方． 我们会期望，如果把一

个源接到其前端上，这个源的效应将经由该网路朝向那无限远的一端传播． 波会沿线直下

的这种传播很象由一根从它的驱动源吸收了能量的天线所发出的辐射；这就是说，我们期
望，当阻抗是一实数，即在 0 比 J石万历卜时，这样一种传播就会发生． 但当阻抗是一纯虚

数，亦即 Q 比 .J47厉大时，就不该指望会看到这一种传播．

§22-7 滤波器

在上一节中，我们曾见到图 22-20 的那个无限长梯形网路会不断地吸收能量，如果它被

一个低于某一临界频率 J可互耳内源所驱动的话，这一频率将被称为塾婴吩． 我们曾经建
议，这一效应可以用能量不断沿线直下传输来理解．另一方面，在较高频率上，即对于

Cl)>吵，便没有这种连续性的能量吸收；这时我们应该期待，电流或许不会沿线直下“贯穿“得

很远．让我们来看看这些想法是否对头． ' 
假设已把该梯形网路的起始端连接到某一交流发电机，现问：网路的第 754 节上电压

的情况如何？由于该网路无限长，因而从一节至次一节电压所发生的任何变化总是一样；所

以就让我们只来看看当从某节、比如说第九节、至下一节所发生的事情． 我们将象图 22-21

(a)所示的那样对电流 I,. 和电压兀下定义．

L 还垃
v, 言

. I n+I 
枷

(a) Z2· 
•, 

22• 

.,',' 

Z2 

一一．

. (b) 

--
n 
.I 

~-- .• --

z, 

J 

图 22-21 要找出一个梯形网路的传播因数

记住在第九节之后，我们总能用特性阻抗彴来代替该梯形网路的其余部分，这样就可

以从兀得到 V叶1; 于是只须对图 22-21(b)的那个电路进行分析．首先，我们注意到，由于

兄是横跨 Zo 的电压，因而它必须等于 I.;.zo. 并且兀与兀十1之差恰好是 I,.知
宁

左v~-V .. +1=lnZ1 = V仰一．
z。

因此，便可得到比值
巨=1-生-三．
Vn·Zo Zo 

, 

-心'
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这个比值叫做每节梯的传播因数；我们将记之为 a. 当然，这对于所有一切节级都相同：

岔。＿＿气

"= z . (22.29) 

这样，在第＂节之后的电压就是
·Vn=an<ff. (22.30) 

现在你可以找出在第 754 节之后的那个电压；它刚好就是＂升至第 754 次幕乘以况

我们看一看图 22-20(a) 中 L-O 梯的 a 象个什么样子．利用式(22.27) 的 io, 以及在一

如L, 我们便得

“一
✓(L/0) 一（况L切心-i(wL/2)
../(L/0)-(忒L2/4) +i(吐/2)"

(22.31) 

如果驱动频率低于该截频吩-../4TEO, 则平方根是一实数，而在分子及分母上的两个复数
其量值便相等．因此，回的量值为 1; 我们便可写成

a=e “ , 
这表明在每节上电压的大小都相同；只是电压的周相变化而已．事实上，这相变 8 是一负数

并代表着当沿该网路从一节至下一节时电压上的“延迟＂．

对于比截频 (t)o 为高的频率，最好是把式(22.31) 的分子和分母上的心消去而重新写成

“一
✓(忒L切4)-(L/O) 一(wL/2)
✓ c矿L切4) 一 (L/0)+(吐/2)'

(22.32) 

现在该传播因数。是一突数，而且是一个少工上的数目． 这意味着在任一节上的电压比起

其前一节上的电压总要小一个因数 Cl, 对于任一比 Wo高的频率，当我们沿该网路往下走

1a1 
I 

少

Wo 

图 22-22 在也梯中

每节的传播因数

时，电压降落得很快． ＂的绝对值作为频率函数而画成之

图看来就象图 22-~2 的那条曲线．

我们看到，对高于和低于 Wo 的频率， a 的行为都与这

样一种认识相一致，即对千 c.><知，该电路会传播能量；而

对千w>础，则能量被阻塞住了．我们说，这网路会“通过“
cu- 低频而“舍弃”或“滤去“高频．任何一个其特性被设计成按

某一规定方式随频率变化的网路都称为＂滤波器”．我们刚

才正在分析一个“低通滤波器".

你可能会觉得奇怪，为什么要讨论一个显然不能够实现的无限长网路．重要之点是，同

样的特性可以在一个有限网路中找到，如果我们用一个等于该特性阻抗 Zo 的阻抗在其末端

结束它的话． 虽然在实际上是不能够用几个象及 L 和 0 那样的简单元件来芢堑挫复制

出该特性阻抗的，但对于某一范围内的频率却往往能够以相当好的近似程度做到这一点．

这样，就可以做成性质十分接近于一个无限长网路的一个有限长滤波器．例如，若用一纯电

阻 R=-..J互币来结束那个以刀弟，则它的表现就象上面对它所描述的那样．
如果在那个m梯形网路中交换各个 L 和 O 的位置，以形成如图 22-23(a) 所示的那种

梯形，就有一种会传播襄频而舍弃惩频的滤波器．通过利用已有的结果，很容易看出在这一

网路中会发生的事情． 你将会注意到，无论什么时候当把 L 变成 G 或笆这~时，也就由每

一个如变成 1/如．因此，过去在0上所发生的事情现在在 1应上发生了．特别是，可以通

过用图 22-22 并将其在横轴上的标记改成 1/w, 象图 22-23(b)所做的那样，将看出“如何

~、~．．．~

---、 • , ., 呻

-··、... • 勺矗. ..』．
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1a1 

c c c 

I 
＇－－。心。

(a) (b) 

图 22~3 (a)一个高通滤波器； (b) 它的传播因数作为 1心的函数

L 

c 
--
L 

I 

I/ca, 

随频率而变化．

刚才所描述的低通和高通滤波器具有各种技术应用. LO 型低通滤波器常在宜流动力

供应单元中用作“平流”滤波器． 如果要从一个交流电源造成一套直流动力，那么先要用一

个只允许电流单向流动的整流器．从整流器将会得到看来象图 22-24 所示的函数 V(t) 那

样的一系列脉冲，那是一种低劣的直流」因为它会上

下跳动． 假设想要一个漂亮的纯粹直流，象一个电

池组所供应的那样．我们可以通过放置一个低通滤 . , ' , 

波器于整流器与负载之间，就会接近这一目标．
oY'V'f 『 -t

从第一卷第五十章中我们知道，图 22-24 的那 图 22-24 -伈全波整流器的输出电压

个时间函数可以表达成由一个恒定电压加上一个正弦波、再加上一个更高频率的正弦波、等

等的迭加一一即由一个傅里叶级数来表达．如果该滤波器是线性的（正如我们曾经假定的，

只要那些 L 和 G 都不随电流或电压而变），那么从滤波器出来的就是对在输入端每一成分

的各项输出的迭加．如果安排得使滤波器的截频 (l)o 远低于函数 V(t) 中的那一最低频率，

则直流 (c., 一 0)便能够很好地通过，但那第一谐波之幅将被削弱得很厉害．而那些更高的谐

波之幅被削弱得更厉害了． 所以我们能够获得一个随心所欲的尽可能平滑的输出，只凭你

乐意购买多少节滤波器而定. , ' 

如果希望舍弃某些低频，则一个高通滤波器便用得上了．例如，在一留声机放大器中，

, 1 I 高通滤波器可以用来让音乐通过，而避开那些来自
t-勹牛

转盘电动机的低调隆隆声．

也可能制成一种“带通”滤波器，它会舍弃比某

一频率叩低而比另一频率吩（大于 c.>i) 高的一些频

率，但却让 (1)1 与幻之间的那些频率通过． 这可简

单由让一个高通的与一个低通的滤波器并放在一起

而做到，但更经常的却是通过下述的办法来做到，即
制成一个其阻抗左和勺更加复杂——每一个都是

若干个 L 和 O 的组合一一的梯形网路．象这样一

个带通滤波器也许具有如图 22-25(a) 所示的那种

传播常数．这可能用来把一些仅占据一个频率间隔的信号——诸如在一高频电话缆中的许

多声音沟道的每一个，或在无线电传递中受了调制的每一个载波一－一分开来．
在第一卷第二十五章中我们曾经见到，象这样的滤波作用也可利用一寻常共振曲线的

选择性来做到，为了比较，我们已把该共振曲线作于图 22-25(b)上．但对于某些目的来说，

仇t)

(Cl). 

(b) 

I 
1 I I 
I . I 

勹.. , 七
图 22-25 (a)带遥滤波器；

(b)简单的共振滤波器

I , 

蛐

．雇
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这一种共振式滤波器没有象带通滤波器那么优越． 你会记起（第一卷第四十八章），当一频
率为吩的载波受一“信号”频率 w, 所调制时，整个讯号不仅含有该载频，而且也含有边带
频率知+w. 和 W。-w•. 采用共振式滤波器时，这些边带总多少会受到衰减，而信号的频率
越高则衰减越厉害，正如你可以从图上见到的． 因此就是一个不良的“频率响应＂． 那些较
高频的乐音通不过去，但若滤波作用是由一个设计得使 W2-W1 的宽度至少两倍于最高信
号频率的那种带通滤波器来完成的话，则该频率响应对千所需的那些信号来说就将是“平

坦＂的了．

关于梯式滤波器我们还要再强调这么一点：图 22-20 的 LO 梯也是传输线的一个近似
表象 如果有一长导体与另一导体平行并列一－一诸如在一根同轴电缆中的导线，或一根悬
挂在地面之上的导线－那么便会有某一电容存在千两导体之间，还有由它们之间的磁场
所引起的电感． 若我们设想该传输线被分割成众多个小段&, 每一段看来就象在w 梯中
由一个串联电感 .1L 和一个并联电容必刀斤构成的一节．然后，我们便能应用有关该梯式滤
波器的结果．若取 JZ 趋于零时的极限，则便有对于传输线的-个极好描述．注意当 JZ 变得
越来越小时， .1L 和 .JO 两者都会减少，但都在同一比例上；因而比值 JL/..10 仍将保持不变．
因此，若取 .JL 和 .10 都趋于零时式(22.28) 的极限，则可以找出该特性阻抗是一个大小为
J立的纯电阻．我们也可将该比值 JL/反门司成 L。/0。，其中 Lo 和 Oo 各代表线的每单
位长度的电感和电容；那么便有 '` 

了Zo=Jo;. (22.33) 

你也将会注意到，当 L!L 和心各趋千零时，该截频叩... ...; 叮互了会变成无限大． 即对
千一条理想的传输线来说并没有任何截频．

§~2-8 其他电路元件

迄今我们仅仅定义过那些理想的电路阻抗一一电感、电容和电阻一一还有那理想电压
发生器．现在我们要来证明，其他诸如互感、晶体管或真空管的其他元件都可以利用那一些
基本元件来加以描述． 假设有两个线圈，而有意或无意地使其中一个线圈的某些磁通量串
连到另.:.....个线圈中去，如图 22-26(a)所示．此时这两个线圈便有一互感 M, 使得当其中一

个线圈的电流变化时，便将有一电压产生在另一个线圈中． 我们能够将这一效应算进于等
效电路中．之所以能够，是要按下述方法来做的．我们已经知道，在两个互作用线圈的每一

, , 

工， I i\ I t 工2 工， ·' 12 

. • 0 ( .. 
:, ., 

L,3 EL2 

·, 

(a) (b) 

图 22-28 互感的等效电路

、~＾．一. -令｀．｀ .. ----- -··. 
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个中其感生电动势均可以写成两部分之和：

生=-L1立气二M !. 生
dt .dt' 

左-L:i号士M告．
(22.34) 

第一项来自线圈的自感，而第二项则来自与另一线圈间的互感．第二项的符号可正可负，取

决于来自一个线圈的磁通量连串到另一个线圈上去的方式．既然作了我们以前在描述一理

想电感时所常用的同一些近似，我们便可以说，跨越每一线圈两端的电势差等于该线圈中的

电动势． 那么(22思）那两个方程便将和我们从图 22,-26(b) 的电路中获得的方程相同，只

是图示的每一电路中的电动势是按照下列关系式取决于对面电路中的电流：

生一土如MI,, C, 一士如MI1. (22. 邸）

因此我们所能做的是，把自感效应按照正常方式表示，但对于互感效应则要由一个附加的理

想电压发生器来顶替． 当然，此外我们还应有关千这一电动势与电路中某一部分的电流的
关系的方程式；但只要这一方程式是线性的，我们便
不过是加进了.L些线性方程于那些电路方程之中， ` 

而所有我们以前关于等效电路的那些结论以及其他
一些东西就仍然是正确的了． . 

除了互感之外，也可能还有互容．迄今，当我们
谈及电容器时总是想象只有两个电极，但在许多情
况下，比如在一个真空管中，就有许多个彼此互相靠
近的电极． 如果把一电荷放在其中某一极上，它的

电场将会在其他每一极上感生一些电荷并影响其电
势．作为一例，试考虑图 22""'.钉(a)所示的那四块板
的布置．假定这四块板分别由A、B、0和 D 四根导线

连接至外电路．只要我们所关心的仅限于静电效应，
则象这样一种电极布置的等效电路就如同图 22-27

(b)所示．任一电极对千其他每一电极的静电互作用相当于在这两电极之间的一个电容．

最后，让我们来考虑对交流电路中象晶体管和真空管那么复杂的器件应该怎样来表达．

本该一开头就指出，这种器件通常是这样操作，以致电流与电压的关系是完全非线性的．在

这种情况下，我们所曾作过的有赖于方程式的线性的那些说法便当然不再正确．另一方面，

在许多种应用中，晶体管和真空管的操作特性曲线还是足够线性，使得可把它们视作线性器

件．这意味着在比方晶体管中，集电极交变电流与出现在本极及其他各电极上的电压，诸如

发射极电压和基极电压形成了线性正比关系*. 当我们具备这样的线性关系时，便能够将该

器件纳入等效电路的表象之中．

正如在互感的情况那样，我们的表达方式将不得不包含一些附属的电压发生器，用以描

述在该器件一部分中的电压或电流对于其他部分中的电流或电压所施加的影响． 例如，一

个三极管的板极电路经常可表示为一个电阻串联于一个其源强正比于栅极电压的理想电压

A B 

.. 

(0) 

、, • 

c ··o 

·{b) • 

。矗，

互容的有效电路

．这一句按原文是：＂…与出现在其他各电极上的电压，诸如栅极电压和板极电压，形成了..."我们把它这样改了，似稍
为清楚些．—一译者注

..、... . . - - --- ----一. - - . . ··-· ··-
-··-·、---·--·
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图 22-28 真空管的低频等效电路

. 

发生器．我们便得到示如图 22-28 的那个等效电路餐．同理，一个晶体管的集电极电路可以
方便地表达成一个电阻串联于一理想电压发生器，这个源的强度正比于从该晶体管的发射

极流向基极的电流．这时等效电路就象图 22-29 所示的那祥．只要用来描写其操作的方程

是线性的，便可以对电子管或晶体管

c 引用这些表达方式然后，当它们被
归并入一个复杂网路中时，关于元件

的任意一种连接方式的等效表象的一

般结论就都仍然有效．

关于晶体管和真空管电路有一件

不同于仅含有阻抗的那种电路的令人

注目的事情：该有效阻抗 z有赦的实部可以变成负值．我们已明白 2 的实部代表能量损耗．
可是晶体管和真空管的重要特性却要对电路堡巫能量．（当然，它们并非在“创造“能量；不

过从动力供应的直流电路中取得能量并将其转变成交变能量．）因此，就可能有一种具备负

电阻的电路．这样的一个电路具有如下性质，即如果你把它接至一个具有正实部的也就是具

有正电阻的阻抗，并将东西布置成使该两实部之和恰恰等于零，则在该联合电路中便将不会

有能量耗散． 如果没有能量损耗，则任何一个一经发动了的交变电压便将永远维持下去．
这就是在任一个所想望的频率上可用作交变电压之源的振荡器或信号发生器的操作过程背

后的基本概念．

发射极

图 22-29

一
石

Eb 

B 

§ • IC.Ie 

晶体管的低频等效电路

T 

、.

\ 

` 

．图上所示的这个等效电路只有在低频时才正确．对于高频来说，该等效电路便变成复杂得多，而将包括各种所谓

＂寄生“电容和电感了．

. -- -、一-· 一· -·-气一····- 贮 ~ . ~. - - -
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§23-1 实际电路元件

任何一个由一些理想阻抗和发电机所构成的电路，当从任一对端点看时，不论在什么频

率上，它都会相当于一部发电机扩和一个阻抗 z 串联着． 之所以会这样，是因为若在那对
端点上加一电压 V, 当解所有方程以求得电流 I 时，我们就一定会获得电流与电压之间的

一个线性关系 由于所有方程都是线性的，因而对 I 所得的结果也就应该仅仅是线性地依

赖于 V. 最普遍的这种线性形式可表达为

• 1 I =-(V-C). (23.1) 

一般说来， 2 和 g 两者都可能以某一复杂方式依赖于频率 CA>. 然而，如在该两端点后面仅有
一发电机扒＠）与一阻抗 z(eu)相串联时，我们就应获得式(23.1) 那样的关系． . 

也有与此相反的问题：设我们已经有一部具备两个端点的电磁器件，并已塑堂了 I 与
V 的关系以确定 g 和 t 各作为频率的函数，那么我们能否找到一个理想元件的组合来相当
于该内阻抗z 的呢？答案是；对千任一合理的一一也就是说，物理上有意义的一一函数

w), 翌旦用一个含有有限个理想元件的
能高的精确度．我们现在暂不考虑这/

的论证方面会期待得到些什么东西~ . . • . 

若我们考虑的是一个电阻，便知道通过它的电流会产生一磁场． 所以任一实际电阻也
应有一些电感．并且，当有一电势差跨越电阻时，必然有一些电荷会呆在该电阻两端以产生
所必需的电场．当电压改变时，这些电荷也将按比例改变，从而该电阻也就有某些电容．~
们期待一个多胚电阻也许会有如图 2护1 所示的那种等效电路．在一个经过了恰当设计的
电阻中，这里所称为“寄生“元件的L和C都很小，使得在那些打算用到的频率上， CLIL 会比
R 小得多而1/心则比丑大很多．因此就有可能把它们都加以忽略．然而，当频率升高时，
它们最终会变得重要，因而一个电阻初看起来就象一个谐振电路了..· l C 
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图 28-1 一个实际电阻的等效电路

"·(a) . • . (b) , 

图 23-2 一个实际电感在低频上的等效电路
'.' 
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飞、_.;.;...,个实际电感也并非等千阻抗为如L 的理想电感．一个实际线圈将有某些电阻，从而
＂牙 ·.a....,

在低频上该线圈实际上就相当于一电感与某一电阻串联，如图 23-2(a)所示．可是，你此刻
亚在想置在一个实际线圈中电阻和电感总会些全连二座－~电阻完全分散于整条导线中，
因而己和电感互相湿合了．我们也许应该采用一个更象图 23-2(b) 那样的电路，它有几个小

R 和小 L 互相串联着． 但这样一个电路其总阻抗
, 不过是 ~R+.~如L, 这就相当于 (a)那个较简单的
图了 ." 

当对一实际线圈提高频率时，把它当成一个电
、，感与一个电阻串联着的那种近似就不再是很好的
了．在导线上所积累起来的借以形成电压的电荷将
会变得重要就象有一些小电容器横跨于该线圈
的各匝之间，如图 23---,3 位）所示那样． 也许我们会

．试图对该实际线圈用图 23-3(b) 的那个电路来作近

似．在低频上，这一电路可由图 (c)那个较简单的电

路很好地加以模仿（这艾再是我们上面对于一个电

』
阻的高频模型所找到的同一种共振电路）• 然而，在

, (C) 
口 得用更多的理想元件．

一个实际电感在高频上的等效电路 让我们稍为密切地注视在一个实际线圈中所发
勺零

诚
E得
叮

r匝

去i
忖地

将选取那一条较方便的路线一一－阻抗最小的路线．
要是这一课麒早就为大众所感兴趣，则这一效应理该被赋予“高频障壁”或其他类似名

称了． 这同一种事态在所有一切部门中都会出现．在气体动力学中，若你试图让原来是为

低速设计的东西去跑得比声速还快，那就不行．这并不意味着确实存在一巨大的＂障壁＂；而

只是指该东西必须重新加以设计罢了． 因此，这一原来我们作为一“电感”而设计出来的线
圈在十分高的频率上将不再作为一个良好的电感，而是作为某一种其他东西．页对于高频，我
们得寻找一个新的设计．

~ §..23-:-~: 在高频上的电容器

现在我们要来详细讨论当频率逐渐增大时一个电容器一几何上的理想电容器一的

行为，使我们能够看到其性质的转变．（我们宁可采用电容而不采用电感，为的是一对板的

. . .. n-· 
\. 
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图 23-3
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. 图终4 电容器两极板间的电场和磁场 , 

几何比一个线圈的几何要简单得多．）我们考虑图 23-4(a)所示的那个电容器；它由两块平
行圆板用一对导线接至外界发电机上． 如果用直流来对电容器充电，则在其中一板上将有
正电荷，在另一板上有负电荷，而在两板之间则有一匀强电场．

现在假定不用直流，而是加一个低频交流于两板上．，（往后我们将会确定什么是“低”
频，什么是“高＂频．）比方说，把电容器连接至一低频发电机上当电压正在交变时，上板的
正电荷会被取出而换上了负电荷．在这一事情发生时，电场会随之消失』然后又在相反的方
向上建立起来 当电荷缓慢地涌来涌去时，电场也跟章那样于•,.. ! 在每=瞬间电场表现出均
匀，如图 23-4(b)所示，只除了一些我们将要加以忽视的边缘效应以外．可以把电场的大小
写成

E=Eoe1气 (23.2)

式中趴是一常数

现在，当频率升高时，这是否将仍然正确昵？不，因为当电场一上一下时就会有电通量
穿过象图 23-4(a) 的那条回线几．｀而正如你所知的，一个变化的电场会起到产生磁场的作
用．麦克斯韦方程组中一个方程申述，当有.::......变化的电杨时，犹如这眼前存在的那样，就一
定有磁场的线积分．环绕某一闭合环的磁场积分， I桀以cf之后，就等于穿过该环西面积的
电通量之变率（如果没有电流的话）：

-~r ,-
一一之内 . 

所以，到底在那里的磁场有多大呢？：计算并．不十分困难．假定考她向线丸，它是一个半径
为门的圆周．我们能够从对称方面看出，磁场会环绕图中所示的那种圈子旋转．这样B 的

线积分就是 2元'l"B. 而既然电场是均匀的，则电场通扯就会简单地等于;E乘以该圆周的面
积吓气

心沁寸＝立-E•记． （邓 .4)
. . at'• 

对于交变场来说， E对时间的微商只不过是如趴e侐f. 因此我们就找出，该电容器有一磁场

B=竺E。护f•...'. . . （滤.5)

换句话说，磁场也在振动，而且具有一个正比于半径r 的强度．勹" I 

--- .、·-··-·
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那会发生什么效果呢？当有一个正在变化的磁场时，便将产生一些感生电场，而该电容

器将开始有点象一个电感的作用了． 当频率升高时，这磁场会变得强些；它是与E之变率

成正比的，因而也就正比于 o 了．该电容器的阻抗将不再简单地等于 1/如o.

让我们继续提高频率，并仔细分析将会发生的情况． 我们有一个涌来涌去的磁场．但
这时的电场就不可能象我们所曾假定的那样是均匀的了！ 当有一正在变化的磁场时，就必
然有一个电场的线积分-—根据法拉第定律．所以，如果有一个可观的磁场，正如在高频上
就开始发生的那样，则电场不能在离开中心的所有距离上都相同．电场一定会随门而变，才
能使电场的线积分等于变化着的磁场通量． , 

让我们来看看能否算出那正确的电场．通过算出对我们原为低频所假定的匀强场的
“修正＂，便能够完成此事．现在把该匀强场称作 E1, 那仍旧是 E怼气但把正确的场则写成

E=E1+瓦，

其中此就是由于变化着的磁场所引起的修正｀对于任一频率"',我们将把在该电容器中心

处之场写成丑。e'气因而定义了趴），使得在这中心点上并不需要修正；即在,,.=0 处岛=0.

为求得马可利用法拉第定律的积分形式：

这些积分很简单，只要对回线几采取象图 23-4\b)所示的那样，即沿轴上升，当达到上板时
再沿径向外伸展室距离1,,.'处、又沿竖向落到底板、然后又返回到轴上来．环绕这一回线的 E士
之线积分当然是零项t以就只有岛作出贡献，而它的积分不过是一岛(lf")•h, 其中 h 是两板
间的距离． （如果 E 指向上我们称之为正的．）这等于B之通量的变率，那应该通过对图
2归(b) 中在几之内j遍及该阴影面积的积分而获得． 穿过每一条宽度为吻的竖向细条子
的通量为 B(,r)屈们因而总通量就是

叶 B('I')如
令这一通量之一8间等于岛的线积处便有 L 

,,' 瓦（分一旦 /J(i-)加. . , j ，飞~ 今 ot

注意式中狂已消去了；场并不与两板问的间隔有关．
利用式(23'.5)作为 B(;)~我们便有

" 知）＝合气户如气
对于时间的微商只不过带来另一个因数如；这样我们便得

, , 

心、，

• • （羽.6)
:'. . ·- .~ 

: .. 
,. ,• 

＇』

':,, 1 ; ,_, JiJ~{护－宅切。fltM•. ·• • . . . • .'<·(23.7) 

正如所指望的，这感生之场会倾向千把远离中心的电场塑翌．于是，政正后之场E=巫+E含
便是

E=E1· 心(i斗平）趴尺 (23.8) 

在电容器中的电场不再是均匀的了；它具有如图 23~5 中虚线所示的那种抛物线形状．
你看，我们的简单电容器已变得稍为复杂些了．

本来现在就可以利用所得结果来计算电容器在高频上的阻抗． 已经知道了电场，理应

. - - - -一. - -- ~ ~ ~ ·• . 
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能够算出在两板上的电荷并找出通过该电容器的电流如何依赖于频率 w, 但目前我们对这

一问题不感兴趣．更感兴趣的是要看看当继续提高频率时会发生什么情况一一看看在更

高频率上所发生的事态．我们的工作是否结束了 E 

知不，因为已改正了电场，这就意味着所算出来的 一·一--~~之~~一
磁场不再是正确的了．式(23.5) 的磁场也是近似正

确的，但那不过是初步近似． 所以就让我们叫它做

B1. 这样便应将式(23.5)重新写成

B1.,;, 笃E。e气

你将会记起，这个场是由趴的变化产生的．现在正
豌的磁场却是由总电场坠＋马所产生的了．若把

c沁. , 

图 23-5 在高频上电容器两板间的电场

（边缘效应巳被忽略） 七

磁场写成 B=B叶B,, 则其中第二项就恰好是由 E, 所产生的附加场． 为求出鸟，可以通

过与上面我们曾用来求出 B1 的相同论证来进行；环绕该回线止的比之线积分等于穿过
几的鸟之通量变率．我们将恰恰再有其中的 B用华代替而丑用马代替的式(23.4):

8 c2B,·2兀If'==-(穿过几的丛通量）．
祝

由千岛随着半径变化，因而要获得它的通量就得对 I'1 内的圆面积进行积分．用 2:rr'I'如作

为面积元，这一积分就是

｀『必(,r)•2~,rd仁
。

, 

因此对于B.11(分会得到

一、- lfOG 仇 J -、，

利用来自式(23.7) 的 El!(lf), 我们需要对凸杯进行积分，而这当然就是 lf4/4.

修正变成 . 

, 

(23.10) 

对于磁场的

、`

B认份
如s,,.s

===--E泸lwf• i . (23.11), 
160冬

可是事情至此还没有止境！如果磁场并不与我们最初所设想的相同，则刚才对E,的计

算便不能认为是正确的． 我们必须对丑进一步作出修正，那是来自该额外磁场马的．让

我们叫这一个对电场的附加修正做丛．它与磁场岛的关系犹如 E1与丛的关系一样．我

们可以再一次利用式(23 .6), 只不过改变其中的下角标：

(23.12) 

利用上面关于乌的结果，即式(23.11), 对于电场的新的修正便是 .、

Ea(r) = + '(u坏｀
,., 吵全

E怼气. :' , (23.13) 
'· 

把经过了两次修正的电场写成 E=E1+E,+Es, 我们便得 ,. . 

E=彰｀叫(1-告（子）勹点（子）4l (23.14) 

电场随,,.的变化不再是我们曾在图 28-15 中画出来的那条简单抛物线，而是在较大的半径上

略高于(E1+.E11) 曲线． . 

... - 一一 ··- . .. 
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事情还未最后完成． 新的电场产生对磁场的一个新的修正，而这个被重新修正了的磁

场又将对电场产生一个进一步的修正，如此等等．然而，我们已经有了必需的一切公式了．
对千丛可以采用式 (23.10), 把其中 B 和 E 的下角标从 2 改成 8.

对电场的下一次改正是

趴=- "'"·· ~- -~" (子）6贮气
因此，在达到这一级时，整个电场就由下式给出：

E=Eoe如忙志（子）勹呻（孚）~-畸汛子）8+寸， (23.15) 

其中我们已把各数字系数写成这样一种形式，以便对如何去继续该级数看得更清楚．
我们的最后结果是：在该电容器两板间的电场，对于任一频率来说，、都是等于 E泸｀＂，乘

以仅含有变数研/o 的一个无穷级数．如果我们乐意，就可以定义一个特殊函数，这函数将
称为 J心），以代表出现在式 (23.15) 那个方括号内的无穷级数．

J心） =1-呻（号）飞酌（号）＇－志（号）'+… .(23 .. 16) 

这样，就可以将我们之解写成 E。81w_t 乘以这＿函数，其中沪＝砑/o:

E=Eoe如双子）. (23.17) 

之所以叫这个特殊函数做 Jo 的原因是： 自然，这并非是计算柱体中振动这一问题才开

始用的． 其实这一函数以前就已出现过而且经常被称为 Jo. 它总是发生于当你正在解决
一个具有柱对称的波的那种间题时．函数 Jo 对千柱面波就好象余弦函数对于沿直线奔驰
着的波一样．因此它是一个重要函数，发现已多时了．以后与一个叫贝塞耳（选ssel) 的人的
名字联系上． 那个下角标零意味着贝塞耳曾经发现过整个一系列别的函数，而这只是其中
的第一个．

其他的贝塞耳函数-J J 1、 ,、等等－~是与强度随着绕柱轴的角度而变的那些柱形
波有关的．

在我们的圆形电容器两板间、经过完全改正、即由式(23.17)所给出的电场，已画成为图
23-:-5 中那条实曲线对于不太高的频率，我们的第二次近似就已经很好．第三次近似甚至
会更好--=-事实上，好到要是我们把它画出来，你会看不出它与那条实曲线间的差别． 然
而，你将在下一节中见到，对于太的半径或高的频率，为获得一个准确描述，整个级数就是必
需的了．

§哗-3 谐振空腔

现在我们要来看看，当继续把频率提得更高更高时，对在该电容器两板间的电场所给出
之解如何．对于大的 w, 该参数炉＝砑/o 也变得大了，因而在 m 的级数 Jo 中的头几项便将
增大得很快．这意味着，我们曾在图 33-5 中所画出来的那条抛物线在较高频率上会向下弯
得更加陡峭．事实上，看来好象在某一高频上场会一直降低至零，也许当 c/6)约莫等于＂之
一半时．让我们来看看， Jo 是否确实会通过零而变成为负．由＂一2 开始这一尝试：

J。 (2). =1一 1+4-:-丽=0.22.

函数仍未等于零． 因此，就让我们尝试一个更高的劣值，比如说亿=2.5. 代入数字之后，

、
~

, 

. ··-- .. 
. •···--

• -- • •••• ·- - • 今严 -· • • • 
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可得 ,'~ ~ 

'J从2.5)=1一 1.56+0.61-0.09= -O.Q4. 

函数 J。在我们进到. a:=2.5 时就已经通过了零点．对正=2 和正=2.5 的结果进行比较，看

来似乎 J。在从 2.5 至 2 的五分之一路程上就通过了零点．我们便该猜测零会发生于 Z 约

等于 2.4 时．现在看看对于这个＂值会给出的结果：

;'J。(2.4) =1-L44+0.52-0.08~0.00. 

在两个小数位的准确程度上得到零． 若再计算得精确些（或者由于 J。是一个知名函数，即
可查一查书本），我们便会找出它是在沪吽2.405 时通过零的，我们用手就已经把它算出，这

表明你们本来也可以发现这些东西的，而不一定要从
书本上查出来. ' ; :· 

只要是在一本书中查阅到了 J。，注意它在较大的

G值上如何表现，会十分有趣；它看来象图23书的那

条曲线．当＂增大时， J。 (a;)在正值与负值之间以逐渐

缩小的振幅振动着. , ..'. 

已经得到一个有趣结果：若频率足够高，·则在电

容器中心处电场将指向一个方向而在靠近边缘处电场

又指向相反方向． 例如，假设取一个足够高的 Q使得

＊扛l

'•' 

I\ 4 e'IO /巳篇

.... 

图 23-6 贝塞耳函数 J。位）

在该电容器的外缘上正吵汀Jc 的值为 4: 那么该电容器的边缘就相当于图 23--{) 的横坐标

Q';=.4 的地方．这意味着我们的电容器是在 w=4c/a 上工作着．在极板的边缘上，电场将有

一个与我们所指望的方向相反而量值却相当大的电场．那就是在高频上电容器所能发生的

令人感到惊异的事情．若把频率提得很高，则当从电容器中心向外跑出时电场的方向会反
复起落多次．而且还有与这些电场联系着的磁场．因此，对于高频来说，我们的电容器看来
并不象一个理想电容，就不足为怪了．甚至有可能开始怀疑： 它看来更象一个电容还是更

象一个电感呢？应该强调，还有一些发生千该电容器边缘上的更加复杂的效应已经给我们

忽略了．｀例如，会有经过边缘而辐射出去的波，因而场甚至比我们所已算出来的还要复杂．

但限前我们不必对那些效应操心. . 

本来我们也可试搞出一个有关电容器的等效电路，但或许更好的是仅仅承认，＼曾为低频

而设计的那种电容器当频率太高时就不再令人满意了．若要来处理象这样一件东西在高频

时的操作情况，我们就必须放弃在处理电路时曾经作过的那种对待麦克斯韦方程组的近似
方法，而返回到能够完满描述空间里之场的那个完整方程组． 不要去同一些理想的电路元

件打交道，而是不得不同那些现场的实际导体打交道，把在其间的空间里的一切场都算进

去．例如，若想要有一个高频谐振电路，就不试着去设计一个用到线圈与平行板电容器的那

种电路了． ' 

我们已经提到，刚才正在分析的那个平行板电容器具有电容和电感两方面的某些特征豐

既然有电场，就会在两板的表面上聚积电荷；既然有磁场，就会产生反电动势．是否有可能

我们已得到了一个谐摄电路呢？确实是已经得到了． 假设挑选这样一个频率，它能使该电

场图样在盘之边缘以内的某一半径上降低至零；也就是说，我们选取一个比 2.405 大些的

也Jc. 在这个与两板共轴的圆周上，处处的电场都将是零．现在假定取一块薄金属片，并把

它剪成一条其宽度恰足以贴满该电容器两板间的空隙．然后把它在电场等于零的那个半径

---··......... - - .... 
• •• •• 凋售 擘
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既然那里没有电场，则当我们放进这个导体筒时，就不会有电流流过它；

而且，在电场和磁场上也将不会有什么变化． 在

该电容器中间，我们已经能够放置一个直接短路

的东西而不致引起任何变化． 而且，看看现在我

们所拥有的东西吧；已经有一个闭合柱形盒，其中

存在电场和磁场，但完全不会同外界联系． 甚至

若丢掉了那些伸到盒外的两板边缘部分以及对该

电容器的接线，盒里之场仍将不会有任何变化．

我们所遗留下来的一切就是一个其中藏有电场和

磁场的封闭盒子，如图 23-7(a)所示的那样． 电

场是在频率0 上来回振动着的一一．不要忘记， o

确定了该盒子的直径．该振动 E场之幅随着从

盒轴向外伸出的距离而变化，示如图 23-7(b) 的

那条曲线．这一曲线不过是零级贝塞耳函数的第

一个弓形． 此外，还有一个磁场环绕着轴在团团

转，并以在时间上与电场相差 90° 的周相振动．

我们也可对磁场写出一个级数，并把它描绘

出来，这示如图 28-7(0)的那条曲线•. C 

, 怎么能够有藏于一个盒子里而与外界没有任

: 何联系的电场和磁场呢？这是因为，电场和磁场
. 『 会维持它们本身：正在改变的 E造成一个 B, 而

配 23一7 在一个封闭的圆筒盒内的电场和磁场 正在改变的 B 又造成一个丑一一所有过程都按

照麦克斯韦方程组进行着．磁场具有一电感面貌，而电场则具有一电容面貌；两者合在一起

才构成象谐振电路那样的某种东西．注意刚才所描述的这些情况仅仅发生千当盒子的半径

恰好等于 2.的和/oo 时．对于一个半径已经给定了的盒子，这些振动着的电场和磁场只有在

该特定频率上才会－－－按照我们所描述的那种方式一一维持它们本身｀ 因此，一个半径为

干的柱形盒子在如下的频率上就会发生谐振： • . l 

上弯成一个圆筒

在线

+I 

_ 
oo ojo .. -o 

，一，一，一
-0 

。
e 

0j0 

(a) 
线

Ez 

ID 

(b) 

I
I
I
I
·

重
·
1
1
1

cB。

l.:J 

(C) 

` 

.~··111 

础0=2.405-
'. ,,. ~ 

我们曾说，在盒子完全封闭了之后场仍将继续照样振动． 那并非完全正确．假如盒子

的壁是理想导体，那就会有可能．然而，对千一个实际盒子，在其内壁上存在的振动电流会

由千材料中的电阻而损耗能量．场之振动将逐渐衰减下去．可以从图 23-7 看到，与该空腔

内部的电场和磁场相结合的必然有一些强电流．既然该竖向电场会突然在盒子的顶板和底

板上停顿下来，那里就该有巨大散度；因而也就一定有正、负电荷出现在该盒子的内部表面，
如图 23-7-(a)所示．当电场的方向倒转时，电荷也会倒转过来，因而在盒子的顶板和底板之

间就一定有交变电流．这些电荷将在盒子的侧壁上流过，如图所示的那样．通过对磁场方

面所发生的情况的考虑，我们也能够明白，必然会有电流通过该盒子的侧壁．图 23-7(c) 的

曲线告诉我们，．磁场在该盒子的周边上会突然下降至零． 象这样的磁场突变只能发生在有

电流流经壁中时．这一电流就是为向该盒子的顶板和底板提供那些交变电荷的．

(23.18) 

勺-·- -·-··-·· 
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＇你可能对于在盒子的竖向侧壁中发现有电流会感到奇怪．关于以前曾提及在电场为零

的地方引进这些侧壁不会改变任何东西，又该怎么说呢？然而，要记住，当我们起初放进该

盒子的侧壁时，顶板和底板还伸出于壁之外，因而在盒子外面也就还有磁场．只有当我们丢

掉了伸出千盒子边缘之外的那一部分电容器极板之 ~ 

后，净电流才不得不出现在该竖壁之内表面上．

虽然在完全封闭了的盒子之内的电场和磁场将 输入环一于、--1一尸：：：

会由千能量损失而逐渐减弱，但我们还是能够阻止 ~· . 三
这一事情发生，如果在盒之旁边挖开一个小洞而输
入一点点能量以补充其损失的话．试取一根小导
线，戳进盒子旁边的这一小洞中，并把它粘固在内壁 图 23-8 对一谐振空腔的耦进和耦出妇去

上以便形成一个小环，如图 23-8 所示的那样． 如果现在把这一段导线接至一高频交变电

源，则电流将会把能量耦进空腔里，而使其中的电场和磁场振动能够持续进行．当然，这只

能发生在该驱动源的频率与盒子的谐振频率相同时． 如果源的频率不对头，则电场和磁场

将不会发生谐振，因而盒子里的场也就十分微弱了．

通过在盒子旁边再开另一个小洞并钩进另一个耦合环，如在图 23-8 中描画出来的那

样，则这一谐振行为便容易观察到． 穿过这耦合环的正在变化的磁场将在环中产生一感生
电动势．若这个环现在被连接至某一外面的测量电路，电流将会正比于该空腔中场之强度．

假定现在将空腔的输入环接至一部射频信号发生器，如图 23-9 所示．这信号发生器含有一

个交变电流源其频率可由旋转该发生器面板上的旋钮而改变．然后又把空腔的输出环接至
-个“检波器”上，那是一部能测得来自输出环的电流的仪器． 它会给出一个正比于电流的
指针读数．，如果现在测量这一电流作为该信号发生器频率的函数，则可找到一条象图 23-
10 所示的曲线．除十分靠近该空腔的谐振频率础的那些频率以外，对于所有频率，输出电

流都很小．这条谐振曲线很象我们曾在第一卷第二十三章中所描述过的那些．然而，这一
谐振曲线的宽度比起寻常由电感和电容所构成的共振电路中所找到的要狭窄得多；也就是
说，空腔的 Q值很高． 得到一个高达100,000 或更大的 Q 值并不算希奇，如果空腔的内壁

是由某些象银那样的十分优良的导电材料

所构成的话．

输出环

I-, 
干 B 

; , , 
射纫讯号
发生莽

空腔© , , 
检波和
放大器 •.• . 

，心Ill"'~。 IQ
.' 

L 
叩 租

图 23-9 为观测空腔谐振用的装备． 图 23-10 谐振空腔的频率响应曲线

,` 

§23-4 空腔波模

假设现在试图通过用一个实际盒子来作测量． 我们取一个圆柱形盒子，其直径为 3.0

英寸而高度约2.5 英寸． 这个盒子装配有如图 23-8所示的各一个输入和输出环． 若按照

式(23.18)算出对这个盒子所期待的谐振频率，便可得Jo=吩/2元一8010 兆周．当我们把信

号发生器的频率布置在 8000 兆周左右并略略变更这一频率以获得谐振时，就会观察到最大

气“少.. - • 
- ---- - - - - - - - --己- ---一~
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的输出电流发生千频率为 8050 兆周处，这在数值上很接近千那预料的谐振频率，但仍非完

全相同．产生这..:...差异有几种可能原因．或许由于为要放进耦合环而挖开的那些小洞会使

谐振频率有了点点变化．然而，稍微想一下就会明白，那些小洞理该使频率略有降低，因而

不能成为理由．或许是在校准信号发生器时有过一 . 
些误差，也许是我们对该空腔的直径量得不够准确． 娱
但无论如何，符合还是相当逼近的． 骂I ·., 幻 立00
远较为重要的是：当信号发生器的频率超过 镖

3000 兆周的范围而改变时所发生的事态． 当我们

这样做时，便会获得如图 23-11 所示的那些结果．

我们发现，除了所指望的那个在3000 兆周附近的谐

振外，还有一个接近千 8300 兆周和另一个接近于

3820 兆周的谐振． 这些附加的谐振意味着什么呢？我们也许可从图 23-6 获得一条线索．

尽管曾经假定贝塞尔函数的第一个零值会发生在该盒子的边缘，但实际上本来也有可能贝

塞耳函数的第二个零值相当于该盒子边缘的，因而

当我们从盒子中心移至边缘上去时电场就恰好完成

了一整个振动，如图 23-12 所示． 这是对该振动场

的另一种可能模式．我们应当肯定地期待盒子会在

这么一个模式上发生谐振．可是要注意，贝塞耳函数

的第二个零值乃发生在a::~5,.52 处，那比起第一个

零处之值大不止一倍． 因此，这一模式的谐振频率

就应比 6000 兆周还高．无疑，我们会在那里找到它

的，但却不能用它来解释在 3300上所观测到的那个

，谐振．

麻烦就在于对有关谐振空腔行为的分析，，我们

只考虑了电场和磁场一种可能的几何布局．已经假

定电场是竖直的而磁场则位于一些水平圆周上．但

已 别的场也有可能． 唯一的要求是，在盒子里的电场

; 和磁场都必须满足麦克斯韦方程组而且电场还必须

, 与盒壁正交．我们已考虑其中盒子顶部和底部都是

1 平坦的那一种情况，但要是顶和底都弯曲，事情也不
lb) , 会完全不同事实上，盒子怎么能够知道哪是它的

、 图 23-12 一个频率更高的波模 、 顶、底、以及边呢？实际上能够证明；在盒内就有其电
场多少是穿越直径的那一种振动模式，如图 23-13 所示． . 少

要理解为什么这一模式的固有频率应不太异于我们所曾考虑过的第一个模式的固有频

率，并不会太困难的． 假设不取该柱形空腔，而是取一个每边 3 英寸的立方形空腔． 很清
楚，这个空腔该有三种不同模式，但都有同一频率．一个其中电场多少是上下振动的模式肯
定将与另一个其中电场是左右指向的模式具有相同频率．如果我们现在将该立方扭曲成一
圆筒，，就会或多或少改变其频率．但仍应该期望；这些频率不会改变得太多，只要对该空腔

的尺寸多少还保持一样．因此，图23-13 那种模式的频率应不太异于图 23-8 的模式．本来

，皂阳，

w ....,-
茄（兆周每秒）

图 23一,1 对一柱形空腔所观测到的
几个谐振频率
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图 23-18 柱形空腔的一种横向波模 图 23-14 柱形空腔的另一波模

我们可以对图 23-13 的那种模式详细算出其固有频率，但现在还不打算那样做． 当这些计

算做出来时，便会发现，对于上面所假定的那些尺寸，该谐振频率确很接近于所观测到的
~300兆周．

通过相似的一些计算还能够证明，应有另一个其谐振频率为我们已找出的接近 3800 兆

周的模式．对千这一模式，电场和磁场示如图 23-14. 不必担心该电场会跑过整个空腔．它
从侧壁跑至两端，如图所示．
正如你现在大概会相信的，若把频率提得越高，便该指望会找到更多更多的谐振．有许

多不同的波模具有不同谐振频率，相当于某一特定的复杂电场和磁场布局． 这些场布局的
每一种称为谐振婆堕． 通过求解麦克斯韦方程组以获得空腔里的电场和磁场，每一波模的
谐振频率就可以计算出来．
当已有一个在某一特定频率上的谐振时，我们怎能知道被激发的是哪一模式呢？一种

办法是，通过一个小洞把一根小导线戳进空腔里． 如果电场沿着导线方向，如图 23-还（＂）
那样，则导线里便有一个相对大的电流从电场汲去了能量，因而谐振便将被抑制了．｀若电场
象图 28-15(b) 所示的那样，则影响会小得多． 我们尽可以通过把导线的末端弯曲，象图
23-15(c)那样，来找出场究竟指向哪一个方向． 于是；当把导线转动使其末端与E平行时
影响便大，而当转动至与 E成的°时影响就小．
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图 23;-115 一条伸进空腔里的短金属线，当其平行于 E 时，比起与 E 垂直时，对谐振的于扰要大得多
. (C) . ,:. 

, 

§23-S 空腔与谐振电路 , 

尽管我们所已描述的谐振空腔似乎与寻常含有电感和电容的那种谐振电路很不相同，
但这两种谐振系统当然还是很紧密地互相联系着的． 它们都是同一家庭的成员；恰好就是
电磁谐振的两个极端情况——有许多中间情况介乎此两极端之间．假设通过考虑一个电容

\ 

• • 』凸心
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与一个电感并联的谐振电路，从图 23-16(a)所示的那样开始． 这一电路将在 wo=l/.../互？

的频率上发生谐振．如果我

们希望提高这一电路的谐振

频率，可通过降低电感 L 而

做到． 一种办法是，减少线

圈的匝数． 然而，在这一方

面我们只能走得那么远，即

}最后将达到只有一匝，就是
连接电容器的顶板和底板间

的那一根导线．本来还可以
通过降低电容而把谐振频率

提得更高；然而，可以通过把

几个电感并联而继续降低电

感．当两个单匝电感并联时
就只有每匝电感之一半．所

感已减至 0
时，我们仍可通过添加其他

(C) , 
一些连接电容器的顶板与底

图 23一16 谐振频率逐渐提高的各种谐振器 板间的单匝来继续提高谐振
频率．例如，图 28-16(6)表明电容器两板之间是由六个这样的“单匝电感“连接的．如果继
续增加许许多多这种导线段，便会过渡到一个完全封闭了的谐振系统，如图 (c)所示，那是一
个柱形对称的东西的截面．现在我们的电感是一个连接至！电容器两板边缘的柱形空罐．电
场和磁场显示在该图中．当然，这样的东西就是一个谐振空腔．
被叫做“加感“空腔． 但我们仍能把它想象成一个W 电路，即其
中电容部分是我们能够在那里找到大多数电杨的地方而电感部分
则是能找到大多数磁场的地方．

如果要进一步提高图 23-16(c)的谐振器频率，还可以通过继
续降低电感L而做到．为此，就必须减小该电感区的几何尺寸，比
方说缩小图中的高度 h. 当 h 缩小时，谐振频率将会提高．当然最
后将会达到其中高度 h 刚好等千电容器两板间的间隔． 此时，，我
们就刚好有一个柱形盒了；谐振电路变成图~2a-t的一空腔谐振器．

你将会注意到，图 2步16 的那个原来江乃皆振电路中；电场和
磁场都分得很开．当逐渐把谐振系统修改以便使其频率逐步提高
时，磁场就会越来越靠近于电场，一直到了在该空腔谐振器中，则
两者都已十分交相混合了． 图 23-17 另一个谐振空腔

尽管在这一章中，我们所曾谈过的空腔谐振器都是柱形盒子，但对于圆柱这个形状却没
有什么神秘不可思议之处任一种形状的盒子都将有对应于电场和磁场的各种可能振动模
式的谐振频率．例如，示如图2&-17 的那个“空腔”就将有它自己的一套谐振频率一一虽则
要把它算出来是相当困难的． , 
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§24-1 传输线

上一章我们曾学习过电路的集总元件在十分高的频率上工作时所发生的事态，从而看

出一个谐振电路可由场在其中谐振着的一个空腔替代． 另一个技术上感兴趣的问题是，要

把两件东西连接起来使得电磁能量能在它们之间传输． 在低频电路中，这种连接是由导线
完成的，但这一种方法在高频上就不怎么奏效，因为那些电路将会把能量辐射到周围的空间
中去，从而难以控制能量的去向．场将在导线周围散发出去；电流和电压不可能由导线很好

地“引导＂．在这一章中我们要来看看能在高频上互相连接各种东西的办法．至少，这是一
种表达我们课题的方式．

另一种说法是，上面我们已谈论了在自由空间里波的行为．现在正是时候，来看看当振
动场被局限在一维或多维的空间里时所发生的情况．我们将发现一些有趣的新现象．当场

仅限制在二维中而允许在第三维上自由通过时，它们将以波的形式传播出去．这些就是“导

波“一一本章的课题

我们首先要来创立有关传输线的普遍理论．那些在旷野从一个铁塔到另一个铁塔的输_-_ - - -

电线会辐射出一些功率，但动力频率 (50~60 周／秒）竟是如此之低，以致这种损失不算严

重．这一种辐射本来可以用金属套管来把导线包围住从而加以防止，但这一办法对千动力
传输线来说并不实际，因为所用的电压和电流势必要求一条十分粗重而又昂贵的套管． 因
此，通行的还是那简单的“敞式线,,• ' 

对于较高一些的频率一一比方说几千周一一辐射可能已变得严重．然而，它还是可采用

诸如在短程电话接线中所用的那种“双扭线”来降低的．但是，在更高频率上，辐射很快就会

变得难以忍受，这或由千功率损失，或由于能量在一些不需要的其他电路中出现了．对于从

几千周起至几百兆周的频率，电磁信号和功率往往采用在一个筒形“外导体”或“屏蔽物”之

内含有一根导线的那种共轴线来传输． 虽然我们仍将仅仅对一根共轴线进行推导，下述处
理办法将适用于互相平行的任何形状的两导体的传输
线．

试取一条最简单的共轴线，在其中心处有一个薄中 i
空筒，此外又有与这一内导体共轴的另一外导体，也是一
薄筒，示如图 24-1. 从约略计算在相对低频上这条线将

如何行动开始．我们过去是这样来处理的，间即知道两导体

每单位长度具有某一电感或某一电容时，就已描述了其中某些低频行为．事实上，是可以通
过给出任一根传输线的每单位长度的电感 L。和电容 O。而描述其低频行为的． 于是，我们
就可以将该线当作 §22-6 节中所曾讨论过的那种 LO 滤波器的极限情况而加以分析．可以
当作一个滤波器，那是采取一些小串联元件 L。血和一些小并联元件 0心忙一－其中血是该

线中的一个长度元—一来模拟该线的． 利用关于无限长滤波器的结果，可以看到电场会沿

.,, , 
' 

, ,. ;、
勹丘二＿＿＿＿＿＿＿

--- 

图 24-1 一条共轴传输线

-
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着该线传播然而，我们现在并不想遵循这一途径，而宁愿从微分方程的观点来考察该线．

假设看看沿传输线在相邻两点、比如说从线端量起的距离幻和＂＋上两点间、会发生的

事情．让我们把这两导体间的电势差称为 V(a:), 而沿那根“热“导体上的电流称为 I(x)(见

图 2生2). 如果导线中的电流正在变化，则电感将向我们提供跨越从幻至位巨比那一小段

巴 I(x+ 心） 导线间的电压降数值：
．盲

l I f, 
中）＇

\ 
I V(x+/lx) 

导线刀

叩=V(叶上） -V(a;) = -L。血譬．

, 或者，取血~o 时的极限，则可得

av 
L。

ol , 
=- az at. 

叁 2

X XT6X -(24 .1) 

图 24-2 传输线的电流和电压 该变化着的电流会给出一个电压陡度．

再参考该图，若在＂处的电压正在变化，则必须有某些电荷提供给该区域里的电容．如
果我们考虑从＂至 a,+血那一小线段｀则聚集在其上的电荷为 q-0。上V. 这一电荷的时间
变率为 0。上dV/dt, 但电荷之所以会改变只有在流入该线元的电流 I(z)不等于从该线元流
出的电流 I(~十血）时才出现．把这一电流差称为且，便有

•• 

, 

若取血今0 时的极限，可得

. ::·-.. 

dV. 
AI= 一0心少一 i dt• 

oI 
=-

oa;, C。
av 
仇.'''.''

因此，电荷守恒隐含着电流陡度正比于电压的时间变率．

'` 

'(24.2) 

于是， (24.1) 和 (24.2)两式就是关于传输线的基本方程．如果我们乐意，本来尽可以把

它稍为修改一下使之包括导体中的电阻效应或经由导体之间绝缘体中的电荷渗漏现象，但

对于眼前的讨论来说我们将只停留在这一简单例子上. .• 

关于传输线的这两个方程可以通过对其中一个取 t 微商，而对另一个取 0 微商，再消去

V 或 I 来互相结合．于是，我们就有 . ,,, 
、｀

, 

` 

或者是 ., 

护V 沪V
-::;-.;-=0。L。百'

` 

护I 护['毗
罕~-=0。L。亨· 尸－

, (24.3) 

(24.4) 

由此我们再度遇到在 c 方向上的波方程． 对一条均匀的传输线来说，电压（或电流）会

作为波而沿该线传播．沿线电压必然会取 V(亿， t)一f(亿一说入或 V(a:, t) = g(尤十~t入或两

者之和的形式．那么，速度 0 又将如何呢？我们知道，祝／祝2 的系数就恰好是 1/护，因而

t>= .'. 
✓~ 心。

(24.5) 

将留给你们去证明：对于线里每一个波电压波总会正比于电流波，而这一比例常数刚
- - - - - - ... - ---s 

好等于特性阻抗 Zo. 若对一个沿正＂向行移之波分别称其电压和电流为 V+ 和 I十，则应该
得到 . 

1 V+=zoI十．
'` 

(24 . .6) 

同理;对于一个走向负 G 向之波其关系为
r 

• 

V-=-z。1一·

~｀~－仁.. • •• • ••• • - .•• - .、----尸---一．一...一．
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特性阻抗－~正如过去曾从滤波器方程中找到的－一一由下式给出：

彻=J忍 (24.7) 
、

所以是一个纯电阻．
为求得一条传输线的传播速率o 及其特性阻抗 Zo~ 我们必须懂得每单位长度的电感和

电容．对千一条共轴缆来说，是能轻而易举地算出这些来的，因而现在就来看看到底怎样．

对于电感，根据 §17-8节的那些概念，令 -LI2 等于磁能，那是可以通过遍及该体积对于
2 

心B2/2 积分而获得的． 假定该中心导体载有电流 I; 那么我们知道， B-I/2兀钮开，其中
,,.为有关之点与轴间的距离．取一厚度为祈而长度为 i 的柱形壳作为体积元，则对于磁能
应有

＂三江(2兀么）2 l2:n:,r 折，
式中 a 和 b 分别代表内外两导体的半径．算出该积分，便得

. I叮，. . b 
. u= 1n· 
` 

1 
令这一能量等于 -LI气就可以找出2 

飞阮记, "ii"· 

'· 

.. 
．、.. （诏 .8)

, 

'-· . 

L= b . 
2霖o护

ln 一. . . ·(24.9) 

" 
正如理应得到的那样，这与线的长度 l 成正比，因而每单位长度的自感 Lo 就是

压＝
ln(b/a) 
2立的ll•

·-- ..... 

(24.10) 
、，今'.

我们曾算出在一柱形电容器上的电荷（见 §12-2 节）．现在，将该电荷除以电势荐，便得
2罕oZ

0='一八／＿、·

每单位长度的电容 O。为 0/1. 把这一结果与式(24.10)相结合，便可得到口元Oo 这一个积恰

好等于 1/c11, 因而 v=l/✓瓦沉即等宁 c. 波以光速沿线向下奔跑．必须指出，这一结果有
赖于我们所作的如下假定： (a)在两导体之间的空间里并没有电介质或磁性材料存在，以及

(b) 电流全都是在导体表面上通过的（对理想导体理，该如此）．我们以后还将见到，对于优良
导体，当频率高时..,一切电流将象理想导体那样都分布于其表面上，因此这一假定就适用．

眼下有趣之点是，只要(a)和 (b)两假设正确，则对于廷二对平行导体一一甚至是一根六
角形内导体放置在一根椭圆形外导体中的任何一处一—－该积 L。。o 总还是等于1/吐只要
横截面固定不变，而在两导体之间的空间里并没有任何物质材料存在＇，则波始终是以光速传
播着的． ' ` 

关于特性阻抗就不能提出象这样一种普遍说法．对于一根共轴线来说，它是
In(b/a) 

Zo= . 
!: 2兀砌q . 

'' 、 t

(24.11) 

式中因数 1/e心具有电阻的量纲并等于 12如欧姆． 至于该几何因数 Jn(b/a)~ 则只是对

数性地取决于尺寸，因而就共轴线一一和大多数类型的导线一一．而言壹这特性阻抗具有从

50 欧至几百欧左右的典型值. . . '" 、

_、｀气. -- ---· 一．一.. -- ..... -
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§24-2 矩形波导

我们将要谈及的下一个问题，乍一看来，是一种令人惊奇的现象：如果从共轴线抽去该
中心导体，它仍会运载电磁功率．换句话说，在足够高的频率上，一根空管子将工作得如同

导线那样好．这是与在高频上电容器和电感器所构成的谐振电路不得不仅由一个空盒来代

替那么一种神秘办法有联系的．

尽管当入们把一条传输线当作一种分布式的电感和电容来思考时，似乎是一件引人注

目之事，但大家都清楚，电磁波可以沿一条中空的金属管道通过．如果该管道是笔直的，则

还可以攫穿它！因此，肯定电磁波是会通过管子的．但我们也知道，不可能使低频波（动力

或电话）通过一个单独的金属管内部．因此就必然是：若电磁波的波长足够短，才可以从其
中通过．我们要来讨论对某一给定大小的管子能够从其中通过的最长波长（或最低频率）的

那个极限情况．既然这时管子是在用来载波，它就称为塾导．

我们将从一矩形管开始，因为它是待分析的最简单情况．起初打算给出一种数学处理，

以后才回过头来用一种相当初级的办法来考察该问题． 然而，这相当初级的办法只能轻易

地运用到一个矩形导管上去． 但基本现象应对任意形状的一般导管都相同，故从根本上来

说数学论证还是更为靠得住的．

这样，我们的问题就是要找出在矩形管中有哪一种波才可以存在． 现在先来选取某些

方便坐标；我们选取 z 轴沿管长方向，而 0 和 g 轴则平行于管的两边，如图 24-3 所示．
、、

t, 

' 、
\ ., 

--
` 

、、

--刁｀

、
、
、

、

＼
、

、
、
仁

、

、

k 心
图 2心3 对矩形波导所选取的坐标

氐
．

。

. 丁
，b

T. 

E 

, lO) 

' 

其

(b) 。 篡

图 24-4 在某一个 g 值上存在于波导中的电场

我们知道，当光波沿着管道往下传播时，它们有一横向电场；因此，假定先来寻找垂直于

2 的、比如说只有一 g 分量 E,, 的那一种解．这一电场在横跨该导管时会有某种变化；事实

上，在平行于 g 轴的两侧处它必须为零，因为在一导体中的电流和电荷始终会被调整到使得
在导体表面上不会有切向的电场分量． 因此， E, 就将随 g 以某一拱形变化，如图 24-4 所

示．也许它就是曾经对一空腔所找出过的那种贝塞耳函数？不，因为贝塞耳函数是与柱形
儿何有关的．对于一个矩形的几何形态来说，波通常是一些简单谐函数，因而就应该尝试某

种象 sin比3 那样的东西．

既然我们所想要的是沿波导往下传播之波，那就应该期望，当沿 z 向奔跑时场会在正值

.. . ·- .... 
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与负值之间反复变化，如图 24-5 所示的那样，而这些振动又将以某一速度 o 沿着波导行进．

若我们所拥有的是在某一定频率Q上的振动，则总会猜测到，该波跟随 z 的变化也许会象

oos(wt一k.z), 或者若采用那更为方便的数学形式， ' 
则象产t一比）那样．这一种与 z的依存关系代表一个 1 
以速率炉吵/k. 奔跑着之波（见第一卷第二十九一
章）．

因此，我们也许会猜测，导管里之波该有如下数
学形式：

E11-Eosink雾姊f(叫－印） • (24.12) 

让我们来看一看这猜测是否满足该正确场方程

组．首先，电场在导体上应没有切向分量．我们的

场满足这一要求；它垂直于顶面和底面，并在两侧面
上为零噢，若选取比使得 sin比乙的半周恰好贴合
该导管的宽度一一也就是，若

』
。 ~ 。I 。 。 。

E 
I 。 。 。 。。 。

z 
(Cl) 

Ey 

•• 

t,) 

图 2牛6 在波导中电场与 g 的依存关系

便会如此．

比a=兀 (24.13)

还有其他一些可能性，比如比a=2冗， 8元，…或一般说来，

k.a=位， (24.14)

其中＂是任一整数． 这些就代表场的各种复杂布局，但在目前让我们只考虑那一种最简单
情况，即比＝元／＂，其中＂为该导管内面的宽度．

其次，在导管内的自由空间里 E 之散度必须为零，因为那里并没有电荷.E只有一个
g 分量，而这一分量并不会随 g 变化，因而的确是有 V•E=O. ·, 

最后，电场在导管内的自由空间里应该与其余的麦克斯韦方程都一致． 这与它应满足
下列波方程是同一回事：

鸟＋鸟十 8宠 1 a2E11 扫 a11 言一7"°-W--=0. . (24.15) 

必须审查我们的猜测，即式（沮.12)是否合适. Ell 对 G 的二次微商只不过是一比Ev. 对 g

的二次微商则为零，因为没有什么会依赖于 g 的． 对 z 的二次微商为一片E,人面对 t 的二
次微商则为一忒斗．于是，方程(24.15) 申述

忒
比趴＋让矶 ------E11=-0.Cl 

除非此处处为零（那并非十分有意义），否则若

吐＋的
'c,;2 
-- <r 0, ·(24.16) 

则上式便是正确的了．我们已经确定了比，因而这一个式就告诉我们，若仿．与频率0之间

有使式(24.16)被满足的那一种关系－~换句话说，若

/#1== ✓ (w3/护）一 (:,c:I/ a3), (24.17) 

则可以有上面所假设的那种波型． 我们刚才所描述的那些波在 2 方向上就是以这一 k. 值

传播着的．

由式(24.17)算出之波数Jc., 会告诉我们关千在某一给定频率0上波节沿波导往下传播

的速率．这个相速度是 ` 

. 

, 

..、.刁＄
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` 
W v=-k •. (24.18) 

你将会记起，一个行波的波长是由入==-2元v压给

出的，因而比也就等于 2吓／入,,, 其中入，，是沿 z 方向

的振动波长－一－即“导管波长”． 当然，导管波长与

同一频率电磁波在自由空间里的波长是有所不同

的．若把那等于 2兀c/w 的自由空间波长称为 Ao, 则

可将式(24.17) 写成

沁＝，入。
.../1-(入。/2a)2·

(24.19) 

除了电场之外，还有磁场也在跟着波奔跑，但眼
前我们将不耐烦去算出有关磁场方面的那个表式．

2、
由于 c2VXB=8E/祝， B 线将围绕那些 8E/8t 值最

图 24-6 波导中的磁场 大的区域，也就是说，将介乎 E 的极大点与极小点
之间.B 之回线将会平行于m平面并位于 E 的峰与谷之间，如图 24-6 所示．

y .• , 

箕

.. 

` 

. §24-3 截止频率＇

在解方程(24.~6) 以求得比时，实际应有两个根——一个是正，一个是负．我们应该

写出

, - ' k.o;= 士 .Jew切护）2~(兀2/a2) • · (24.20) 

正、负这两个符号只是意味着会有以负相速（朝向一分传播之波，也有在导管中沿正向传播

之波．自然，应有可能使波沿两者之中的任一方向传播．既然同时这两种波型都可以存在，

就会有驻波解的那种可能性了．

有关 kz 之式也告诉我们，较高的频率会给出较大的比值，因而也就是较短的波长，一直

到了 0取非常大值的极限， k 就变成等于 w/o, 那是对自由空间里之波所该指望的．我们所
“见到＂的通过管里之光仍然以速率 e 行进．但此刻必须注意，若频率往下降，则某些奇怪事
情会跟着发生．开头波长会变得越来越大，但若0降至太小，则式(24.20) 中的平方根内之
扯会突然变成负的．一旦 Q变成小于忒/a一一或当勾变得大于 2a, 上述情况就会发生．换
句话说，当频率变成低于某一临界频率 CIJo'= 元c/a 时，波数 kg(从而入11)会变成虚数，从而不

再得到任何解了．难道真的不会得到解了吗？谁说片浅必须是实数呢？如果确实出现虚数，

那又该怎么办呢？场方程组仍旧被满足，或许一个虚数的比也会代表一个波．
假设0小于幼；那便可以写成、'

, k乞一土妨＇，

其中 k' 是一正实数，即 .. 

k'= ..j (:r;ll/all) - (忒/c~).

如果现在回到有关 E" 的表式(24.12)上去，则有

E11=Eosink怎xe
l(wf召~)

这也可以写成

,, (2~.21) 

(24.22) 

{24.33) 

E11=Eosink.a;e士谝＇霆e气 (24.24) 

.•. 邓. -- -- 己-一~｀~－＂一·、-一．一- -- -
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上述表式给出了一个按 e如t 随时间振动着的、但却按照 e士比'z 随 2 变化着的 E 场． 它作
为一个指数函数随 z 平滑地减少或增加．在我们的推导中并未曾对发动那些波之源有所操

心，不过当然一定会有一个源存在于导管中某处的． 该伴随着 k' 的符号必须是会使场跟着

与波源的距离增大而减小的那一个．

因此，对于比峦＝忒/a 为低的频率，波并丕全沿导管往下传播；该振动场只能钻进导管

里达到属于 1/k' 数量级的一段距离．为此，该

频率吩才被称作导管的“截止频率＂．考察式

(24,.22)可知，在频率仅稍低于 Wo 时， k' 是一个

小数值，因而场可钻进导管里走得很远． 但若

0 比,wo 小很多，则该指数系数 k' 等于吓/a, 而

场便非常迅速地减弱，如图 24-7 所示的那种情
形．在距离等于 a/rrc、或在约三分之一宽度的

那一距离内，场减弱至1/s. 场从撤出来后仅钻 ' 

进一个很短距离

我们想要强调对导波进行分析的一个有趣 。匕一 号 导
特点—一即虚波数比的出现．按正常情况，如 图 ~4-7 对于 c.i«wc, E11 随 g 的变化情况

果在物理学中求解一个方程并获得一个虚数，它总不会指任何物理的东西．然而，对于婆来

说，一个虚数确实意味着某种东西．该波方程仍被满足；它只是意味着解答会给出一个指数- - --

式地削弱之场，而不是一个传播着之波罢了．因此，在任一个波问题中，若对于某一频率 k

会变成虚数，这意思就是说波的形式变了一一由一个正弦波变成一个指数函数．

§24-4 

上面所用的波速度是相速，即波节锋的速率；它表现为频率的函数．

(2各:18)两式结合起来，便可写出｀

＂槐一 .J1-妇/w)ll'

对于比截频为高的频率—一其中存在行波一一吵应会小于 1, 而”就是实数，且会达卫：光
速我们曾在第一卷第四十八章中见到，担速大于光速是可能的，因为那不过是波节在运动

而不是能噩或信息在运动． 为要知道但生将跑得多快，得算出由一个频率之波与另一个或
更多个频率稍为不同之波互相千涉而形成的脉冲或受调波的速率（见第一卷第四十八章）．

我们就曾把象这样一群波的包线之速率称为群速；它不是叫k, 而是必{di#:
．，，必，

咋一7万·

就式(24.17)对0取微商并颠倒之以获得必/dk: 便可得出
心痹 =c.../1- (w0/w)飞

E,, 

』．

.~. 

。
z 

可I 

' 

导波的速率

若把 (24.11) 和

(24.25) 

那是低于光速的．

心利与叮的几何平均数恰好就是 o, 也即光速：
叩打群＝吐

．这里“波节”指的是行波中的波谷（或波峰），而不是驻波中的那种波节．

" 

,,' 

(24.26) 

(24 边）·

云

.. 
, 

(24.28) 

译者注 . , 

俨 ~ ~ .>~ 咖咖咖
.. 仁----- - . 
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这很奇怪，因为我们已在量子力学中见过一个相似的关系式了．对于一个具有任何速度

即便是相对论性的一的粒子，其动量 'P 与能械 U 都是这样联系着的：

U仁p宁＋叨屯. . (24.29) 

但在量子力学中能址为加，而动量为初六，即等于九k; 因而式(24.29) 便可以写成

(,>:I 叨202
= ell , 炉+-,¼2' (24.30) 

或

k=..J (w2/护）一（忙c切胪）， (24.31) 

这看来十分象式(24.17) …妙哉！

波之群速也就是能量沿导管传输的速率． 如果想要找出沿波导传送的能流，便可从能

量密度乘以群速而得到．设电场的方均根值为矶，则电能的平均密度为 e忑5/2. 也有一

些能量是与磁场联系着的． 我们将不在这里来证明它，但在任一个空腔或导管中磁能与电

能始终相等，因而总的电磁能量密度就是知既．于是，由导管所传输的功率dll/dt 为

～叩｀＝邱琨abv.,.

（我们将在以后看到另一种会获得能流的更普遍方法．）

-· 

来自信号发生器
、
` 

,, 

,, 

` 

(24.32) 

§24-:-5 导波的检测

能董可借助某一种“天线”以耦合至一个波导之中．例如，用一根小小的竖立导线或＂短

线”就可以．导波的存在可以用一条小接收“天线”一一那又可以是一根小短线或一个小回

线一一来拾取某些电磁能而加以检

测在图 24-8 中，利用切开一部分

,, i 侧壁来表明导管中装有一根驱动短

.,,,., I 线和一个拾波＂探头”．该驱动姬线

- - - - - - - - - - - - ..!.·- - - -J- 可以通过一根共轴缆而连接至一信
• I _,-' 号发生器，而该拾波探头则可由一
｀＇，一 根相似电缆连接至一检波器．把拾

图 2心8 装配有驱动短线和拾波探头的波导管 波探头通过一条细长渠道插入导管

之内往往很方便，如图 24-8所示．这样，探头就可以沿着导管来回移动以便在不同位置上

取得场之样．
如果信号发生器被布置在某一大千截频 Wa 的频率0上，那么沿导管就有从该驱动短线

出发而往下传播之波．这些将是唯一存在之波，如果该导管是无限长的话，这可通过用一个

经过了仔细设计的吸收器来使其从远端不致发生反射而有效地布置成． 千是，由千检波器
所测量的乃是在探头附近之场的时间平均值，它便将拾得一个与沿导管位置无关的信号；它
的输出将与被传递的功率成正比. ' ' ' 

如果现在导管之远端以某种方式被封闭因而产生一个反射波－~作为一个极端例子，

假定用一块金属板来封闭它一一则除了原来的前进波之外就还有一个反射波．这两个波将

互相千涉，在管里产生一个与我们以前曾在第一卷第四十九章中讨论过的那种弦线上的驻

波相似的驻波．于是，当该拾波探头沿线移动时，检波器的读数就将周期性地起落，表明在

1 

--- -·-—... ·- ...、. ·•、
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波

驻波的每一个腹处场为极大而在每一个节处场为极小．在相邻两节点（或腹点）间的距离恰

为切2. 这提供了测量导管内波长的一个方便方法．现在若频率移至接近于砱，则两节点

间的距离增长，这表明该导管波长是按照式(24.19)所预言的而增大了．

假设现在信号发生器被拨至稍为低于吩的一个频率．那么，当该拾波探头沿导管往下

移动时，检波器的输出便将逐渐减弱．如果频率再度降低，场强将按照图 24-7 的曲线迅速

下降，并表明波不再传播出去了．

§24-6 波 导 管

波导的一种重要实际应用就是对于高频功率的传输，比如把一个高频振荡器或一部雷

达装置中的输出放大器耦合至一根天线上． 事实上，天线本身往往包括一个抛物线形反射

镜，由一个在其末端张开成“喇叭口”形状的波导把沿之而来的波辐射出去，并馈至镜的焦点

上． 尽管高频电磁波可以经由共轴缆传输，但对于传输大量功率，波导仍然较为优越． 首
先，可以沿一条缆线传输的最大功率被导体间的绝缘材料（固体或气体）的击穿所限制． 对

于某一给定功率量，在一导管内的场强往往比在一共轴缆内的为低，因而在击穿发生之前较

大的功率就可在其中传送． 其次，在一共轴缆中的功率损耗往往会大于在一波导管内的．

在共轴缆内必须有用以支持该中心导体的绝缘材料，而在这一材料中便有能量损耗——特

别是在高频上． 并且，在共轴缆的中心导体上电流密度很高，而由于损耗是随电流密度的
翌增大的，因而那出现在导管壁上的较低电流就会导致较小的能量损耗． 为保持损耗最
小，导管内壁往往是用一种诸如银的高电导率材料涂锁的．

凡在有波导存在的“电路”中，连接问题与在低频上的相应电路问题大不一样，并常称为

微波＂衔接“法．许多特殊器件曾经为此目的而发展起来．例如，两节波导往往是经由凸缘

接头互相连接的，这可由图 2牛9 中看出．然而，象这样的连接会导致严重的能量损耗，因为

那些表面电流必须流经该接口，而那里可能有相对高的电阻．一种避免这种损耗的办法是

造出截面有如图 24-10 所示的那种凸缘接头． 在导管的相邻两节间留下一点空隙，而在其

中一个凸缘接头上则刻有一条槽沟以便造成一个如图 23-16(0) 所示的那种小空腔．这些

大小尺寸被选取得使这一空腔能同所采用的频率发生谐振．这一谐振空腔对于电流会呈现
一个高＂阻抗＂，因而流经该金属接口（图 24-10 中的 a 处）的电流就相对地小．导管里的大

电流只是对该空隙（图中的 b 处）的“电容”充电及放电而已，那里仅有少量的能量损耗．

｀，三荨言, 炒严卢，赞芷沁'. .. 叹式

滂 ，平罕

` 

. 
` 

共振空腔

阳 24-10 两节波导间的低损耗连接
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假设你想要对一波导管加以封闭使得不会形成反射波，那么，你就必须在其末端安置一
种模拟一根无限长导管的东西．你需要有一个对千

导管的作用就象特性阻抗对于传输线的作用那样的

“终端”一一对到达之波仅有吸收而没有反射的一种

东西．此时该导管就将如同永远接续下去似地作用

着．象这样的终端是通过放进一些经过精心设计的

电阻材料的模子于该导管中借以吸收波能扯使得儿

乎产生不出任何反射来而造成的．

如果你想要把三住东西—一例如一个源与两条

天线—一互相连接起来，那么你就可用一个象图

24--11 所示的那种"T''形来完成．被馈给这个"T''形

管中间一节中的功率被分开成两支经由两条侧臂流

出（可能还有一些反射波）．从 24--12的简略图示中

你可以定性地看出，当场到达该输入节的末端时就

会散开并形成将在该两臂中开始传播出去之波的电

` 场． 在交界处的这些场会约略象图 2牛12(a) 或 (b)

所示的那样，这要视该导管里的电场是与该 "T" 形
v-· 之“顶“平行还是与之垂直而定．

、 最后，我们想要描述一种称为＂单向耦合器”的

器件，这对于在你已经连接好一个复杂的波导布局

之后要道出到底有什么东西在里面行走非常有用．

假设你想要知道在波导的某一特定节段中波朝哪一

E . 方向行走——例如，你或许会怀疑是否存在一强反
0 0 0 。 。, G> e 0 射波． 若导管里之波是沿某一方向行走，这单向耦

合器就会从其中的功率吸取一小部分，但若波是朝

另一方向行走，则不能取出任何功率． 通过把这一

耦合器的输出连接到一个检波器上，你便能测得在

诙导管中的“单向“功率

图 24--13 是单向耦合器的简图；沿一段波导 .AB

距 24-12 在一"T''形波导中关千 的一个面上焊接上另一段波导 OD. 这波导 OD 被
两种可能取向的电场 弯开以便有可以安置该凸缘接口的地方．在把这两

个波导焊接在一起之前，要在每一波导上钻通两个（或者更多个）洞（借以互相耦合），以便使

主波导 AB 中的一些场可被耦合至副波导 OD 中

去． 每个洞就象一条小天线那样作用，这会在副波

导中产生出一；个波来． 要是只有一个洞，波会在两

个方向上被送出，因而不管波在原导管中走哪个方

向都一样．但当有两个洞使其间的间隔等于导管波

长的四分之一时，它们就会形成周相差为 goo 的两

个源． 你是否还记起，在第一卷第二十九章中讨论

声三厂 ＇裕吟淤 啖多 裂 ，心气卢茂产 ，哟啖邓卢.., 衮郊心三呼气店飞沁旯轮仔滚飞
x 戎分

l •••• 衮＇
.. 
' ，邓 ,; '. . . > '. . .'裂:·.,, 芍麟勹归霄汽归,'

i .. 

图 24-11 "T'' 形波导管（在凸缘接头处

配备有塑料端帽，以保持当这个“中“形导
管不用时内部清洁）

v 

, 

(a) 

v 0G 
` 

00 

v .. 

(b) 00 
` 

图 24-13 单向耦合器
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过的来自相距为入/4 而在时间上又以 90° 异相被激发的两条天线之波的那种干涉？我们当

时就曾发现，在一个方向上这两波会相减而在相反方向上两波相加． 这同一事态也将发生

在这里．导管CD中所产生之波将与在AB中之波有相同的走向．

如果主导管中之波是从A 跑向 B; 则在副导管中的输出口 D处将会有一个波．若主导

管中之波是从B 跑向 A, 则将有一个波朝副导管之 C 端跑． 但这一端却已装配成一终端，

因而波将被吸收，于是在该耦合器的输出口处就不再有波了．

§?4-7 波导模式

，由我们选择出来而正在加以分析之波乃是波方程组的一个特解．此外还有许多其他的

婚每个解称为一种波导“模式＇？．例如，上面关于一、.. ,, . 

场的依存关系不过是正弦波的半周．有一个同样好
的解则是利用其全周；这时此随 0 的变化将如图

24-14 所示．对这一种模式的比是前值的二倍；因

而截频就会高得多了． 并且，在我们所己学习过的

波中E 仅有一个 g分量，但此外还有包含更复杂电

场的其他模式．若电场只有0和,g分量——因而总

场始终与 z 向正交—谓这种模式称为“横电式" , Ey I 

（或 TE)波模．这种模式的磁场总会有一个 1分量． 勹
事实证明，若 E 有一个亿分最（沿传播方向），则，

磁场始终只有横向分量．因此这种场就称为横磁 仁—— \ 

(TM) 波裸:, 对于一个矩形导管来说，所有其他模 , I . 
式比起上述那种简单的TE 模来具有较高截频．因 '-"' 

此，就有可能—一而且也经常是-一采用一个其中 I , (b), 

频率只比这－最低波模的截频为高而出其他-切截，:'图24-:1 :4 另一种可能的 E11r;i11: 变化的情况
频都较低的导管，以便仅有这么一种波模能够传播．不然的话，情况就会变得复杂面且更难
于控制了．

,: • 7 §24勺｀，从另一角度来看寻波 ' 
现在要来向你们表明另一种理鲜波导对比其截频吩为低的那些频率为什么会使场迅

速衰减的途径．这样你将有一个关千在高沙謹眨间行为之所以会那么突然变化的更为”形
象化”的概念． 对于一个矩形波导来说，是能够通过利用在导管壁上的反射仁一或镜象法

来完成此事的．然面，这一种办法只对矩形波导有效；这就是为什么我们在上面仍要从
比较数学化的那种分析开始，因为那在原则上对任何一种形状的波导都适用. .'; . } 

对千上面所曾描述过的那个模式J 竖向尺寸大小（吼g值）不会引起任何效应，L因而可略
去该导管之顶和底，并想象导管乃是布竖向上延伸至无限远的．于是，设想导管仅包括两块
相距为＂的竖直板．
场源是一根放在导管中间的竖向导线，这根线中载有以频率0振动着的电流． 在不存

在导壁的情况下，象这样一根导线会辐射出柱面波的．

现在，考虑那两面导壁都是理想导体．这样，如同在静电学中一样，若我们对于该导线

, 

心，
•""叩·-·
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之场再加上一个或更多个适当的“象”导线之场，则在壁面上的那些条件就会正确． 关于象

的概念，在电动力学中，正如同在静电学中一样，也都适用，当然要把推迟方面也包括进去．
我们都明白那是真的，因为经常见到一面镜子会产生一个光源之象． 而对于光频的一面镜
斗-' 子只不过是对千电磁波的一块“理想”导体而已．

现在让我们取一个水平截面，如图 24-15 所示，
斗＋、 其中忆和兀是两面导壁而岛则是那根源导线．

我们称这一根线旦

三二!:二二？具来：；：~去性古：：
话．但由千那里存在两面壁，便也将有岛在壁 w,

中之象，我们将其标明为象岛．这个象源也将在

W1中造成一个象，我们叫它做岛． 现在 81 和 Sa
两者都将在 W, 中在标明为＆和Sf.的位置上各有

归

, 

, , 

去·一

图 24-15 放在两面导体壁 W1和 W2
其象，如此等等． 对于配置有一个涯在其中间的两

之间的线源 Bo. 这两面壁可以由一个 面导体来说，场与由排列成一条直线的彼此相隔各
无穷序列的象源代替 为 o的无限多个源所产生的相同．（这事实上就恰

如你在了望一根置于两面平行镜中间的线所会壅翌的那样．）为了使在两壁上之场为零，在
象上的那些电流极性必须从一个象至另一个象交替地改变着． 换句话说，它们的振动存在
180° 的相差．于是，该波导场就恰好是这样一组无限多个线源的场之迭加：

如果靠近那些源，场就很象是个静场．在 §'1.:..5 节中曾经考虑过由一排栅形线源所产生
之静场，并找出了除跟着与栅的距离指数函数式地减弱的那些项外，这个场好象是一块面电
荷之场． 这里平均源强为零，因为从一个源至另-个源的符号交替地改变．任何存在之场
就该随距离作指数函数式的减弱．在靠近源处，所见到之场主要是来自那一个最接近之源；
在较远处，许多的源都会作出贡献，因而它们的平均效果便是零了．因此，现在我们就看到
了为什么在低于其截频上波导会给出一个按指数函数削弱之场． 特别是在低频上，这静态
近似表现得很好，因而它就预言场会随距离的增大而迅速减弱．

现在，我们却面临一个相反问题：为什么波毕竟会传播呢？那是个神秘部如原因是，

在高频上场之推迟会在周相上引进一个附加改变使得来自那些异相之源的场能够相长而不
是相消．事实上，正是为了这一问题，我们才在第一卷第二十九章中学习由一个天线阵或一
个光栅所产生之场．在那里曾经发现，当几根无线电天线适当地安排着时，它们就能提供一
种于涉花样，使得在某一方向有强信号而在另一方向则汶有/

假设回到图 24-15 并看看从那一列象漂到达一个远处之场．仅有在某些要由频率来决
定的方向上－—-仅有在来自所有一切源之场都会同相相加的那些方向上—一场才会表现出
最强． 在与源有相当距离处，场将在这些特殊方向上才作为平面波而传播． 我们巳在图
24.--16 中对这一种波作了草图，其中实线代表波峰而虚线代表波谷． 波的传播方向将是其

中两相邻源到达同一波峰的推迟时差等于半个振动周期的那一方向．换句话说，图中的"
与 m相差为自由空间波长之半：

I 

入。, ,: .. ,,.,-,,-:1=-2 • . 

. 

＇，＇｀气

. . -·' ·••··· 令·--- -··- .• 气.... ··-·-、.. ·-·、·-·、· 一. --
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千是角度 O 就由下式给出：

sin 0=-立
2a· 

(24.33) 

当然，还有另一组波以相对于该线源阵对称的角度往下奔跑．整个波导场（不要太靠近

" \ 、＼ 源）就是这两组波的迭加，如图 24-17 所

\\ \~\, 言全；二．导的两壁之间那实s•-5 
\ 

\ 

53•+ 

5i:. 一 \ 

\ 

\ 
`` 

•• 、 ` 
｀
、

各” 、

\ 

、

\ 

、

、

\ 

s,•-

`` 
\ 

\ 

一斗＋

\ 

S,•- \ \ 

\ \ 、

s。•t \ 

Wz 
S2•• \ 

. ＼＼｀、＼＼ \ 图 24-17 波导场可以视作
．图 24-16 来自一个线源阵的一组相千波 两列平面波之迭加

在比如 A 和 O 那些点上，两种波形之峰相合，因而场就有一个极大值；在比如B那种点

上，两波都有负蜂值，因而场会有一个极小值（最大负值）．当时间向前推移时，导管里之场

会表现出沿导管以波长入l1一~等于从 A 至 O 的距离－—－行进．这一距离与 O 角的关系为
v 入

cos 0=_.Q_. 
入9

(24. 混）

利用关于 0 的式(24.33), 便可得到

炉立－ 入。
008 0 ....;· 八，＾、.. , (24.35) 

这恰好就是上面我们在式 (24.19) 中所曾找到的．

现在看到了为什么只有在超过截频 Wo时才会有波之传播．如果该自由空间波长大千
2a,, 则不能在有如图 24-16 所示的那种角度出现．当入。降至 2a 以下、或当0升至 Ct)o=兀c/a

以上时，那所需的相长干涉才会突然出现．
'2 

若频率足够高，波会出现的方向就可能有二个或更多个．如果入。<-a, 上述情况就会
3 

发生．然而，一般说来，这本来也可发生在入。<a 时．这些附加之波相当于我们所曾提及的

那些较高的波导模式．

通过上述分析我们也已弄清楚为什么导波的相速度会大千 0 以及为什么这一速度会依
赖于"'· 当 o 改变时，图24-16中的自由波角度会跟着发生变化，从而沿导管的速度也就变了．

尽管已经把导波描写成无限多个线源的阵列之场的迭加，但我们还可以看到，要是设想

有两组自由空间波在两面理想镜之间被不断地往复反射一记住反射意味着周相的反转
我们便会得到这同一结果． 这些反射波组会彼此完全互相抵消，除非它们刚好是按照

式(24.33)所给出的那个角度 0行进的．对于同一事物就有许多用来考察的方法．

.. ·-· ..... 



25 
按相对论记法的电动力学

在这一章中： C=1 

§25-1 四元矢

现在来讨论狭义相对论在电动力学中的应用．由于曾在第一卷的十五至十七章中学习
过狭义相对论，因而我们在此只要尽快地温习一些基本概念．

曾经在实验上发现：如果我们以匀速运动，物理规律则总不会改变．你不能道出你是否

居于一艘以匀速沿直线航行的宇宙飞船中，除非你从该飞船中眺望出来，或至少作一种与外

界有关的观测．我们写下来的任何物理定律都必须安排得使自然界的这一事实被嵌进去．

存在两个坐标系，其中一个 S' 系是在汇方向上以速率 o 相对千另一个 S 系而作匀速运

动的，这两个坐标系的空间与时间彼此间的关系由洛伦兹变换式给出：

t'= t-vx 
✓f二子＇

, ＂一说
a;='"' 

✓1-泸＇

扩 ==y, . 
(25.1) 

z'=z. 

物理定律必须是这样：在经过了洛伦兹变换之后，该定律的新形式看来刚好象其旧形式．
这恰恰同物理定律不会与坐标系的覂座有关的那条原理相似． 在第一卷第十一章中，我们
曾经见到，若从数学上描写物理规律的转动不变性，其办法是利用包星来写出方程式．

例如，若有两矢量

A= (A,., As,, A.) 和 B一 (B,,,, B11, B.), 

我们曾发现其结合式

A• B = .A{l;B,,,+ .A11B11 + A.B霉

不会改变，如果转移到一个经过转动的坐标系上去的话．因此我们知道，若在一个方程式的
两边都有象 A0B 这一类的标积，则在所有转动了的坐标系中就都有完全相同的形式． 我
们也曾发现过这么一个算符（见第二章）：

V=(矗，奇心），
当运用千一标量函数时，会给出象一个矢黜那样变换的三个量． 利用这一算符我们曾定义
过陡度，而与其他矢量相结合时也曾定义过散度与拉普拉斯算符．最后还发现，取两矢量
的各分量的某些对之积并求和飞便会得到三个新的量，其行为象一个新的矢量．我们曾称
之为两矢量的茎塾．然后，又利用算符V 来作叉积，这就定义了一个矢量的旋度．

既然我们将经常回过头来参考矢量分析中所曾做过的那些事情，因此就把过去曾在三
维中用过的所有重要矢量运算都作为概要罗列在表 25-1 上．重要之点是，必须将物理学的

．这个“和“指的是具有不同符号的两项之和，即代数和，其实也就是两项之差．一一译者注

. 

··--··、心-·-凰•···· 龟--- - ---它 ·-气心 ---•--· 向 --- --------
,, 食气4 七 ，书' ' 
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方程式写得能使方程两边在坐标系转动时以同一方式变换． 如果一边是矢量，则另一边也

必须是矢量；以便在坐标系转动后方程两边将恰好以同一种方式一起改变．同理，若一边是

标量，则另一边也应该是标量，因而当转动坐标

系时两边都不应当有任何改变．

现在，在狭义相对论的情况下，时间和空间

不可分割地混在一起，因而就必须对四维做出

类似的事情我们希望那些方程式不仅对于转

动会保持不变，而且对于廷二主惯性参照系也
应如此． 这意味着，方程式在经历了式(25.1)
的洛伦兹变换之后应该不变．本章的目的就是

要向你们证明如何才能做到这一点． 然而，在

开始之前，还要做一件将使我们的工作轻松得多（也会减少某些混乱）的事情． 这就是要选
取长度和时间单位使得光速 C 会等于 1. 你可以想象这相当于把时间单位选取为光所需以

- - - - - - _-_-_c 

行经=~ 长堕皿（约为 3 X 10-o 秒）．我们甚至还可以叫这一个时间单位为＂一米＂．采用
这一种单位，一切方程会更明显地呈现出空时对称性．并且，所有的 6 将不再出现在我们的
相对论方程式中．（如果你对此觉得麻烦的话，你始终可将每一个 t 代以 ct, 或一般说来，通

过添加一个 C 于那些需要使方程的量纲表现得正确的地方，把 c 再放回到任一个方:程中
去．）有了这个约定，我们就准备开始工作．我们的计划是要在四维空时中作出一切过去曾
用矢量在三维中所做过的事情． 这诚然是一场十分简单的游戏；只是根据比拟来做工作罢

了． 唯一真正的复杂性是在记法上（在三维时已用尽了矢量符号）以及一个关于正、负号的

轻微扭变上．

首先，通过与三维中的矢量相比拟，将定义一个匣远苤以作为 at.., a多、 a"、 a易四个量的一
组，当我们转移到一个运动坐标系上去时，这些量会象女织 g、 z 那样变换．人们将写成 aµ,,

这指的是四个数 (at, a111, a11, a.) 的一组一一换旬话说，该下角标µ可以取 t, a;,'Y, z 各＂值".

有时由一个三元矢来指明那三个空间分量，即象(a合， a) 那样，会很方便．
我们曾碰到一个四元矢，它含有一个粒子的能量和动量（第一卷第十七章）． 在新记法

中将把它写成

表 25-1 三维矢量分析中的重要量和重要运算

矢量定义

标积

微分矢温算符

陡度

散度

拉普拉斯算符

叉积

旋度

A= (.A..,, .tl.11, A,) 

A·B v 
Vrp 

v·A 
V•V=V2 

AxB 
vxA 

P户 (E, p), 
这意味着该四元矢 p,.. 是由粒子的能量及其三元矢P 的三个分量所构成的．

看来似乎这场游戏的确十分简单一—对于物理学中每一个三元矢，就应去找出那其余
的一个分量该是什么，从而就有一个四元矢了．为了弄清楚并不是那么回事，试考虑速度矢

量，它的分量是 ` 

(25.2) 

V:,:= 夸，。",考， v.=赍．
问题：那时间分量是什么？ 凭本能就应能够提供正确的答案．
那样，我们就会猜测到其时间分量为

由于四元矢都象 t, a;,'Y, z 

dt 
心,=—=

dt 

这是错的． 原因是，当我们作洛伦兹变换时在每个分母中的 t 并非是不变量．要造成一个

四元矢，那些分子都具有正当表现，但在各个分母中的 dt 却把事情败坏了；它并不是对称
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的，因而在两个不同系统中就不相同了．

事实证明，只要各除以 ,.jT-习五，上面所写下来的四个“速度“分量就将成为一个四元矢
的分量．我们能够看出那是真的，因为如果从动量四元矢出发：

p,,.=(E,p)=(志，乌）． (25.3) 

并用旦壅中为一不变量的那个静质量叨o 来除它，那便有

五=(1 V 叨。可'~了）， (25.4) 

这应仍然是一个四元矢．（用一个丕至还堂来除，并不会改变变换性质．）因此，就可由下式
座－个"i速度四元苤“如

Ut='. 构＝
为

✓1-护, ,.j工二沪＇
(25.5) 

u雾=
v,, 

u乞＝ “乞
J勹, ,.j卢·

这个四元速度是一个有用的量；例如，可以写出

p,.==叨ou,.. , (25.~) 

这是相对论中凡属正确方程都必须具有的那一种典型形式；式的每一边都是一个四元矢．

（右边是一个不变量乘以一个四元矢，那仍然是一个四元矢．）

§25-2 标积

如果你乐意的话，还可以讲，在坐标系转动之下从原点至某一点的距离不变乃是生活中

的一项巧遇．这意味着在数学上，，2=少11+扩+zll 是一个不变量．换句话说，在经过了转动之

后，产＝产，或

产＋沪+z'2=xll+护＋＃．

现在的问题是：是否在洛伦兹变换之下也有一个相似的不变量？有的．从式(25.1)你可以
看出 , 

t'2-Xt2=tll-吐．

除了对立方向还有赖千一种特别选择之外，这都很好．若再减去护和 z2 我们便能把它安排

妥当．于是，任一个洛伦兹变换再把上转动就将遗留下该量不变．因此，与三维中的 ,,.2 相

仿的一个四维最为

这是在所谓“完整洛伦兹群”

个不变矗．

t2-a;2一护一e气

意指对于以一恒速平动兜转动的那种变换 名义下的一

现在，由于这一不变性是一个仅仅依赖于式(25.1) 的变换法则——再加上转动一—的

代数过程，它对千任一个四元矢就都是正确的（根据定义，它们都作同样变换）．因此，对于
一个四元矢％来说，便有

咕一心－叶一心＝吹－咕－咕—咕．

我们将叫这个量为该四元矢％的“长度". (有时人们将所有各项的正负号都改变而叫

a妇吟+a仁吐为长度，因而你得要小心对待．）

....、··-
··•--·、•·· 令咖 咖

～俨宁垒. ~- ,. -
-广·、
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现在如果有两个矢量％和帖它们的相应分量按同种方式变换，则这个组合

G心一心比-a11b11-a名b,,

也是一个不变（标）量．（事实上，在第一卷第十七章中对此已有过证明．）很明显，这一表式

与矢量的点积很相似．实际上，我们将称之为两个四元矢的总巠或腔斐． 把它写成 aµ•b,.

使得燮坴象个点积，似乎该合乎逻辑．可是，不凑巧，习惯上不是那样做；而是往往被写成没

有中间那一点．因此，我们将按照这一惯例而把该点积写成 a"'b". 这样，根据定义＿，
a,.b,. =呻,-a占-a11b11一心"· (25. 7) 

每当你看到两个全同下角标凑在一起（有时得用”或某一其他字母来代替沁时，那就意味

着你必须取该四个积并相加起来，虽佳对千那些空间分量之积就要用上奂呈．按照这一惯

例，在洛伦兹变换之下，标积的不变性可以写成

, a~ 比一％妇
由于式（茄.7) 中的最后三项不过是三维中的点积，把它写成如下形式往往更为方便：

也b,.-=动,-a•b.

刚才在上面描述过的那种四维长度可以写成 a,.a,., 那也是明显的：

a,.a,.=咕一a;-咕一”仁砑-a•a. (25.8) 

有时把它写成吐也很方便：
' 

a扣知也·
现在要来向你们提供有关四元矢点积的用途的又一例证． 在一部巨大加速器中，通过

下列反应可以产生反质子(P):
P+P~P+P+P+P. 

这就是说，一个高能质子与一个静 l po 
止质子（例如，放置在质子流中的氢 , ~ µ 

靶里的质子）相碰撞，而倘若该入射 令I ----
-

质子拥有足够能最，则除了那原来

的两个质子之外一对新的质子－反 — 
质子可能会产生餐．问题在于；应给
予该入射质子多少能量才能使这一

反应在能量上成为可能．

要获得答案的最轻易途径是去
考虑在质心(CM)系统上该反应看 图 ~15一1 从实验室和质心两参照系上来观察反应P+P-+3P+'P.
来象个什么样子（见图 25-1). 我们 假定该人射质子拥有仅仅足以使反应进行的能量．质子示如实心
将叫入射质子为 o 而其四元动鱼为 , 圆点；而反质子则如圆霪

忧．同理，将叫靶质子为 b而其四元动量为优．若该入射质子拥有坚甡足恩使反应进行的
能量，那么末态一经过碰撞后的状态—一就将包括一个在质心系上静止不动的含有三个

质子和一个反质子的球体． 要是入射能量稍高一些，那些末态粒子就会拥有一些动能而四

碰擅行 碰撞尼

bµ p 

，三．

_ 

, 

. , , ou p Ì

` 

cµ p 

．你尽可以提问：为什么不去考虑
t . 

P+P-P+P+P, 
或甚至 P+P-P+'P 
那些显然要求较少能董的反应？答案是，一个称为愿柔度氮的原理告诉我们：“质子数减去反质子数“不能改变，在

` 我们的反应中左边这个量为 2, 因此，若希望有一反质子出现在右边，则同时应有忌念质子（或其他重子）伴随它．
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散跑开；要是入射能量稍低一些，则不会有足够能量以造成那四个粒子．

若把末态中那整个球体的总四元动量称为优，则动量与能抵两守恒律便告诉我们：

和

p<J+pl>=po, 

E .. +护=E又

结合这两式，又可以写出
'P廿吮＝优. . (25.9) 

现在重要之点在千，这是一个四元矢之间的方程，因而对千任一惯性系都应当正确．我

们可以利用这一事实来简化计算由取式(25.9) 每一边的“长度“开始；当然，它们也是彼此

相等的．于是便有

（兑＋沁）（兑+p!)=忧兑: (25.10) 

既然 'P~'P~ 是不变的，便可在任一坐标系上对之进行计算．在该质心系上，忙的时间分量为
四个质子的静能量，即 4M, 而那空间部分P则等于零；因此忧=(4M,0). 我们已利用了

反质子的静质量等于质子的静质量那一项事实，并也已叫这一共同质量为 M.

这样，式 (25.10)就变成

'P芯+2p芯＋沁沁=16M2. · (25.11) 

现在，吮兑和沁沁都十分容易求得，因为任一个粒子的动量四元矢之“长度”都不过是该粒

子的质量之平方：

p,.p,. =护-p2=M气

这可由直接的计算给予证明，或者更巧妙地，则是通过注意一个堕粒子的 p,. 一 (M, O), 从而
归µ,=Mll. 但由于它是一个不变量，故在廷二土参照系上都会等于M气引用这些结果于式
(25.11) 中，便有

2p~ 忧=14M气

'P龙=7正. ·(25.12) 
也即

现在，也就可以算出在实验室系统中的忧忧了． 该四元矢忙可以写成 (E。'p"); 而
忧-=(M, O), 因为后者描述一个静止质子．这样，忙忧也就应该等千M胪；又因为知道标积
是个不变量，它必须在数值上等于上面式(25.12) 中所得到的，因而有

、, 驴=7M,

这就是我们所要寻找的结果．该初质子的总能量必须至少为 7M(约合 66 亿电子伏，因为
M-=938 兆电子伏），或者在减去了静质量 M 之后，其斐能必须至少为 6M(约合 56 亿电子
伏）．安装在伯克利(Be!keley) 的那部高能质子同步稳相加速器就是为给予受加速质子约
,62 亿电子伏的动能以便能够造成反质子而设计的． , 

由于标积都是不变量，对之进行计算就总是有趣的．那么，关于四元速度的“长度"u,.u声

又该如何呢？
... 

1 护
丸u,,,=讲一u•=--:;-才---亡亏=1.

' 

这样， Uµ, 就是一个单位四元＿矢．

§25-3 四维陡度

我们要讨论的第二个问题就是陡度的四维类似物．回想起（第一卷第十四章）那三个徵

气...、心 -· 八..... ··-··、-一..
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分算符切彻、 a/a,y、 a;az 就象三元矢那样变换，所以就叫陡度．这同一方案也该适用于四

维；这就是说，我们也许会猜测到该四维陡度应当是(a/仇， a;彻， a;ay, a/oz). 然而，这垦
堡. . 

要看出错误的所在，可考虑一个仅与＂和 t 有关的标扯函数中．如果在 t 上我们作一

个小变化上而保持 o不变，则在中中的变化为

必＝譬生 (25.18) 

另一方面，按照一个正在运动的观察者，

驴碧血＇＋譬出'.
应用式(25.1), 就可用出来表达血＇和 At'. 记住我们正在保持着 o 不变，因而血=0, 并可
写出 . 

应＝－－二.:It; At'= L1t 
心－泸 0-字·

这样， 岭＝导（－芍芒子吩＋志(::7芒分＝（譬－炉差）—卢~-
把这一结果与式(25.13) 比较，就可以知道

与此类似的计算将会给出

邸 1 (a小 0中）
百=,.;卢百,-v言·

、 L

、·

(25.14) 

... 

邸 1. (昴。邸言~言－式. (25.15) 

现在可以看清，该陡度相当奇怪． 用＂＇和 t' 来表达＂和 t 的公式［由解方程组(25.1)
而得到的］为：

t'+如'a:'+vt't= a:= 
,./1- 护 ',Jf=Iv2•

这就是一个四元矢所坐壅进行变换的方式．但式(25.14) 和 (25.15) 中却有两个符号搞错

了！

答案是，不要那个丕过的 ca/at, v), 而应当通过下式来座义一个－四维陡度算符一一我们
将称之为 v',.:

汇（奇－斗（奇－志－奇－去） • (25.16) 

采用这一定义，上面所遇到的符号困难就消除了，从而立也就表现得如同一个四元矢所应
该做的那样．（带着那些负号相当难看，但那就是宇宙中通行着的方式．）当然，所谓立”表

现得如同一个四元矢”指的只不过是，一个标量的四元陡度为一个四元矢．如果中是一个真

实的标量不变场（洛伦兹不变量），则立中就是一个四元矢量场了．
好，现在已有了矢量、陡度和点积，下一件事情则是要找出一种与三维的矢量分析中的

散度相类似的不变量．很清楚，这一种模拟要求去形成 v,,,九这样一种表式，其中 b,. 为一个
四元矢量场，其分量都是空间和时间的函数．要把一四元矢 b,.= (bt, 6) 的散度定义为 v,. 与,_-_____ - _-_, 上 l

丸的点积：

劝JI,甘扫－（－去） b名－（－奇）伈－（－卡） b产嘉幻＋吵， (25.17) 

'. " 
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式中 V•b 是该三元矢 b 的寻常三元散度．注意，人们必须对这些符号当心．其中有些负号
来自标积的定义，即式 (25.7); 其他则是由于诸如式(25.16) 中关于 v,.,, 的空间分量为一切知

等所要求的．由式 (25.17) 定义出来的散度是一个不变量，因而在彼此相差只是一个洛伦兹

变换的所有一切坐标系中就会给出相同的答案．

让我们来看看其中四元散度会出现的一个物理例子．可以用它来求解有关一根运动导

线周围场的问题，我们曾经见过(§13-7 节），电荷密度 p 和电流密度j 会形成一个四元矢

j,. 一 (p, j)_ 如果一根不带电导线载有电流 j雾，那么在一个以速度心（沿 o 轴）从它旁边经过

的参照系上，该导线将拥有如下的电荷和电流密度［由洛伦兹变换式(25.1) 得到的］：

p'=五年， j气咚1F
这些恰好就是我们曾在第十三章中获得的． 于是，我们就能引用这些源于该运动系统

的麦克斯韦方程式中而找到场．

§13-2 节的电荷守恒律，在这四元矢记法中，也会取得一个简单形式． 试考虑儿的四

元散度：

骂＝誓＋对． (25.18) 

电荷守恒律申述，每单位体积的电流流出量应等于电荷密度的负增率．换句话说，

8p V•j=--
祝.'

将此代入式 (25.18) 中，电荷守恒律就会取一个简单形式 ' . , 

V,..j,..=O.. . (25.19) 

既然 V心是一个不变标量，如果它在一个参照系中为零，则在所有一切参照系中也都是零．

我们就有这么一个结果，即如果电荷在一个坐标系中守恒，它在所有以匀速运动着的坐标系
中也将守恒．

作为最后一个例子，要考虑该陡度算符 v,.. 与它本身的标积．在三维中，这样一个积会

给出
护护护

"il2=V•V=-+-—+-
彻ll 8y2 妃·

在四维中，将得到个什么呢？这很容易．按照有关点积和陡度的法则，就可以得到

邓＝卡卡－（－去）（－志）－（－奇）（－奇）－（－卡）（－去）弓；平．
这一算符，就是那三维拉普拉斯算符的类似物，称为洼塑但 (D'Alembert) 笆笣，并有一种独
特记法：

口ll气沪~-免 (25.20) 

根据定义，它是一个不变的标量算符；如果运算于一个四元矢扯场上，将产生一个新的四元
矢址场． （有些人会把达朗伯算符用与式(25~20)相反的符号给下定义，因而当你阅读文献
时务必当心．）

现在，对上面表 25-1 中所列举的那些三维量，大部分已找到了其四维的相应量．（不过
还未有过叉积和旋度运算方面的相应物；在到达下一章以前我们将不会对它有所论述．）如
果把所有重要定义和结果都集中在一处，对你记住它们如何演变可能有所帮助，因此我们就

在表 25-2 中作这么一个摘要．

｀｀尸........... ·- - - 俨呻 •• • • •· - - • 气 ··- • 气 •••••• 、.. 干.. • 
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表 25-2 在三维和四维的矢量分析中的一些重要量
. , 

维 四 维

\ 

` a;.-<正， a,,, a11, a,) 一 (a,, a) 矢 量 A= (A.,, ~. A,) 

，标 积 A,B=A. 立,.+A.卢u+A..B, 知兑一a凸-a幻b,,,-a.)J11-a,b~一吐切 -a•b
＇』 ` 

矢算符 寸一 (a/ox, a戊y, a/加） (o o a o) (8) 立一 at' 一彻 ,-oy'-oz 一况. -'v 
'"' 

_ 

陡 度 V ,f, 一 ( 的彻 ' 的oy ' 劲oz ) 一（和＿却＿匆＿勺－产吩V卤 at , oz , ay, 彻况 , 
' 

散 度 寸•A=oA/1)+乌ay 十 aA, 勺 aµ一知十 oa,, +°°" + oa. 一匈十'i/a
'8a; oz µ 况知 ay os 沉

．、

拉氏算符或达氏算符
护护护、 护护护护护 2 

v-v- 彻2+ 叩十祀 ，立立一 at 一彻－匆＿彻一沉 -'\13一口

, 

~ • §25-4 按四维记法的电动力学

我们曾在肛8--6 节中碰到过达朗伯算符，但却未给过它这一名字；在那里对于那些势所

找到的徵分方程可以用新的记法写成：，

, 

口，'<f, ,,;,,....L, 口=-lA=L
砌 e。.

这两个方程中的右边四个量为 p'~ 允， i11, j霞，再各除以 Go. 如果所有参照系中都采用同一

种电荷单位，则这个 Eo1 就是在各坐标系上都彼此相同的一个普适常数． 因此，那四个量
p/E。, j心，jl/压， j心也就会如同一个四元矢那样变换． 我们可将其写成 j,JEo. 当坐标
系改变时达朗伯算符不会改变，因而中已七丛、 4男t四个量坐坐氢象一个四元矢那样客垫
一这意味着它们就是一个四元矢的分量．简单地说，

A"'= (<t,; A). 

是一个四元矢．我们所称之为标势和矢势的，实际上就是同一个物理客体的不同方面．它
们有共同的统属．而倘若它们都保持在一起，则这个世界的相对论不变性就很显然了．我
们叫 Aµ, 为匣远堑．

在四元矢记法上， (251过）两方程简单地变成. --

} 

(25.21) 
`、/

分， d

,': 口扭~*k • (21.:22) 
句

这一方程的物理内容恰好同麦克斯韦方程组一样．但可以把它改写成这么一个优美形式实
在令人感到某些喜悦． 这个漂亮形式也有其本身意义；它直接表阴在洛伦兹变换之下电动
力学的不变性．

要记住，式(25.江）之所以能够由麦克斯韦方程组推导而得；只是由于我们加上了规范
条件

；；皊,,
可书•A,;,,'O, (25;23) 

这不过申述 "v,.A,.=0; 这规范条件说明四元矢丛』的散度为零．这一条件称为澄伦慈条件c­
那很方便，因为是一个不变性条件，从而使麦克斯韦方程组对所有一切参照系都能保持

(25.22}那种形式． ' . . 

. -·-- --·-·.. ·--
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§25-5 运动电荷的四元势

虽然变换规律己隐含在上述内容电但现在还是把在一个运动系统上的中和 A 用在一

个静止系统上的 4和 A 来表达的那种变换律写下来． 既然 AJ,I,=(</>, A) 是一个四元矢，这

些变换式看来就一定恰好象式(25.1), 只是 t 应以中代，而元则以 A 代．于是，

`' 

中'= 中一 vA"'
.J勹＇

A'A"-呻
歹

气' ✓ 1-护＇

丛 =A11,

丛 =A•• 
(25.24) 

这假定了该加撇坐标系是以速率 0 在正分方向上运动着的，而这速率则是在那不加撇的坐

, 
，、．

- ts .. t Y' .,.. s 一、

标系上量得的．

我们要来讨论有关四元势概念的用途的一个例

('fi子． 以速率o 沿幻轴运动的电荷 q, 其矢势和标势该

会怎么样呢？这7问题在随电荷运动的那个坐标系上
简单，因为在这个系统上电荷是静止R

、、、了~ 这电荷位于 S' 参照系的原点上，如图 25-2 所示． 于
、...,✓'

. 是在这个系统上的标势为
图 25-2 参照系 8' 以速度叭沿 Z 方向）

相对于S系而运动．｝一个在守系的原点．， , 了 ·- q 

上是静止的电荷在§系上则处千正一讲的
中飞石户 （颂25)

地位.P点上乏势可以在两个参照系的 （式中,,.'是从 q 至场点间的距离），即在该运动系统上
, 任一个上算出来 '、I 所测到的．当然，矢势 A' 则为零．

现在要找出在静止坐标系上的势中和A;':这很直截了当．式(25~24)的反逆关系就是
怂'+vA~中- I亡寸， 七=A七

A雪一
丛，十付, . 

i. A.~ 丛. ,, : 么｀

(25.26) 

1 

利用由式(25.25)所给出之心，
3歹＇

以及 A'=O, 便可获得
, 

中 q 1 q, ,: . 1 
＝飞云-'1"'.J仁=4云广寸亡7-J! ＇耳沪+i'!a•

这向我们提供在 S 系上所会见到的标势 ,cp, 但可惜是，这是用 S' 的坐标表达的．还可以利

用 (~5.1)将 t'.,, a大扩和z! 的各式代入而得到用t, 亿， 'Y, z 表达出来的东西．我们得
q 1· ·• ,', .. i 

，中-石忑石＝寸(a:一说） ;,J亡72平平. . (26.27) 

(25.28) 

这些就是曾在二十一章中用别的方法推导而得1的相同公式．

§?q七 电动力学方程组的不变性，
.. 

我们已找出了，势中和A凑合在一起便形成一个称之为 .1;·的四元矢，而该方程组____..::
即用那些 jµ, 来确定 A"'的完整方程组－~ 这一方程}协同电荷守
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恒律，即式(25.19), 就会给出电磁场的基本定律：

1 气口2..4:,,~--扣 立小=0.
, . EQ -

a (25. 劝）

只在页面的小小一点位置上就包括麦克斯韦方程组的全部－—－优美而又简单．除了它们
既优美而又简单外，将方程组这样写出来能否从中学习到什么东西呢？首先，这是否有别于
我们过去将所有各种不同分量全都写出来时所得到的那些？能否从这一方程推导出某些过
去不能够由电荷和电流表达出势的那些波方程推导出来的东西？答案是明确否定的．我们
所做的唯一一件事情就是改变各东西的名称一一－引用一种新的记法．我们已写下了一个方

框符号来代表微商，但它仍然意味着不多不少的对时间的二次微商、减去对 0 的二次微商、
减去对g的二次微商、减去对 z 的二次微商．而µ,则意味着有四个方程，对千µ,一t, a:, Y, 

或 z 会各有一个． 那么，可以将那些方程写成这么一个简单形式的事实又有什么意义呢？
按直接从其导出什么东西来的观点看，那确实没有什么意义．然而，也许这些方程的简单性
就意味着自然界也具有某种简单性．

让我们来向你证明某种新近才发现的有趣东西：折有一切物理规律都可以包括在一个
方程式之中．这方程就是

t; ----飞+__rj-_ 二_-_-_____ 严夕＿－二 --1-;__r_-~ 叮」－广_-一二---~

恤,,_-_-_-__ - -_-_-_-_' 
U=O. , (25.30) 

多么简单的一个方程1 当然，还需要知道该符号指的是什么. u 是一个称之为情况“超脱
性”的物理量． 而我们对千它是会有一个公式的． 这里关系到你怎样去计算出该超脱性．
你可以取所有已知的物理定律，并把它们都写成一种独特形式．例如，假设你所取的是力学

定律 F=叩:z, 并把它重新写成 F-ma=O. 然后你可以将 (F-血a)一一－那当然应该等千

零的一一叫作力学上的＂失调”．其次，你再取这失调的王立并叫它做 U1, 这可以称为＂力学

效应的超脱性”．换句话说，你会取

U1=(F-叩） 2_ (25.31) 

现在你又写下另一个物理定律，比如说， V•E=p/€0, 并定义

店=(V•E--t-r,
这或许被你称为“电的高斯超脱性”．你继续再写出 Us八九，等等一一对每一物理定律就各

有一个．

最后，你把来自所有一切有关的分现象的诸多不同超脱性互都相加起来，而叫它做宇

宙的姜超脱性 U; 也就是， U=l:U,. 这样该伟大定律就是

U=O. I (25.32) 
'.'"' 

这一“定律”当然意味着所有各别的失调之平方的总和为零，而能使一大堆平方之和为零的

唯一办法就是其中每一项都各等千零．

因此，式 (25.32) 的“优美简单“定律相当千你原来所曾写下来的一整套方程式．因而绝

对明显的是，一种不过把复杂性隐藏在符号的定义之内的简单记法并不是真正的简单性．

它不一过员亡种诡计．式(25.32) 中所出现的优美一一仅从几个方程被隐藏在其中这一事实

看来一一也不外是诡计而已．当你把整个东西都打开时，你就会回到你原来所在的地方．

然而，把电动力学写成(25.29)那种形式，除了简单之外运直其他一些东西．它的含义

会多一些，就象矢量分析理论含有更多的意义一样． 电动力学方程组之所以能够写成为洛

- _ .. _, --· ··-·-- --
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伦兹变换的四维几何所堂且些悉的那一种十分特殊写法一一换句话说，作为在四元空间中

的一个矢量方程一一这一事实，就意味着它在洛伦兹变换之下是不变的． 只是由于麦克斯
韦方程组在那些变换之下不变，才使得它们能够被写成一个优美形式．

能够将电动力学方程组写成式 (25.29) 那样的美妙卓越形式并非偶然．正是且主连垄
脸上旦发现由麦克斯韦方程组所预言的各种现象在一切惯性系中都相同，相对论才发展起
来的．，而又是通过研究麦克斯韦方程组的变换性质，才使得洛伦兹发现了他的变换式作为
保留那些方程不变的一种变换．

然而，还有另一个要把方程组这样写出来的理由．已经发现一一在经过爱因斯坦猜测也
许应该是这样之后一一度直二堑物理定律都是在洛伦兹变换之下保持不变的．这就是相对
性原理． 因此，如果我们发明一种记法，当写下一个定律时它能够立刻指出该定律是否不
变，那么，便能够在试图创立新的理论时保证仅仅写出了与相对论原理相一致的方程式．

在这一特殊记法上麦克斯韦方程组表现出很简单这一事实,}并不是什么奇迹，因为这
种记法就是在想遍了那些方程之后才发明的．但有意义的物理事态却是：每一种物理规律, - - -_ " - -

介子波的传播或在B衰变中中微子的行为，等等一一都觉、须在同一种变换之下具有这
种相同的不变性． 那么当你呆在一艘以匀速航行的太空飞船中时，所有自然规律就都一同
这样作变换，以致没有任何新的现象发生．正是由于相对论原理是自然界中的一项现实，才
使得在四维矢量的那种记法上世界的各种方程式都会表现得简单，
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场的洛伦兹变换
, \, 

` 

; 
在本章中： c=1 

·、

§26-1 运动电荷的四元势

在上一章中曾见到势 A":(中， A)是一个四元矢．那时间分量为标势中，而三个空间分

量则构成矢势 A. 通过利用洛伦兹变换我们也算出了一个以匀速在一直线上运动的粒子之
势．（本来在第二十一章中就已经用另一种方法找到了这些势．）对于一个在 t 时刻上位置

为 (vt, 0, 0) 的点电荷，其在他， 1{, 分点上之势为 1 

~ 

,. 4元和歹
( 卢芸寸＋气

..4.. ... qv 

伍。歹［气笠·'+护+zt
1/1• 

'] 
~-A.-0. 

式(?6-:t.)给出了一个“现“位置（指的是在 t 时刻的位置）为户一vt 的电荷在位置（元， Y,'- - .,n 、 -_-17,- . 

乞）和时间 t 上之势．注意这些式子是用（旷一vt)1、 g 和 z! 即是用该运动电荷的翌往世罢P 的
坐标来表达的（见图泌-1\ 那实际影响，我们知道确是以速率 e. 行进的，因而真正有效的
东西乃是往后推迟的那个位置P' 上电荷的行为骨r P' 点位千忙＝说＇上（其中 t'... t-r'/c是
推迟时刻）．但是电荷是以匀速在一直线上运动的，因而在 P' 点与在 P点上的行为自然
就直接地互相联系着了．事实上，如果作一个附加假设，｀即假定那些势仅取决于在推迟时刻

. Yi C..r.a> 

' • • 

. "' " 

心

、、

(26.1) 

.i' 
.~', 

..、 . , 
i•,Y,tl ..' I [• ., 

.: -.,,..,,,r/ . ! ,. 

p'_/ PP-现在位置：

\ ''. 

'' 

vi' 
. 

翼-vt
I 篡

vi 
,, 

『
·

4 

}
、

增
t

..', 轨道
｀＇今•. ,. 

图 28'-1 求一个沿尘轴以恒速 0 运动着的电
荷 g在P 点上之场．“此刻“在(a:, y;'ii)点上之场 ` 

，既可用“现／，位置 P, 也可用那个（在 t'-t-'T'/e 时，

刻的）“推迟＇，位置 P' 来表达

图 2eJ.-2 电荷在一任意轨道上运动．在 t 时刻
1 (~, .y, s) 点上之势由在推迟时刻 t-r/c 的位置 pt

和速度V所确定，这些势可用该“投影“位置八枚影

的坐标来表达（在 t 时刻的实际位置则为 f)

鲁这里用来指明捚虽位置或推迟时刻的那些撤号都不应与上一章中用来指明一个已作了洛伦兹变换的参照系的撤号
棍淆．

~. 
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的位置和速度，那么式(26.1)便是以佳堂方式运动着的电荷之势的径整公式了． 方法是这

样假定你有一个以某一任意方式运动、比方其轨道有如图 26-2 所示的电荷，而你试图找出

在点（幻， Y, z)上之势．首先，你会找出那推迟位置 P' 以及在该位置上电荷的速度叭然后

你设想电荷会在这推迟时间 (t-t') 里继续保持这一速度，以致此时它会出现在一个想象的

位置 P投影上，这可称之为＂投影位置”，并应该以速度心，到达那里的．（当然，电荷并不是那

样干的；它在 t 时刻的确实位置乃是 P.)于是在（也 '!I, 分点上之势就恰好是一个想象电荷在

该投影位置上由式(26.1) 所给出的.-· 我们现在要说的是，由于势仅取决千在该抱坚时刻电

荷所干的，那就不管电荷继续以一恒速度运动还是在 t' 时刻之后－一－即对在 t 时刻将会出
现于点（亿， Y, z)上之势早已确定了之后一一改变它的速度，势都将会一样．

你当然知道，一旦有了来自一个以任意方式运动着的电荷之势，便拥有全部电动力学
了；能够通过迭加以获得任一，电荷分布之势． 因此，可以把电动力学的所有现象都加以总
结，或者是通过写出麦克斯韦方程组，或者是通过遵照如下的一系列摘要．（如果你有机会
登上一个荒岛，你就可以回忆起这些摘要．一切东西都可由此重新建造．当然，你要懂得洛
伦兹变换；无论是在一个荒岛上或在其他任何一处你总别忘记它．）

肆， A,,, 是一个四元矢；甚达，关于一个静止电荷的库仑势为 q/4咋如塾三，一个以
任一种方式运动着的电荷所产生之势仅取决千在推迟时刻的速度和位置．只要有这三项事
实我们就有了一切． 由 A,,, 是个四元矢这一事实，便可变换所已知的那个库仑势，以获得一

恒定速度之势．然后，通过势仅取决于过去的在该推迟时刻电荷的速度那最后一项声明，我
们便可以运用该投影位置游戏而找到各势了．这虽然不是一个处理问题的特别有用方法，
但它表明了物理规律能够用许多不同方式加以表达，仍然是挺有趣的．

有时出自一些漫不经心的人们之口会说，电动力学的一切都可以只从洛伦兹变换和库
仑定律导出来．当然，那是完全错误的．节首先，必须假定存在一个标势和一个矢势，它们互
相结合而形成一个四元矢．这里，就告诉我们如何对势作变换了．然后，为什么只有那推迟
时刻的影响才算有效的呢？若是这样提荷就更好：为什么势仅取决于位置和速度，而与诸
如加速度就毫无关系？而堑B 和 E 则确实与加速度有关． 如果你试图对于这些场也使用
这同一种论证，你就会讲，它们也仅取决于推迟时刻上的位置和速度．可是这么一来，那来
自正在加速着的电荷之场就会如同来自一个在该投影位置上电荷之场一样一—那是错误
的．烫不仅取决于沿运动路线上电荷的位置和速度，而且也取决千其加速度． 所以在这个

有关元论什么东西都可从洛伦兹变换推导出来的伟大说法中还有几个附加的默认假设．（每

当你看到一个能从少数儿个假设便导出一大堆东西来的风卷残云式的说法时，你总会发现
它是错误的． 如果你足够小心地加以思考的话，就会觉得其中往往有许多远非明显的隐含
着的假设．）

§26-2 恒速点电荷之场

现在已有了来自以恒速运动着的电荷之势，我们—一为了实用原因一—该来找出其场

了．有许多其中带电粒子是以匀速运动的情况一一例如，行经一云室的宇宙射线，或甚至在

一根导线里的慢动电子．因此，让我们来看看，至少是对千任一速率—一甚至对于接近光速
的速率一一场实际上表现出什么样子，只要假定其中没有加速度．这是一个有意义的问
题． . ,. 伊

. - ~ . 
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通过常用法则便可由势得到场：

E=-豆譬， B=VxA.
、、

首先，试求瓦， E.=-立也＿立生
彻 at·

但 4 等于零；所以我们就对式(26.1) 中的中取微分，便得

E.= 
q z 

如。5 『无一说） 2 +'Y心r戊·
1-V2 

(26.2) 

.. 

同理，对于 Ell 则得

E11= 
q 

4兀 e。 ✓I-泸 ［二-!1- a心·
1-v2 ＋沪+z2l_ 

(26.3) 

要求得0 分量须多做一些工作．中的微商此时较为复杂而且 A霉又不等于零．首先，
砌 q (x-vt)/ (1- 护）．

－吉一知。在［气字+'!I心］叩·
(26.4) 

然后，对儿取 t 微分，可得到 , 

oA名 q -护（岱-:-vt)./(1 一心”..:... = at 知e。歹 [Cx一说） 2 8/2• 

1-护 ＋扩＋习
(26.5) 

, 

而且最后再取其和，则有 . 

化一-vt
` 

. . 

. ,. r' ..''. 

'.. " ＇、

l (26.6) 
~..----寸－炉+zll

过一会儿我们将要来看看E之物理情况；但让我们先来求出 B. 对于其 z 分量，
, B.-立－乌

彻 a,y • 
由于 All 为零，就只须得到一个微商．然而，要注意 A露不过是对》，而对中的 a;的则恰恰是

－“兑因此

; · 卜...· 

同理，

也即

.` 
', -

. 

B.;=o 心E小

a.A.~ 。4·l1v=· 一＿＿一十O
乙邸

, 

，彻彻 1 彻 ,1
｀了『 4 ·-.,. : 

B11一一心比． ` 

..、

' 

最后，互为零，因为 4和 4两者都是零．可以将磁场简单写成

, 
.、

•• 

~ 卢a、、

.. 

` 
(26.7) 

.. ; 

,. : 

(26.8) 

, B .. .;;,,vxE. (26.9) 

现在来看看场的形态象个什么祥予我们试图把电荷在其现位置周围各不同位置上之

场描绘出来，电场的影响，在某种噫义上，确实来自该推迟位置；但由于运动是严格规定了

的，该推迟位置便可以由现位置来唯一地给出．对千均匀速度来说，更妙的是将场同现行位

置联系起来，因为在点（亿， Y, z)上的各个场分量都仅取决于（矿-vt), y 和 Z、一一那是从现位

置到达(!t,, g, 分点的位移 'rp 的各分量（见图 26-3); · · ·'·:'· ·, 

首先考虑一个 z.,.o 之点．，那么E就只有 C和g 分量．根据式（部-~)和(26;6), 这两

分量的比率恰好等于该位移的＂和 g两分量的比率． 这意思是说，， B和几指同＿一一方向!•

·- . 
-一气 一 - -



324 费曼物理学讲义（第二卷）

如图 26-3 所示．由于趴也正比于 z, 所以这个结果在三维中适用就是明显的了．总之，电

场乃从电荷沿径向发出的，正如对一个静止电荷场所干的那样．当然，这个场并非完全与静

止电荷的相同，那是由于所有附加因数

(1-沪）所致．但是我们还可以证明一件相

当有趣的事情，即差别恰恰如同你是在用

一个其中＂轴的尺寸预先受到 ✓1:"=t子这
个因数所压扁的奇特坐标系所描绘库仑场

该会得到的那样．如果你这样做，场线就将
在该电荷前后散开，而在侧向周围则挤紧，

如图 26-4 所示．

J E 

IIlI'1,vt­

翼

Ei 

贯｀＇

图 26-3 一个以恒速运动着的电荷，其电场

从电荷的“现＇，位置径向地指出

编、

(0) V = 0 

(b) V = 0. 9 C·' 

E 

E 

.. 

V I _, 

图 26~4 一个以恒速炉~o.的运动的电荷之电场

［图(b)],与一静止电荷之电场［图 (a)]作比较

如果将 E 的强度同场线密度按照惯常办法互相联系起来，就可以看到，在侧向上有一

个较强之场，而在前后则有一较弱之场，恰如那些式子所指出的．首先，若在垂直于运动路
线的方向上观察场强，也就是说，在（少一tit) =0 那一处，从电荷至场点的距离为#平孔
这里总场强就是 J芷厅万上即

E= q 1 
知e。歹产·

场与距离的平方成反比一—恰好象库仑场，所不同的是受一个总会大于 1 的恒定附加因数
1/../f=歹所增强．因此，在一运动电荷的塑也d;,电场比从库仑定律所得到的要强．实际
上，侧向场比库仑场增大的倍数刚好等千该粒子的能量与其静质址的比率．

在电荷的前面（与后面）， g 和 z 都是零，因而

(2.0 .. 10) 

E=E霆＝ 叭1-护）
.4冗和（忙一vt)2·

(26 .11) 

场又再反比于与电荷距离的平方，但现在却整塾巠了一令因数 (1一护），这与场线的图景相
符．如果v/c值小，则护尼更小，因而(1-护）这一因数的影响就很小；我们便回到库仑定

律上来．但如果粒子的运动速度十分接近于光速，则在前后方向上之场将会大大削弱，而在

侧向上之场则将大大增强．

上面有关运动电荷的电场结果可以这样来描述!-假定你把一个静止电荷之场在一张纸

上描绘出来，然后使该幅图画以速率 o 奔跑．当然，此时整幅图画会受到洛伦兹收缩；也就
是说，在纸面上的那些碳粒会出现在不同之处． 令人惊异的是，当该页纸在你旁边飞过时，

''一~＂七、｀
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你所看到的图画仍然代表该点电荷的场线． 这一收缩会把那些场线在侧向上互相挤紧，而

在前后方向则彼此散开，刚好是按照那一适当方式所得出的正确线密度． 我们以前就曾强

调过，场线是不真实的，只不过是一种表示场的方式．然而，这里场线却几乎象是真实的了．

在这一特殊情况下，如果你错误地认为场线不晓得怎样总是实在存在千空间里，并对之作了

变换，那你倒会获得该正确之场．然而，这也丝毫不会使场线更加真实．要对你自己提醒场

线并不是真实的，你所应该做的事情就是去想象由一个电荷

和一块磁铁所共同产生的那些电场；当磁铁运动时，新的电场

会产生，从而破坏了该美丽图景．因此，这一收缩图象的巧妙

构思并非普遍有效．然而，它毕竟不失为一种方便手段以记

住来自一个快速运动电荷之场象个什么样子．

磁场就是 vxE[根据式（泌.9)]. 如果你把速度矢量叉 图 28-5 在一运动电荷附

乘到一个径向的 E场上去，你便会得到一个环绕着运动路线 近的磁场为蚥E(试与图

的 B, 如图 26-5 所示．如果把那些 e 都放回去，你便将看出， 26-4 作比较）

那是与过去处理低速电荷时所得的结果相同的． 为了看清应该在哪里放进 c 去的一个好办

法是回过来参考该力律：

F~q(E+vxB). 
你看速度乘上磁场才具有与电场相同的量纲． 因此，式(26.9)的右边就应该有一个因数

1/c': . 
B vxE 

c2 • 
、～

.' (26.1.2) 

对于一个低速运动电荷（炉«c)来说，我们可取库仓场作为且这时
B-= q 旦竺竺

玩Eoer',,.,. • (26.13) 
, 

上式恰好相当千以前曾在 §14-7 节中对于电流的磁场所得到的那些式．

.' 

(a) 
q,J-

(b) 
, F q,v, X e, 
、=-----I 
t "-..I v, 
q1E1~81 

我们愿意顺便指出某一种你会感兴趣而加以思

考的东西．（以后还将会回来再进行讨论．）试想象
` 两电子具有互成直角的速度，使得其中之一横穿过
另一个的路线，但却在其前面，从而彼此不会发生碰
撞．，在某一时刻，它们的相对位置将如图 26-6(a)所

q2E2=F2 示．现在试考察由 q, 作用于 '11 上之力，以及相反
情况．施于 q, 上的只有来自 q1 的电力，因为 '11 在Vz 
其运动路线上不会造成磁场．然而，施千釭上的又

图 28-8 施于两个运动电荷上之力不总是 I , 是那个电力，但除此之外却还有磁力，因为 g1 是在
相等而相反．看来”作用“不等于“反作用＇， 由 q, 所造成的 B场中运动着的． 这些力示如图

26-6(b). 施于 '11 与 q, 上的电力彼此大小相等方向相反．然而，却有一侧向（磁｝力作用于

q止，而没有任何侧向力作用于 qll 上．是否作用不等于反作用呢？我们想把这一问题留给
你们去思索． .. ; 

§26-3 场的相对论变换

在上一节中我们从经过变换后的势算出电场和磁场．当然，场仍很重要，不管以前曾经

~ 咖咖
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对势所具有的物理意义及其真实性给出的那么一切论证．场毕竟也是真实的．对于许多目

的来说，如果你已经知道了在某一“静止”系统上之场，而又有办法去算出在一运动系统中之

场，那该十分方便．我们已有了对于中和 A 的变换规律，因为 A,. 是一个四元矢．现在来弄

清楚有关 E 和 B 的变换律．已知在一个参照系上之 E 和 B,另一个从旁边跑过的参照系

中它们看来会象些什么呢？那该是一个便千得到的变换式．本来我们始终可以通过势而再

算出场的，但如果能直接将场变换，有时仍挺有用．现在就来看这是怎么回事．

如何能找到场的变换律呢？我们已知道中和 A 的变换律，并已懂得了场是如何由中和

A 给出的一要找出 B 和 E 的变换式就应该是容易的了．（你也许会想到，对于每一矢量

就该有某种会使之成为一个四元矢的东西，因而对于 E来说，就一定有另一种可用来作为

其第四分量的东西． 而对于 B 也是如此．但事实却并非这样．与你该指望的很不相同．）

作为开始，让我们仅仅考虑磁场 B,那当然就是 VxA. 现在知道，具有幻， 11, z 各分量的矢

势只是某种东西的一部分；此外还有一个 t 分量．而且，对于象 V 一类的微商，除了 x, y, z 

各部分外，也还有对千 t 的微商．因此，就来试算出若把"y"代以"t", 或把"z"代以"t", 或如

此这般，所该发生的事态吧． 勹

首先，注意把 VxA 的各分量写出时，其中各项的形式是

B霜＝ aA. oAu 
, oy 彻＇

B11- aA~ · ·aA霉
—-- --—-—比＝

0A11 oA怎
彻 az , 彻 oy.

(26.14) 

0分量等于仅含有 g 与 2 分扯的一对项． 假设叫这个微商与分量的结合体为某一”叮件",

并给它一个速写名字 F叩．我们的意思只是

Fsv号护苦 (26.15) 

同样， B11 会等千这同一类“东西”，但这回它却是一个＂四件”了．而比当然就是该相应的
，加件”．于是便有

B霉＝儿， B11=F,.., B.=儿. (26.16) 

现在，若我们也试图造作出一些象.F,n 和 F扫那样的"t"型件（由千自然界应该对 z,'Y, z 

和 t 都一视同仁，并且都对称），该会有什么情况发生呢？例如，F切是什么？当然，它就是

但要记住 A尸伞，因而它也等千

a.At a.A. 
彻 at·

邸 aA.
，一，

'~'彻 at. · 
对此你以前就已见过那是 E之 z 分量．噢，几乎是了一—但还有一个错误符号，你忘记
了在那四维陡度中 t 微商与气 g上各微商之间带有相反符号．因此，实际上我们应该取下
式作为更加一致的有关 F坛的推广：

\ 
; ·, ., 
•• 

? 

` 

' 
I ` 

` 

, Ft,,=!:. 边·+乌
彻 at·,

(26.17) 

这么一来，它就刚好等于一坠．也可再尝试 Ft』和 F切，我们发现这三种可能性总共提供
F江－－比， Fw--E11, F扫＝－坠. (26.18) 

如果两个下角标都是 t, 又将出现什么情况呢？或者，对于此事来说，若两者都是＂呢？
我们会得到一些象如下的东西：

... ·• 

'· 

·--•-•-·'、从-- • --一---- -~----
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Fn~ a.At a.A, 
at at -o, 

.' 

和 肛＝乌－乌=0,
OX ox 

即这些都不外给出零值．

千是，就有六个这种 F 件． 还有六个你可以通过倒转下标而得的，但它们实际上不会

给出任何新的东西，因为
, 

. F叩=-F印

如此这般．所以，在由四个下标取对的十六种可能组合中，仅得到六个不同的物理客体；而
----· 

它们就是 B 和 E 的分量．-_ -------------_------ _---~--- ---一------_-_-_-_-

要表达出 F 的一个普遍项，我们将采用那些普遍下角标µ,和＂，其中每一个各代表 0、

1、 2 或 8—在寻常四元矢记法中即 t、 a;,'Y 和 z. 而且，一切都符合四元矢记法，如果对

F,,,,,, 作出如下定义的话：

F,.,,='l"A广立A,., (26.19) 
要记住兄一 (a/at, -o/彻， -o<o'!J, -o/oz) 和 A尸＝（中， A,., A,,, A,). 

我们所已得出来的是：有六个在自然界中互相统属在一起的量一一它们是同一件东西
的不同方面．在低速运动世界里（那里不须担心光速）被认为是彼此分开的两矢量的电场和
磁场，在四元空间里却并不是矢量．它们是一种新“东西”的各部分．物理“场“实际上应该
具有六个分量的客体 F叩．这就是在相对论中我们必须看待它的方式． 现在把有关 F,.., 的
结果概括成表 26-1 表 26:1 F,.. 步的各分囊

你看到这里我们所做的就是推广叉积．要从旋度的 ' 
F~v一－兄，“＇

变换性质与匣矢量一寻常的三维矢量 A和已知道其 ,,..,..-。

行为也象一矢量的那个陡度算符一一的变换性质相同这 兄，一 -B.,

::::;`;`!- 
'. . ,'·. L, 旷＝－玩， Lcc=O.

在那九个可能的量中，只有三个独立数值．而碰巧当你改变坐标系时，这三件东西又恰恰按
与一矢量的分量相同的方式变换．

这同一事情允许我们把一个面积元表达成一矢量．一个面积元有两部分一一比如说
血和幼—-这我们可用一个垂直千该面积的矢量 da 来表达．但我们不能在四维中这样
做．垂直于 d过g 的是个什么东西呢？它到底沿 z 方向还是沿 t 方向？ ，、· 心'
总而言之，对于在三维中碰巧在取了两矢量的一个象 L,, 的组合之后，你又可把它用另

一个矢量来表达，因为刚好有三个碰巧会象一个矢量的分量那样变换的项．但在四维中，那
显然是不可能的，因为总共有六个独立项，而你不可能用四件东西来代表六件东西．

•• •· • •••••• • 今一 . 
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即便在三维中，也可能有不能用矢量来代表的有关两矢址的组合．假设取两矢量

a一 (a霜， a,, 心和 b= (b,,, b,,, 丛），并作成各种可能的分量组合，象今忙 G霾b, 等等．就该有

九个可能的量：
心霹， 心,,, 心”

吵雾， 心"' a, 比，
°'• 比， a.b11, a霉沁．

我们也许可以叫这些量为 T让

如果现在来到一个已经转动（比如说绕 z 轴转动）了的坐标系上， a 和 b 的各分量就会

改变．在这一新参照系上，比如 a,名会由下式代替：
心一a霾 oos0+a11sin 0, 

而 b11 则由下式代替：

妗= b11 cos 0-b., sin 0. 

对于其他各分量也与此相仿． 当然，那九个由我们所发明的有关乘积 T11 的分量也全都改

变了．例如， T.,,,=a少，就会变成

T~=心11(00s20) 一心.(oos0sin0) +a11b11(,sin0oos 0)-a11b.(sin10), 

或 T~'II = T.,,, oos1 0-T• cos 0 sin 0 +T 1111血0oos0-T归 siri20.

丸的每一分量就是 T., 的诸分量的一个线性组合．
因此发现，不仅能够有三个分量变换得象 axb的那种“矢积", 而且也能够一一人为地
造成两矢量的另一种“乘积"T.,, 其中有韭生在转动t之下，也可以求得按一组复杂法则而

变换着的分量．这么一件要有两个下标、而不是单一下标，才能加以描述的东西，叫做座垦．
这是一个“二阶“张量，因而你也可以用三个矢量来做这一游戏，从而获得一个三阶张量
或用四个矢量而获得一个四阶张量，如此等等．第一阶张量就是矢量．

所有这一切的要点在于，电磁抵 F,,,,, 也是一个二阶张量，因为它带有两个下标．然而，
它是一个四维中的张量．是按一种即将算出来的独特方式变换的—一也就恰恰是按两矢量
之积那种方式变换．对于 F户，如果你掉转该两下标，则玑｀，碰巧会改变符号，那是一种特
殊情况一一它是一个一反对称张量t- 所以，电场和磁场两者都是四维中一个反对称张量的部
分．，

你们已经走过很长路程了，是否还记起好久以前我们对速度指的是什么所下定义的时
候？现在就已在谈论“四维中一个反对称的二阶张量”了．

眼前，我们得要来找出关于 F,,,少的变换律．这完全不难得出；只是有点麻烦罢了一一无
需动脑筋，但要做不少工作．我们所需要的是关于立.A,,-V.,.A,,. 的洛伦兹变换．既然 v,,, 不

过是矢量的一个特殊情况，我们就要对一普遍反对称矢量组合式，即可称之为 G印的，进行

计算
G凹=a,.仇—a.,b肛

（对千我们的目的来说，也最终将由立代替而b,. 则由 A片代替．）
按照洛伦兹公式变换，它们是

a仁＝ at-Vas 
凡＝ bt-::-Vb耋

了亡了:;, ~, 

.. , 
＂霾＝

a.-vat 
.Jl- 沪＇

比＝
b 11)-vb,· 
J亡习五'

. 贮·-··'"

(26.20) 

a" 和~µ 的各分量分别

(26.21) 
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叱=.au, 的 =b11,

Qi~=今，凡=b,.

现在来变换 G,,,., 的分量．要从 G细开始：

乳=a龙－心｝气砉）（孚骂）灼芯）（归点）心动．
但这恰好就是 G江；因而有这么一个简单结果：

G七=G立
我们将再多做一个．

• 内

安琴伈-all号－（咕－气骂怎炉呫）．

因而得到 G~=乌二生旦
2 • ../1-v 

当然按相同的方法也可以得到

G~ 霜＝ G坛一矶千吻
— ✓1-v2• 

32~ 

很清楚剩下的将会怎么样了．让我们对所有这六个项都制成一表；只是此刻也可用 F,.. 来

写出罢了： ... ., 
r匕=F印 F~:=Flatl二心，

✓1-沪

丘乌兰~, F忙F~,
F订一心F,.. F.,. 一心F.兄＝ ~F~ 一✓1-护＇歹·

当然，仍旧有 F'严－－巩』和 F:,,. ~O. 

,,' 

（泌 .22)

. .. . , 

所以就有了电场和磁场的变换式．我们所必须做的一切就是去查表 26-1 以找出在
用 F",, 的堂皇记法中改用 E和 B时会变成什么．那不过是如何代入的事情为了使你能
够用寻常符号来看出它是怎样表现的，我们将在表 26-2 中重新写出关于场分量的变换式．

衰 26-2 电墙和磁场的洛伦兹变换（注意： c=-= -t) . 表 26-3 、场变换的另一种形式 （-l 意： C=-1) 

玑，一比
J 

骂4江选
歹

骂－
E,+vB 
已

况一孔

鸟－卢
歹

B:-马
，七（

• 

况一E。' 耳一比
骂－（贮vxB)11 骂_ (B-vx环

，歹勺． ✓I字

骂一号正三

, 

表 26-2 中的那些式子告诉我们：如果从一个惯性参照系到另一个上去， E和 B 将会

怎样变化．若已知道在一个系上的 E和 B, 则可找出在另一个以速率 0 在其旁边走过的参
照系中它们会变成什么．

如果注意到，由于心是在0 方向上，因而所有含有 1/) 的项就都是叉积 pxE和 vxB的

分量，那么便能把这些式子写成一种更易于记忆的形式．因此，可以重新将那些变换式列如

表 26-3. 现在就较易于记住哪个分量会跑到哪里去了．事实上，如果把沿 o 轴的场分量定

义为“平行“分量趴和Bu(因为它们都平行于 S 与 S' 间的相对速度），而把总横分量

g 和，两分址的矢量和一一定义为“正交＇汾量 E.L 和 B.L, 则这种变换式甚至还可以写成更

··- -
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简单些．这样，就得到表 26-4 中的那些式子．（我们也已把那些 0 都放回去了，使得以后要

回来参考时更为方便．）

表 26-4 E 和 B 的洛伦兹变换的又一种形式

耽 =En 研， =Bu

咒L= (E+vxBh 
vxE 

B-平霓咒－（二』

+ + 

E 

+ + T + ... 十｀

s' 
V 

图 26-7 坐标系 S' 正在穿过一个静电场而运动

这些场变换式为我们提供如何去解一些曾经解过的问题一一比如求一运动的点电荷之

场一—的另一种方法．我们以前就曾通过对势取微分而算出了场．但现在该会通过变换库

仑场而做到这一点了．若有一个在 S 参照系上静止不动的点电荷，则那里只有简单的径向
场． 在 S' 参照系上，将会看到一个以速度＂运动着的点电荷，如果 S' 参照系是以速率

-t1=-u 经过 S 参照系的话．将让你们去证明， 26-3 和 26-4 两表会给出与 §26-2 节中我们

曾经得到的相同的电场和磁场．

如果经由任一固定的电荷系统奔跑而过，则表 26-2 上的变换式对于我们所能看到的东
．一_-_

西便会提供一个有趣而又简单的答案． 例如，假定要知道在我们的 S' 参照系上之场，倘若-- - -_- -_-_ -

我们正在如图 26-7 所示的那个电容器两板之间运动着的话． （当然，如果说是一个充了电

的电容器经过旦且而运动，那也是一样．）我们所看到的到底是什么呢？在这一种情况下变

换是轻而易举的，因为在那原来系统上， B 场为零．首先，假定我们的运动是垂直于 E 的;.
则将看到一个仍然是完全横向的 A'= E/✓.-f= 习五． 此外，我们还将看到一个磁场 B'=

一vxE飞．（在关于 B' 的表式中 J工＝沪不会出现，因为我们是用 E' 而非用 E来写下
的；但那是同一回事．）因此，当我们垂直于一静电场而运动时，就会看到一个被增强了的 E
和一个附加的横 B. 如果我们的运动并不垂直于 E, 则可将E分成E11;和 E.1 两部分．该
平行部分不会改变，即玑1=E11, 而其垂宜部分则恰如刚才所述的那样动作．
现在要来考虑相反的情况，并设想是在穿过一个静磁场而运动．这回会看到一个叟场

E', 它等于 vxB', 以及一个改变了因数 1/✓1---护/<!-的磁场（假定它是横向的）．只要 o 比
起 0 来很小，就可以忽略磁场中的变化，而主要效应则是出现一个电场．作为这一效应的一

个例子，试考虑这个曾经是闻名的测定飞机航速的问题．目前这已经不再是闻名的了，因为

可以利用雷达从地面的反射波来测定空气的速率．但多年来在恶劣气候中要找出飞机的速
率很困难．如果你不能见到地面，而又不知道哪个方向是向上的，等等，但要去弄清楚相对
于地面你正在动得多快，仍然是十分重要的．如何能做到这一点，而仍不须见到地面呢？许

多懂得那些变换式的人们曾经琢磨过这种想法，即利用飞机在地球磁场中运动这一事实．

假定飞机是从磁场大体上已经知道的地方飞过的．让我们仅仅考虑磁场取竖向的那种简单
情况，要是我们正在以一水平速度 i 飞过它，则按照公式，就该见到一个等于 vxB 的电场，

也就是说，这电场垂直于飞行方向．假如架设一根被绝缘的导线横过机身，则这个电场便会
感生电荷于该导线两端． 这并不是任何新的东西． 从地面上人们的观点看来，我们正在把
一根导线横穿磁场而运动，因而 vxB 之力就会引起电荷流向该导线两端． 那些变换式不

过是用另一种方式道出这同一件事情罢了．（我们能够以不只一种方式谈论同一件事情这
一事实，并不意味某种方式会胜于其他的． 现在已有那么多的不同方法和工具，使得经常

--- .•• • •. . • 一·-· -·---··-- - -
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能够用 65 种不同方式以获得那同一结果！）

因此所必须做的一切就是去测量该导线两端间的电压．我们不能用一个伏特计来干这
件事，因为同一些场也将作用千伏特计的导线上，但总会有测量这种场的一些方法的．当

我们在第九章中讨论大气电时就曾谈及某些这类方法．所以应该有可能测出飞机的航

速．

然而，这一重要问题却从未这样解决过．原因是，所产生的电场是在每米若干亳伏的数
量级上．本来是可以测出这样的场来的，可是困难却在于，可惜这些场不能与其他电场作任

何区别． 由穿过磁场中而运动所产生之场与从另一种原因，比如与在空气中或云雾上的静

电荷所已经存在于天空中的某些电场，不能区分开来． 我们曾在第九章中描述过存在着强

度约为每米 100 伏的典型电场．但它们很不规则． 因而当飞机在空中飞过时，它会看到比

起那由 vxB 项所产生的微小场还要强大得多的大气电场的起伏，而结果就变成，由于实际

原因不能凭穿过地球磁场中的运动来测定飞机的航速．

§26-4 用相对论记法的运动方程峰

由麦克斯韦方程组求出电场和磁场将没有多大用处，除非我们已明白当有那些场时它
们将干些什么．你可能会记起，那些场对于找出作用于电荷上之力是需要的，而这些力则确
定了该电荷的运动．因此，电动力学理论的一部分当然就是关千电荷运动与力的关系．
对于一个处在E和 B 场中的单独电荷，它所受之力为

F一q(B干vxB). _ . (泌 .23)

对于低速度来说，这个力等于质量乘以加速度，但对于任一种速度的正确规律则是力等于

叩/dt. 写出 p=叨oV/.../1-v2/护，便找到了在相对论上正确的运动方程：
'. ,. 

d (心＇）飞 ,./1,一护/02.
=F=q(E+vxB). (26.24) 

现在，要从相对论的观点来讨论这一方程． 既然已经把麦克斯韦方程组表达成相对论
形式了，去看看在相对论形式上运动方程会象个什么样子该是多么有趣．就让我们来看看，
能否将上面那个方程重新用四元矢记法来写出．

我们知道，动量是四元矢如中的一部分，而其时间分量则为能量叨的2八/1一心2;c2. 因
此我们也许会想到，要用吻,,,/dt 来代替(26.24) 的左边．那么，只须去找出属于 F 的第四个
｀分量罢了．这第四个分量应该等干能量的变率，或者是作功的时率，亦即 F•v. 于是我们就
想要将式(26.24) 的右边写成一个象(lt'•v, FIi!, 玑F11, F.)那样的四元矢． 可是这并不会构成
一个四元矢．

一个四元矢的时匣微商不再是一个四元矢，因为那 d/dt 要求选定某一个用来测量 t 的

特殊参照系．我们以前在试图使0成为一个四元矢时，就曾碰到过这一困难．当时我们的

第一个猜测是，其时间分量一定是 cdt/dt=c. 但这些量

(c, 夸，费，告） = (c, v) (26.25) 

却不是一个四元矢的分量．我们曾经发现，通过对每一分量乘以 1/~..则它们可以
被改造成一个四元矢．该“四元速度”“”就是这么一个四元矢：

骨在这一节中我们将放回所有的 c.
' .. 

'""' 
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, (26.26) 

似乎应该是若我们希望那些微商会造成一个四元矢，则秘诀在千对d/dt乘以 1/.J1-v11/c1.

于是，我们的第二个猜测是：

d 
J~n ,。可(p,.) (26.27) 

该是一个四元矢．但 0 究竟是什么？它是粒子的速度一一而并非坐标系的速度1 那么，由

下式定义的量 f,.

f 
F•v ,.=(~ F 

,.J心;c:a' 心－。心 (26.28) 

就是力在四维中的推广一一我们可叫它为“四元力”． 它的确是一个四元矢，而其空间分量

并非 F的分量，而是 F/.J正五环打的分量． . 乒
问题在于—一为什么儿是一个四元矢呢？对该因数 1/-./1-护jell 稍微有点理解该是

不错的．由于现在它已出现过两次，对 d/dt 总可以用那同一因数米作妥善处理看出个所以

然来，就该是时候了．答案有如下述：当我们就某一函数o取其 t 微商时，是在自变量 i 的一

个小间隔出中计算 G 的增量血．但在另一个参照系上，这间隔或许会相当千 t' 和 a;' 两者

中的变化，因而如果我们仅变化 t', 则在 c 中的变化便将不同了．对于取微分来说，就必须

找出一种会量度空时“间隔＂的变量，这才对一切坐标系相同．当-.粒子在四维空间中”运-_-_-_-_-

动”时，会有各种变化： Lit, Lia;, 匈，生我们能否从其中构成一个不变的间隔呢？噢，它们

就是该四元矢 ll!,. 一 (t:t, 亿， 1/, z) 的各分量，因而如果由下式定义一个量生

(Lls)2=专年屯＝卡(c少-Ll沪－矿－出） (26.29) 

那是一个四维点积一一则我们有一个可用来量度四维间隔的优良四元标量了． 从心

' ，,,、 鼻· 髻俨、. -

种优良的四维算符，因为它对于洛伦兹变换来说是不变的．
对一个运动粒子，若要将心和 dt 联系起来倒很容易．在一个正在运动的点粒子中，

因而

于是，这算符

如=v,tl,t, dg=吩dt, 中＝叩出，

心=✓ (dtlll尼） (c*-咕－的－咕） ~_dt ✓l-v2尼，

d 
心二可了可

(26.30) 

（泌 .81)

就是一个不变算符．若用它来对任一四元矢进行运算，则可以得到另一个四元矢．例如，若

把它运算于 (ct, a;, y, z)上，可获得该四元速度 Uµ:

d也
忑＝叱

现在我们明白，为什么这个因数 ✓1-护/c2 总会把事情安排妥当．
这个对洛伦兹变换不变的变量 s 是一个有用的物理量．它称为沿一粒子路线的“原时",

因为心总是在一个跟着该粒子跑的参照系上在任一特定时刻的一个时间间隔．（这时，

- -- .. 
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血＝匈＝血=0, 因而必=dt.) 如果你能够想象出某一个其运行时率不会与加速度有关的

“钟”，那么这样一个伴随着该粒子的钟就将指示出时间 s 了．

现在我们可以回去把（经过了爱因斯坦修正的）牛顿定律写成那个简洁形式：

告－＝儿， (26.32)

其中儿就是式(26.28) 中所给出的．并且，动量 tpµ, 还可以写成

p,,.-n吧＝叩，生
ds' 

(26.33) 

式中坐标 a;"'= (ct, 亿， g, z), 现在就正在描述该粒子的轨道．最后，该四维记法为我们提供
这么一个十分简单的运动方程：

f 
d:.aa:,. 

,,.=叨。云， '(26.34) 

这使人回想起 F=呻．重要的是，要注意式(26 .34) 与 F=如巧E同，因为这个四元矢公式
(26.34) 已含有在高速中不同于牛顿定律的那种相对论力学了．也不象麦克斯韦方程组的

那种情况，那里我们能够把各个方程都重新写成相对论形式而不致丝毫改变其意义一一只

不过是一种记法上的改变而已．

现在让我们回到式(26.24)并看看怎样才能将其右边用四元矢记法写出．那三个分最

当各除以 .../1-护/ell 时一—就是儿的分量，因而

f雾＝
q(E+vxB). 
✓1-v2尼

=q[一立一 v11B多 ＂多B11心－护/ell十三一心－护/cJ (26.35) 

现在，我们必须把所有的董都用它们的相对论记法来表达．首先， c/.J 1-v切护和 V11/
.../1-护/ell 以及心✓1-护/tr 就是该四元速度 u,. 的 t,'Y, 和 2 分量.E 和 B 的分量则是

该二阶张量场玑... 的分扯．当回到表 26-1 上去查查与 E雹、比和 B, 相对应的那些 F归时，

便可以得到

j.,=q(u, 兄;广U11F.,,一也F心，

这看来开始有趣了． 每项都有一个下标＂，那是合理的，因为我们正在寻找一个＂分量嘛．

然后，所有其他下标则是成对地出现： tt,'Y'Y, zz.. 一一只除了如那一项不见之外．所以我们

索性就把它塞进去，并写成

f.=q(u,F., 一如F0-u,,F~-u.F今. (26.36) 

这并未改变什么，因为 F,.., 是反对称的，从而 F霜霉等于零． 之所以要把幼项放进去就是为

了使我们能够将式(26.36)写成一个速写形式

f,. 一 q心~... (26.37) 

这个式与式(26.36)是一样的，如果作出这样一个塾塑，即每当任一个下标出现覂达时（比如
这里的吩，你就得自动地象对于标积那样把那些项都相加起来，应用那同一符号惯例．

你可以相信，式(26.37)对于µ,一g 或 µ,=Z 也同样适用，但对于 µ,=t 又是怎么回事呢？

作为一种游戏，让我们来看看它是如何申述的：

J,=q(也Fn-u.,F红-UFt11一也几）．

现在得要将其翻回成那些 E 和 B 了，我们得出

- -一-- --
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ft=q(O+ V:z 鸟+ Vv , E11 + -v. E ✓1-护/ell 忑忑心1-vll/cll I), 
或 f

qv•E t=--;=-

但从式(26.28), ft 假定是

(26.38) 

F0v q(E+vxB)•v 
✓ 
—= 
1-泸/c2 .../1-护/c2 . 

既然(vxB)•V 为零，这就与式 (26.邸）相同了．所以，一切都很顺利．

概括起来，运动方程可以写成这么一个优美形式：
d2a;,,_ 

叩--::i:2 =几 =qu.,Fµ.,. . (26.39) 

方程式可以按照这种写法虽然很巧妙，但这一种形式却并非特别有用． 要求解粒子运动的

问题，通过采用那些原来方程(26.24)往往还更方便，而那是我们将要经常做的．

·~· 
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§27一直局域守恒

27 
场能量和场动量

很明显，实物的能量并不守恒．当一物体辐射出光时它就丧失了能量．然而，这部分损
失的能量可以用其他方式来描述，比如说用光的方式．因此，要是没有考虑到与光、或普遍
地说，与电磁场联系着的能量，那么能量守恒的理论便不算完整了．我们现在要来讨论场的
能量守恒和动量守恒． 肯定不能只谈论其中之一而不涉及其他，因为在相对论中它们是同
一个四元矢的不同方面．

早在第一卷中，就曾讨论过能鱼守恒；那时只是说世界上的总能量恒定不变．现在要将
能量守恒律的概念在一个重要方面加以推广一一那是说明能量是堡挫守恒的某些塾翌方
面． 这一新的定律将申述：如果能量离开.'......个区域，那是由千它通过了该区域的边界而婆
出去的．这是比起不加这样一种限制的能量守恒律 '" • (2) 

稍微强一点的一个规律．
为看清这一说法的含义，让我们先来考察一下

r Qj 
电荷守恒律是怎样工作的．过去我们对电荷守恒是 (a) 

这样描写的：有一电流密度 i 和一电荷密度 p, 当
某处的电荷减少时就必然会有电荷从该处流出．我

们把它称为电荷守恒律．这个守恒律的数学形式是 .... ~ 
',. 

V•j=-垄~. 
` > ,, > 

{27.1) 

上述定律有这么一个后果，即在世界上的总电荷总
'o, 

; j .. 

02 

保持恒定不变一—永远不会有任何电荷的净得或净 (b) 

失然皿总电荷本来可以按另一种方式守恒的．
. 图 27-1 两种使电荷守恒的方式： (a)Q讨Q2

假定在点 (1) 附近有某一电荷也在隔某一段距离
、、 为一恒量； (b)叩i(at-J f•n如一－蚐/at

的点 (2) 附近则没有什么电荷氓图 27-1入现在假定：随着时间的推移，电荷 Q1会逐渐消失，
而与此匣座却有某些电荷~l!在点 (2)处出现，并且以这样一种方式进行，即使得在每一时刻
Q1 与 Q, 之和总是一常数．换句话说，在任一中间态上 Q1所丧失之撇应加在 Q, 之上．那么
世界上的总电荷才会守恒． 这是一种“世界规模＂的守恒，而不，是我们将称之为＂局域“性的
守恒，因为要使电荷从点（功转移至点 (2)并不要求在两点之间的空间里任何一处出现． 就

局部来说，该电荷只不过是“丧失＂罢了．
这一种“世界规模＂的守恒律在相对论中会碰到困难．在两个遥远点上，“同时“这一概念

对于不同参照系是彼此不相等同的东西．两事件在某一参照系上是同时的，但对于从旁运动

而过的另一个参照系来说则不是同时的了．在上述那种“世界规模＂的守恒律中，要求从 Q:1

上丧失的电荷应该迥胜出现在华上．否则就会出现电荷并不守恒的某些时刻． 如不将其
造成一个“局域“守恒律，似乎就没有办法来使电荷守恒律在相对论上不变．事实上，洛伦兹

` 

``~ 



336 费曼物理学讲义（第二卷）

的相对论不变性这一要求，似乎以令人惊异的方式限制了可能有的自然规律．比方，在现代

量子场论中，人们往往希望通过允许我们所称之为一种“非局域“性互作用－这里的某件

东西会直接影响到座星的某件东西－~来改变理论，但却陷入了相对论性原理上的困难．

“局域＇，守恒还含有另一种概念． 它申述电荷之所以能够从一处移至另一处，在它们之

间的空间里必须有某一事件发生．要描述该定律，我们不仅需要电荷密度 p, 而且也需要另

一种量，即 i, 那是会给出越过一个面的电荷之流率的一个矢蜇．于是这个流量就同电荷密

度的变率通过式(27 .1)而互相联系起来．这是守恒律中更为极端的一种．它申述电荷按某

一特殊形式守恒一一“局域“地守恒．

事实证明，能扯守恒是一种笆垦过程．在某一给定空间区域里不但要有一能量密度，而

且也有一个代表着穿越一表面的能流率的矢量．例如，当有一个光源向外辐射时，我们能够
找出从该源流出来的光能． 如果设想某一个包围着该光源的数学面，那么从这个面内部所
损失的能量就会等于穿越该面而流出去的能量．

§27-2 能量守恒与电磁学

现在我们要定量地写出关于电磁学的能量守恒律． 为此，就必须描述在空间里任一体
积元中能量及其能流率各有若干．假定我们首先只想到电磁场的能量．因而将令＂代表场
的座星座婴（也就是在空间里每单位体积的能量），并令矢量S代表场之熊湮重暨婴（即每
单位时间穿越垂直于流动方向的单位面积的能流）．于是，同电荷守恒律，即式(27 .1)完全

相仿，我们可以把场能量的＂局域“守恒律写成
如

=-
&t 

V•S (27 .2) 

当然，这一定律并非普遍正确；说场能量守恒是不对的．假设你在一个黑暗房间里拨动
照明电钮．忽然之间整个房间里都充满了光，尽管在此之前一点光也没有．式(27.2)并非

一个完全的守恒律，因为堑能撮巠塾来说本不会守恒的，只有世界上的总能量——也包括实
物方面的能虽一一才会守恒． 如果有一些功是由实物方面作于场或由场作于实物上，则场

能量将会发生改变．

可是，若在该有关体积里存在实物，则我们知遣它将拥有若于能量：每一粒子具有能量
叩句J乒护/c2_ 实物方面的总能扯不过是所有这些粒子的能量之和，而穿过某一个面的

这种能流就不过是那些穿越这个面的粒子的能量之和．现在我们只要谈论有关电磁场方面
的能量．因此就必须写下这样一个方程，它会道出在某一指定体积里的总堑能的减少，惑登
是由于场能从该体积里流出，要登是由于场把能量丢失于实物上（或从实物处获得能量，那
不过是一个负损失）．在一个体积 V 中的场能是

从体积 V 流出来的场能等于 S的垂直分蠹遍及而其减少率则是这一积分的负时间微商．

包围着 V 的 2 面的积分，

+
．
．
一
～
尸
，
＇4
＇
·
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二
中

因此，
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我们以前就曾见到，场作于每单位体积实物上之功率为 E•i. [施千一粒子上之力为

F=q(E+vxB), 因而作功的时率就是 F•v=qE•v. 若每单位体积里共有 N个粒子，则

每单位体积的作功时率为 NqE•v, 但 Nqv=j,] 所以 E•j 这个量应该等于每单位时间每

单位体积冉场所损失的能量．千是式(27 .3)便变成

这是关于场的能量守恒律． 如果能够把第二项变成一个体积积分，就可以将它转变成
一个象式(27.2)那样的微分方程．这是容易用高斯定理来做到的•. s的垂直分量的面积分
等于它的散度遍及该内部体积的积分．因此，式(27 .3)就相当于

寸考贮t.:v•S昭+f卫·i叩，
其中我们已把第一项中的时间微商置千该积分之内．既然这一方程对于任一体积都适用，

便可以移开那些积分而得到关于电磁场能量的方程式：

加
－一=V•S+E•i.·at (27.5) 

现在，这一方程对我们毫无用处，除非已知道＂和 S各代表什么．也许仅能告诉你们关
千用 E和 B来表达它们的式子，因为一切我们所希望得到的只是结果．然而，这里却宁愿
向你们演示曾于 1884 年由坡印廷 (Poynting) 用来获得S和＂的公式的那种论证，以便使
你们能够看出这些式子是从何而来的．（然而，对于今后的工作来说，你们并不需要去牢记
这一推导．）

•• 

§27-3 电磁场中的能量密度和能流

首先要假定存在仅仅取决于 E和 B 的场能量密度＂和能通量密度 s. (例如，至少在

静电学中就已知道，能量密度可以写成一句E0E.) 当然，这里的＂和 S也许会依赖于势或
2 

其他的东西，但让我们看看能够算出个什么结果来．可以尝试把E寸这个量重新写成为两

项之和：其中一项代表一个量的时间微商，而另一项则代表第二个量的散度．这时，那第一
个量该含＂而第二个量则含 S(带有适当符号）． 这两个量都应当只是用场来表达的；这就

是说，我们希望把上述方程写成

应＝－譬干s. (27 .6) 

左边应该首先仅仅用场来表达． 我们如何能做到这一点呢？当然，要通过应用麦克斯
韦方程组．根据关于 B之旋度的那个麦克斯韦方程，．

j=知屯•(VxB)-EoE•
aE 

-::u , (27. 7) 

1 我们就已部分地完成了任务．那最末一项是一时间微商——即是(8/饥） -e0E•B. 因此，
1 . 

(2) 
2 -€。E.•E至少就是＂的一部分了．这与我们曾经在静电学中找到的是同一件东西．现在，

一切必须做的就是要使那另一项纳入某件东西的散度之中．

注意(27. 7)右边的第一项与 , 

, (VxB)•E (27.8) 

···- -·---
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相同而正如你从矢量代数方面就可以见到的， (axb) 心与 a•(bxc)一样；因而上面这一
项也就等同于

嘈 V•(B.xE), . . (27.9) 

这就有了“某种东西”的散度，这恰恰就是我们所需要的．不过这可弄错了！ 以前曾向你们

警告过， V 虽然“象”个矢量，但与矢量不“完全”相同．之所以不是矢扯，是因为有一个来自
微积分学方面的附加惯笆：当一微分算符置于一乘积的前面时，它要对右边每一东西都进
行运算．在式 (_27 .7) 中， V 只对 B 运算，而对 E不运算．但在(27.9)的那种形式中，按照正
常惯例， V 应当对 B 和 E两者都进行运算• I所以并不是同一回事． 实际上，若我们算出

－．一一一 -

V• (BxE)的各部分，就能看出它等于 E•(VxB) 再加上某些其他的项．这很象当我们取
- - - - -

代数中一个积的微商时所发生的那种情况．例如，

去(Jg)=差 g+f皂
并不打算将 V•(BxE) 的所有各部分都算出，仅愿意向你们指明一个对付这种问题十

分有用的巧计．那就是使你将矢量代数的法则运用到含有算符V 的那些表式上去而又不会

引起任何麻烦的一种巧计．这巧计就是要丢开—一至少暂时是如此——微分记法上关于微
商是要对哪一些东西进行运算的那种法则． 你会看到，寻常关于各项的次序乃是为着两个

----_- 

分开的目的．一个目的是在微分方面，为使f(d/血）g 不同千 g(d/血）力另一个目的则是在
矢量方面，为使 axb不同千 b xa. 如果我们乐意，可以决定暂时放弃那个微分法则，不去
申明微商要对右边每一件东西都进行运算，而是来制订一种不与所写下来的各项次序有关
的堑的规则．于是我们就能将那些项任意调动而不用发愁了．

这里就是新的规章用一个下角标来表示该微分算符是在对哪一件东西进行运算的；

这样前后达庄就没有什么意义了．假设令算符 D 代表衍彻． 那么马就意味着仅对于变
量 J 取微商．于是

'.',/' 
'' 

' .' 

` 

但如果我们有 D,fg, 则它指的是

.. , .' ,. .. 
D,f= 衍oa; . 

叩g=(誓）从

,、 ;''. 

. ,·,; 

不过要注意，此刻按照我们的新规则， fD,g 也指那同一东西．我们可将那同一东西任意写
成以下各种形式

IJ,fg=gD,f 刀JD,g=fgD几
你看， D, 甚至可以落在一切东西之旦．（象这样一种近便记法竟从未在数学或物理学书中
应用于教学运算方面，那真令人感到意外．）

你可能会怀疑若我要写出力的微商，那该怎么办呢？我所覂的乃是对覂项的微商．
那很容易，你只要这样说就行了；你写下 D,(Jg) +Dg(fg). 而这恰好就是 g(of/彻）＋
沁g/彻），也即在旧记法上你对 o(fg)/彻所指的意思~ . . ' 

你将会看到，现在要来对 V•(BxE) 算出一个新的表式就变得很容易了．我们从改成
新的记法开始；也即写出 .'. . . ,_; '' 

V•(BxE)=V沪 (BxE)+V丁 (BxE). , (27.10) 

当你这样做时，你就无须再保持次序上的正确了．我们始终懂得， V且只对 E 运算，而 V且只

、. -·.. 心｀｀．＂~ .. - •. .、--·、·-·- •. 气一.... . .• -

I 
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对 B 运算．在这种场合下，就能够如同对一寻常矢量那样运用 v. (当然，当运算结束时，

就要回到每人常用的那种“标准”记法上去．）因此，现在就可以作出象交换点和叉的符号以
及对各项的其他各种重新安排．例如，式(27 .10) 中的中间项可以重新写成 E•V豆xB. (你

应会记起， a•bxc=b-cxa.)而那最末一项则与 B•EXVE相同．这看来象是异想天开，但

却没有什么间题．现在，如果我们试图回到寻常的惯例上来，那就得去这样安排使得V仅运

算千其“本身”的变量上． 那第一项已经按照那样做了，所以可仅仅丢掉那个下标．第二项

就需要某种整顿才能使 V 移至 E 之前，这我们可通过掉转该叉积的次序并改变符号而做

到：

B0 (E,xVE)= -B• ("9ExE). 

现在，式子已经按照惯常次序写出，因而就可回到寻常的记法上来．式(27 .10)相当于

V• (BxE) ;.,,,.E• (Vx-B)-B• (VxE). . (27 .11) 

（在这一特殊情况下，若早就利用各分量该可以干得快些，但还是值得花点时间来向你们指

出这一种数学技巧的： 你或许将不会在其他地方见到它，但为了把矢量代数从关于含有微
商的项的次序方面的那些规条解放出来这还是极为巧妙的．）

现在我们就回到能量守恒的讨论上来，并引用我们的新结果，即式(27 .11), 把式(27·.7)
中的 VxB项变换．这样，该能量方程便变成｀、

\ 

`' 

o 1 E•i=E产(BxE)+心B•(VxE) _:_-(-~oE•E . at 2) . (2~.12) 

现在你看，我们几乎已完成了任务． 已经具备可用作也对于 t 的漂亮微商的那一项以及司

代表S的美妙散度的另一项了．可惜，那中间项仍旧保留下来，它既不是散度，又不是对千

t 的微商．所以我们已经接近胜利，但还有点不完全．在经历了一番思考之后，就回去查查

麦克斯韦的微分方程组，发现幸亏 vxE等于 --al)/仇，这就意味着我们还可把该独特项料

入某种属于纯时间微商的东西~ . i • • • ' . ( 

B• (VxE) 士丑· ;、oB·o·B·B· ·1 - . -= （祝）祝(2').
现在恰好就有我们所需要的一切了．我们的能扯方程写明

E,J=V•(心B戏）－立竺B-.B+立丘E,at(2 . 2) 
那就完全象式(27 .6), 只要下这样两个定义：

. 
.. 

{27.13) 

. U=立E-E+竺 B-B
. •'2 : 2 - ., 

, 

(27.14) 

和

, . 
. 
矗

S咋心ExB. (47.15) 

（调转该叉积的次序才使符号对头．）

我们的计划宣告成功． 已经有-个关于能量密度的表式，那就是“电”和“磁“两种能量

密度之和，它们的形式象以前在静电学和静磁学中当用场来算出能量时所曾找到过的那些．

并且，我们也已找到了关于电磁场的能流矢量的公式．这一新的矢量， S=e心2ExB, 按照

它的发现者的名字，称为＂坡印廷矢量”．它告诉我们有关场能在空间中到处流动的时率．

每秒流经一小面积血的能量为 S0n如，．其中九为垂宜千血的单位矢量． （现在你既有了

u 和 S 的公式，若乐意的话，便可忘掉那些推导过程，.） 、

- --
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§27-4 场能的不确定性

在考虑坡印廷公式 [(27 .14) 和 (27 .15)] 的某些应用之前，我们愿意申明，并未确实”证

明”过这些式．上面所做的只不过是找出了一个座陛堕"u"和一个座俚堕"S". 我们怎能知

道，如果再将那些项变变戏法不会找到另一个关千 "u" 的公式和另一个关于 "S" 的公式来

呢？这个新的 S和新的 'I.I, 就该会不相同了』旦它们仍然能满足式(27.6). 那满有可能心宝是

办得到的．不过所找到的形式始终含有场的各种壁座（总会有象二次微商或一次微商的平

方那样的二次项）． 事实上，有无限多个关千 'II, 和 s 的不同可能性凋肘运今还没有人曾经想

到用实验方法来判明哪一个是对的！ 人们曾猜测过那最简单的一个就可能是对的，但我们

必须讲明，并未肯定懂得空间中电磁场能的确切位置究竟在哪里．因此，我们也就同样选择

了那个最平易的形式而申明场能是由式 (27.14) 所给出的． 千是．能流矢量 S也必须由式

(27 .15) 给出了．

十分有趣，似乎没有一种唯一途径来解决关于场能定位的不确定性问题．有时人们会宣

称，这一问题可以通过利用引力理论按照下述论证来加以解决．在引力理论中，所有各种能

量都是引力之源．因此，如果我们已懂得了引力是沿哪个方向作用的，则电的能量密度也就

应该给适当定位了． 然而，迄今为止还未有人曾做过这么一个精确实验使得电磁场的引力

效应的精密位置可以确定下来．因而电磁场单独可以作为引力之源这一概念就难千在外部

实现． 事实上，确曾观测到光当行近太阳时会受到偏转－~我们可以说太阳把光朝向它本
身拉下．你是否想允许光也同样会拉住太阳呢？反正，每人都乐于接受我们所己找到的那

些简单表式来作为电磁能的定位及其流动．尽管有时由于运用那些式子而获得的结果似乎

有点奇怪，但却从未有人曾找出那些结果的毛病一一这就是说，结果与任何实验不相符．因

此，我们仍将跟随世界上其他人一一－此外，我们还会相信那可能是完全对的．

应该再作出一个关于能量公式的述评．首先，场中每单位体积的能量表现得很简单：它
是静电能量加上磁场能量，把垦把静电能量用芷表达而磁场能量用 B2 表达的话．当我们

过去在计算静态问题时，就曾得出过两个这样的表式作为能量的可能表式． 我们也曾对静-_-_-_- -

电场的能量找出了若干个其他公式，比如 p中，这在静电情况下会蔓主 E,·E 的积分）．然而，
在动态电场中该等式就会失败，但过去对于哪个式子正确则还未曾有过明显的选择． 现在

我们才知道哪一个是对的． 同样，我们也已找出了一个普遍正确的磁能量公式．对型坴场

的能量密度仍然正确的公式就是式(27 .14). 
,、

§27-5 能流实例

关于能流矢量 S的公式，是某种相当新鲜的东西．我们现在就要来看看，在某些特殊情

况下它是如何工作的，并看看它是否与以前所已知的任何东西都互相验证． 我们将要取的
第一个例子是光． 在一个光波中， E矢量和B 矢量互相正交而且也正交于波的传播方向．

（见图 27-2.) 在电磁波中， B 之大小等千 1/c 乘以 E 之大小，而且由于它们互相垂直，就还

可以写成

IExBI=­
Ell 
C 

因此，对于光来说，每秒通过单位面积的能流就是

··-· 气·--···--. ·•·•····、.. •• ····--···---
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S=e。cE2. . (27 .16) 

在 E=E0cosw(t 一幻Jc) 的那种光波中，每单位面积的平均能流率，即 <S>平均一一也称为光之

强度一一为电场平方的平均值乘以知：

E 

s 

V 

B 波之传播方向＇

图 27-2 关千光波中的

E,B 和 S矢量

强度 =<S>平均气叭E2)平均. (27.17) 

信不信由你．我们曾在第一卷 §31-5 节中，学习光学时就已

经导出过这一结果． 应该可以相信这结果是正确的，因为它也由

某另一方面所核实． 当我们拥有一光束时，在空间中便有由式

(27.14)所给出的那一个能量密度．对于光波还可以引用 cB=E,

因而得出

U=号胪十字（早）＝忑．
但 E在空间中是变化着的，因而平均能量密度就是

<u〉平均 =eo<E2〉平均. (27 .18) 

现在，波既然以速率 c 行进，就应该认为每秒穿过一平方米的能量为 C 乘以每立方米中的能

量．因此我们就该申明 ， 1 一

＜怂平均=€的<Ell〉平垮．

那是对的；这与式(27.17) 相同．

现在考虑另一例．这是相当奇妙的一个例子．我们来考察

流入一个正在缓慢充电的电容器的能流．（并不要求那种会使

电容器开始表现象一个谐振空腔的那么高的频率，但也不要那

直流电．）假定是用一个属于寻常类型的平行板圆形电容器，如

图 27-3 所示．在其内部有一个几乎处处均匀而只是随时间变

化的电场． 在任一时刻，这内部的总电磁能为 u 乘以体积．若

两板的半径均为 a 而其间的间隔为 h, 则在两板间的总能量便

是 图 27-3 接近一个正在

U=(立E2)C动） . (27 .19) 
充电的电容器，坡印廷矢

2 量 S 会朝轴心指向内

当 E 改变时，这一能量也在改变． 当电容器充电时，位于两板间的体积正在以这一时率接

受能量：
叩
-;-,-=硒a2hE仇 (27.20)

因此，一定会有从某处流进该体积中的能量．当然你会知道，它理应从那些用作充电的导线
进来一一但完全不是这样！它不能经由该方向流入于两板间的空间里，因为E是垂直千板
的；这样ExB 就一定要与两板翌往，

当然，你会记起，当电容器正在充电时，就有一个环绕着轴心的磁场．我们在第二十三
章中对此曾有所讨论． 利用麦克斯韦方程组中那最末一个方程，曾经得出在电容器边缘上

磁场是由下式给出的： . 
2xac2B=E• 冗a2, 

或 B=~ 度

，心
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它的方向示如图 27-8. 因此，就有一个正比千 ExB 的来自边缘四周的能流，如图所示的

那样．能量实际上并不是从导线流下来的，而是从围绕着该电容器的空间那里来的．

让我们来核对一下是否穿过两板边缘间的整个面上的总能流会等千其内部能量的变率
看来这样较好．上面我们曾通过对式(27.15)作出证明的全过程来加以保证，但还是让

我们来看个究竟．该面面积为 2兀ah, 而 S=e。c2ExB, 则其大小便是

e拉（古 E),
因此总能流为

叩如。EE.

这的确与式(27.20) 相符．但它告诉我们一桩特别事情：当对一电容器充电时，能量并不是
从导线流下来的；而是穿过边缘的间隙闯进来的．那分明就是这一理论所说的！

怎么能够这样呢？这并丕垦一个容易的问题，但这里有一条可供人们对它进行思索的
途径．假设在该电容器的顶面和底面很远处各有一些电荷． 当电荷离得很远时，就会有一

个微弱的但却是大最散开着的场包围着该电容器（见图 27--4). 于是，八当这些电荷一齐互相
靠拢时，在电容器附近之场就变得强起来

了． 因此，远处的场能量是会朝向该电容

器移动过来而最后停驻于两板之间的．

---------

, 

图 27-4 当将两电荷从远处带来对一电容器

充电时，在电容器外面之场

.. 

E E 
AIII 

A,
', .J 

图 27-5 在一根载流导线

附近的坡印廷矢量 S

作为另一个例子，试问在一根有阻导线中当它载着电流时会有什么情况发生． 既然这
根导线中有电阻，则沿该线方向便有一个驱动着电流的电场．由于该线有一电势降，因而

刚好在导线外面与其表面平行的，也就有一电场（见图 27-5). 此外，还有一个由电流所产

生的环绕着导线的磁场.E和 B 互成直角；因此就有一个径向而指向内的坡印廷矢量，如
图中所示． 即有一个从四面八方流进该导线的能流． 当然，这会等于在导线中以热的形式
损耗掉的能量． 因此，我们的＂狂妄“理论申述电子由千来自外面的场能量流进导线中来
才获得它们用以产生热的那些能量． 直觉似乎告诉我们，电子是由于沿着导线被推动才获
得能量的，因而这能量应该是沿导线流下（或流上）． 但这一理论却申述：电子实际上受一

个来自远处的某些电荷之场所推动，而它们就是从这些场获得了会发生热之能量的． 能量

总会莫明其妙地从遥远处的电荷那里流进千空间中一个广阔的区域里，然后又流进导线中

去．

, 
- -- ---一、一- - - -八~．一--~- - - - - - -一--- - -少- -• -
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最后，为了使你确实相信这一理论分明是一难题，我们将再考虑一个例子一一其中有一

电荷和一块磁铁彼此都静止地互相靠近着的例子一即两者都固定不动．假设取一个其中
-_ - -, 了一

的点电荷被置在磁铁中点附近的例子，如图 27-6 所示．每一件东西都是静止的，从而能量
并不会随时间变化．而且， E和 B 又都完全处于静态．可是坡印廷矢量却说明存在一个能
流，因为 ExB 并不等于零．如果你考察这能
流，就会发现那不过是转了又转地在兜着圈子· 、~... ---.::、,-- ---

任何一处都没有能量转变一一－凡是流进某一体
积里的东西都会从那里再流出来．这很象不可

压缩的水在环流． 因此，在这一个所谓静态中

就有能量在环流．多么荒谬！
s 

图 27-6 电荷和磁铁会产生一个在闭合

然而，当你记起我们所称之为＂静＂磁的实 回路上环行着的坡印廷矢量

E 

际上乃是一种环行的永电流，这也许就不会使你那么可怕地感到莫明其妙．在一块永磁体
中，其内部电子都在永恒地自旋．这样能量也许会在外面环流这一点毕竟就不那么奇怪了．

你无疑会开始得到这么一个印象，即坡印廷理论至少部分地违背了你对于在电磁场中
能量居千何处的那种直觉．你也许会相信，必须对你的一切直觉都进行补缀，因而有一大堆
东西都得在这里进行学习．但实际似乎并不需要．．你无需感觉到，如果有时忘记了导线里
能量是从外面流进来而不是沿导线涌脏来，你就会陷入巨大困难． 在应用能量守恒的概念
时，过细地注意能量所采取的路线，似乎只在极罕见的一些时候才有价值．能蜇围绕着一块
磁铁和一个电荷在兜圈子，这在大多数场合下似乎是很不重要的．它并非一个重要细节，但

很清楚，我们寻常的直觉却是很错误的．

§27-6 场动量

其次，我们要来谈论关于电磁场中的垫堂．正如场具有能量一样，它的每单位体积也将
带有某一劫量．让我们称之为动量密度 g_ 当然，动量具有各种可能的不同方向，因而 g 必
须是个矢量． 让我们每次只谈一个分量；首先，考虑那＂分量． 由于动最的每一分昼都守
恒，就该可写下一个看来有点象这样的定律：

a·ag步
－一（实物的动量）怎=~了＋（动量外流），，．
仇，

左边是容易理解的．实物动量的变率只不过是施于其上之力．对于一个粒子来说，这力就
是 F=q(E+vxB); 对于一个电荷分布来说，则施于每单位体积上之力为(pE+jxB).

然而，该“动量外流”项却有点奇怪．它不可能是一个矢量的散度，因为井非一个标址；其实

乃是某一矢量的＂分量．无论如何，它大概应该表现出象这样的一种东西：
.. '. 

oa ob oc 
茄－＋苟十百＇

因为该 z 动量还可能是在三个方向中的任一个方向上流动的．总之，不管 a, b 和 e 各代表

什么，这个组合料想会等于＂动量的向外流动．

原来这场游戏应该是要仅仅用 E和 B 来写出 pE+jxB一通过利用麦克斯韦方程

组而把 p 和i 消掉一一－然后才对那些项变变戏法并作一些代换以使它变成看来象如下的
东西：
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og元十 oa ob oc 
页荔十百十百·

之后，通过对那些项作出鉴定，便该有关于 g雾， a, b, 和 C 的表式了．那是一大堆工作，我们

并不打算那样千，宁愿只找出一个有关动量密度 g 的表式——而且是通过另一条途径来做

的．

在力学中有一个重要定理，那是这样说的：在任一场合下，每当有一个能量（场能或任何

其他类型的能量）之流时，则单位时间流经单位面积的能量，再乘以 1/c气就会等于在空间中

每单位体积的动量．在电动力学的特殊情况下，这一定理会提供 g 等于 1/c2 乘以坡印廷矢

量的那一结果：

1 g=~S. 
C 

(27 .21) 

因此，坡印廷矢量不但会给出流出的能量，而且若除以 c2 的话，也还可给出动量密度．这同

一结果该可从上面所暗示的另一种分析方法获得，但更有意义的还是去注意这一较普遍的

结果．现在就来提供若千有趣例子及其论证以便使你们相信这一普遍定理是正确的．
第一个例子：假设在一个箱子里存在一大群粒子一一比方说每立方米中含有 N个粒

子一一而它们是以某一速度 o 运动着的．现在就来考虑一个垂直于 0 的想象平面．每秒流

经这个面每单位面积的能量，等于每秒流过的粒子数 Nv 乘以每一粒子所带的能量． 每一

粒子的能量为伽沪/.../f:.分勺吐因而每秒的能流就是

Nv 
叨ll

习仁了护/ell'

但每一粒子具有如劝1✓1-V11/户的动量，因而动量密度为
-_-_- -

N 叨oV

✓1-护/c2'

这恰好就是 1/cll 乘以能流—一正如该定理所说的． 因此，对千一群粒子来说这定理是正确

的．

这对于光来说也正确． 我们过去在第一卷学习光学时就曾见到，当从一束光处吸收能

量时，会有一定动量递交给该吸收体．事实上，在第一卷第三十四章中我们曾经证明，动量

等于 1/o 乘以所吸收的能量［第一卷的式(34.26)]. 若令肌代表每秒到达单位面积的能

量，则每秒到达单位面积上的动量就是氐/c. 但动量是以速率 c 行进的，因而在该吸收体

前面的动量壁里就必然是 U。尼．因此，该定理又是对的．

最后，我们将提供一个论据，这论据来源于爱因斯坦对那同一事情的又一次证明．假设

有一铁道车辆在轨道上自由滑动（假定没有摩擦阻力），这车辆具有某一巨大质量 M. 车箱

里的一端配有能发射出一些粒子或光（或任何其他东西，到底是哪一种东西都没有什么差

别）的某种装备，然后这射出来的东西就给车箱里对面一端所截住了．原本已有某些能量放

在车箱里的一端一—比如说是在图 27-7(a) 中所标明的那个 U一一而后来它却转移到对面

的一端上去，如图 27-7(c) 所示． 这能量 U 已经移动了一个等于该车辆长度的距离 L. 既

然能量 U 具有质量 U尼，因而要是车子保持不动的话，该车子的重心就必然会移动．爱因

斯坦不喜欢一物体的重心可以只凭在其内部瞎胡闹一番就能使其移动的那种主意，因而他

假定不能通过在其内部做任何事情来移动其重心． 但如果事实确是那样，则当我们把能量

.. -- .、一.. --



第 27 章场能量和场动量 345 

U 从一端移至另一端时，整架车辆就应反冲一段距离幻，如图 (c) 中所示的．实际上，你可以

看到，车辆的总质量乘以＂就应等于所移动的能量 I·L•I 
之质量 U尼乘以 L(假定 U/c2 比 M 要小得多）： ' 

u 
Mx=-—L. c:a (27 .22) U 

现在让我们来考察一下能量是由一次闪光所带

着的那种特殊情况．（该设备本来也应可适用于粒

子的，但我们将跟随爱因斯坦，他对于光的问题感兴

趣）究竟是什么东西会引起车辆移动的呢？爱因

斯坦这样议论说：当光被发射出来时一定会发生一

次反冲，即带有动量p 的某一待定反冲． 正是这一

个反冲才使车辆滚向后的．车辆的反冲速度心等于

这一动量除以车辆质量：

'P v=-
M' 

车辆是以这一速度运动着的，直至光之能量到达了

对面一端为止．这时，当它撞上去时，它交还了它的

动量而使车辆停住了．如果幻很小，则车辆运动的时

间约等于 L/c; 所以就有

L p L a;=vt=v-=--
c Mc· 

把这个＂值代入式(27.22) 中，便得

u 
p=了

(0) 

C 
声

u 

呵
V 

(b) 

I'

,̀IIIIliliifrhr 

u 

~ 

(C) 

图 27-7 以速率 C 运动着的能量 U

会带有动量 U/c

又一次得到了光之能量与动量的关系．用 C 来除以便获得动量密度 g=p/c, 因而又再得到

(27.23) 

你尽可以觉得奇怪为什么该重心定理会那么

重要？也许迄是错的． 满有可能，但那时我们也就

会丧失角动量守恒律了．假定我们的车箱是沿着轨

道以某一速率心前进的，而同时我们把某些光能从

re 车堕射向车座一一比方说，从图 27-8 中的 A 点射

-- -~ 一
P I 至 B 点．现在来考察这系统环绕P 点的角动量．在

图 27-8 如果环锐 P 点的角动量是守恒的， 能量 U 离开 A 点之前，它具有质量 U/c2 和速度 v,

则能量 U应带有动量切'c 从而拥有角动量叨叨•A, 当它到达 B 点时，仍具有同

一质量，而倘若整个车箱的塾动量不会发生变化，则它应仍拥有速度 'V. 这时它环绕 P 点的

角动量就是叨叮B. 这角动量将会改变，座悲当光被射出时该正确的反冲动量曾给千车箱

也就是说，除非光带有动量 U/c. 结果变成，角动量守恒与该重心定理在相对论中是紧

密相联的． 因此，要是我们的重心定理不正确，则连角动量守恒也都给破坏了．无论如何，

\C 
g u 

= 
C ll• 

B'-U 

V 

rA 
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已经弄清楚它是一个正确的普遍定律，而在电动力学的情况下我们还能利用它来获得场之

动抵．

我们将进一步提及在电磁场中关千动量的两个例子．上而曾在 §26-2 节中指出，当两

个带电粒子在互成直角的轨道上运动时作用与反作用定律失败了．施于两粒子上之力并不

平衡，因而作用并不等于反作用；这样实物的净动量就必然正在改变，它是不守恒了．但在

这样一种情况下场之动量也正在改变． 如果你算出由坡印廷矢量所给出的动量，它就不是

一个常数．然而，粒子动量的改变刚好给这个场动量所抵偿，从而使粒子加上场的总动量才

会守恒．

最后，另一个例子则是如图 27-6 所示的有一块磁铁与一个电荷同时存在的那一种情

况．我们曾对千发现有能量在那里转圈子感到不快，但此刻，由千我们知道能流与动量是互

成比例的，我们便也知道有一动量在空间环行着了． 可是一个还往动量就意味着存在挹动

量．因此该场是有悝动量的．你是否记起，在 §17-4 节中我们曾描述过的有关一个螺线管

和若干个放在一圆盘上的电荷的那个佯谬？似乎当电流中断时，整个盘应该开始旋转．该

佯谬所提出的问题是：角动撮到底是从哪里来的？答案：如果你有一磁场和某些电荷，则

在场中就会有某一角动量．当场初建立时，它就应该给安置在那里了．而当场断掉时，这一

角动量是会归还的．因此在该佯谬中的盘子就堕开始转动． 这一神秘的能量环流，最初似

乎觉得是那么荒谬可笑，但却是绝对必需的．确实有一个动量流，它必须用来在整个世界中

保持角动量守恒．
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28 
电磁质量

,/ 

. §28-1 点电荷的场能量

在把相对论和麦克斯韦方程组凑在一起时，我们就已完成了有关电磁理论的主要工作．
当然，有某些细节我们曾经漏掉，并有一个以后将会涉及的广阔领域－~电磁场与实物的相

互作用． 但现在却要稍为停留一下以便向你们指明，这座崇高大厦尽管对于解释那么多现

象是多么美妙，但最终不得不脸朝下倒下去了．当你追随任一项物理学太远时，总会发现将

碰到某种困难．现在就要来讨论一个严重困难一一经典电磁理论的失败．你会认识到，由

于董子力学效应，使得全部经典物理学都失败了． 经典力学是一种在数学上协调一致的理

论；它只是与经验不符罢了．然而，很有趣，电磁学的经典理论就其本身而言已经是一种不
能令人满意的理论． 有一些与麦克斯韦理论的概念联系在一起，但却不是量子力学所能解

-_- - ,-

决或与之直接有关的困难．你可能会说，＂担心这些困难也许没有什么用处，既然量子力学
正在对电动力学定律进行修改，则应该等待在经过了修正之后才看看还有什么困难．然而，
当电动力学结合到量子力学上去时，那些困难却依然存在．因此，现在来看清楚这些困难到

底是什么不能说是浪费时间．何况，这些困难还有巨大的历史重要性．此外，从能够跟踪理
论足够远以便见到每一项事态一包括它的一切困难－~你可能会得到某一种成就的感
觉．

我们所提及的困难关系到当应用于电子或其他带电粒子上时电磁动量和能量的概念．
那些有关简单的带电粒子和电磁场的概念多少是互相矛盾的． 为了描述这些困难，将开始
用能量和动量的概念来做一些练习题目．

首先，将计算一个带电粒子的能量假设是采取一个简单的电子模型，其中一切电荷 <J
都均匀分布在一个半径为 a 的球面上，对于点电荷的那一种特殊情况， a 可取为零．现在让
我们计算1电磁场中的能量．如果该电荷静止不动，就不会有磁场，而每单位体积的能量则正
比于电场的平方．电场的大小为叮知c。产，其能蜇密度即是

U=竺庐= ... q 
2 . 32记e。,,., • 

要获得总能量，就得对这一密度遍及全部空间积分．利用该体积元知凸坏，我们将称之为
u电的总能量就是

.. 

U广f g 
2 

8兀6。产
祈．

这很容易积出，下限为 a而上限为 oo, 因而
'' 

u电＝
1 q2 1 
2 4立o a· 

如果用电子电荷 g。来代替 q 面用符号＃来代替 q切知句，则 . . . . 

、．

`~ 

{28.1) 

1 e2 

启＝歹 a· 、
、`

(28.2) 
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这全都很好，直到对于一个点电荷 a 会趋于零一一一才存在巨大困难．由于场能量密度与从中
心量起的距离的四次幕成反比，它的体积分就是无限大了． 在一个点电荷的周围竟有无限

大的能量

一个元限大能量有什么不妥之处呢？如果能量不会跑出去，而一定要永远驻扎在那里，

则一个无限大能量是否会带来任何真正的困难？ 当然，出现无限大的量可能会使人烦躁不

安，但真正要紧的却只是究竟有元任何可观测得到的物理效应．为回答这一问题，我们应当"---_- -_-_-_-_-_- __ _ 
转到能量以外的其他东西上去．假定我们问起当癹些电荷时能量是怎样覂华的． 这样，如

果宝华为无限大，则我们便将陷入困难之中了．

§28-2 运动电荷的场动量

假设一个电子以匀速在空间中运动，暂时假定这速度比起光速来很小． 与这一运动电

子联系在一起的将有一动量一一即使电子在带电之前并没有什么质量一—那是起因于电磁

场中的动量的．我们能够证明，这一个场动量是在该电荷的速度 0 的方向上，而且对千小速
度来说是与 v 成正比的． 在与该电荷中心距离为,,.而与运动路线作成一角度 f) 的 P 点上

（见图 28-1) 电场是径向的，而且正如我们业已知道，磁场则是 vxE/a1. 根据式(27 .21) 和

(27 .15), 动量密度为
g=的ExB.

它是斜向进入运动路线的，如图中所示，并具有大小

------

＊也十＼
球形电子

(+) 

g=竺 Ellsi.n0.
c2 

图 28-1 表示一个正电子的场 E和 B及其

动量密度 g. 对于负电子， E 和 B 都会倒转

方向，但 g 的方向仍不会倒转

寸尸＇- r嘈

rSlnf 

图 28-2 用来算出场动量的

体积元 2冗,,.~sin 0如祈

这些场对于运动路线是对称的，因而当我们遍及空间积分时，那些横向分量加起来就会

等于零，结果给出一个平行于 V 的合动量．在这个方向上 g 之分量为 gsin0, 我们应对之遍

及全部空间积分．取一个其平面垂直千V 的圆环作为体积元，如图 28-2 所示．这个体积是

2$'1'2sin0吻 d0. 千是总动量为

p=f笃E2sin202灯2sin0d0必．

既然 E 与 0 无关（对千 v«c), 我们便可立即对 0积分；这个积分为

J sin30d0= -J (1-cos20)d(亟 0) = -cos0 +竿．

关于 0 的积分上下限分别为 0 和 r,r' 因而这个 0 积分便只给出一个因数 4/3, 结果是

p=导号j岛埽．

~.. . .. 亡...
乍..... • 

．．，．今..气.'..
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这个积分（对于 v«c)就是刚才在求能量时算出过的；它是 q切1枷咭a, 因而

p= 2 泸 V
百飞云飞芷＇

或
2 e2 

p=百石 v. (28.3) 

场中的动量－—－电磁动量一与 V 成正比．这正是具有等于 V 之系数的那种质量的一个粒

子所应该拥有的动最．因此，我们可叫这一系数做电磁质量＿饥电磁，并把它写成

2 e3· 
叨电磁＝－－3 ac3" 

(28.4) 

§28-3 电磁质量

质量是从哪里来的呢？在我们的力学定律中就曾经假定过每一物体都带有一种我们称
之为质量的东西——这也意味着带有一个正比于其速度的动量． 事实上，也许质量不过是

这种电动力学效应．质量的起源迄今还未得到解释．最后在电动力学理论中就有很大的机
会来理解这一种我们以前从未理解过的东西． 意外地—一或宁可说，是从麦克斯韦和坡印

廷那里一—出现希望，即任一带电粒子只是由于电磁影响才拥有一个正比于其速度的动量．

让我们放保守一些而暂且说，存在两种质量—一物体的总动量可以是机械动量与电磁
动量两者之和．机械动量等于“机械“质量乘以们．在那些通过观察一个粒子有多少动量或

观察它如何绕一个轨道旋转借以测量其质量的实验中，我们正在测量其总质量．普遍地说，

动最等千总质量（叨…＋叨电隧）乘速度． 因此，凡观测到的质量都可能含有两部分（或可能有
更多部分，若我们还包括其他类型之场的话）：机械部分加上电磁部分．我们明确知道有一
个电磁部分，而且对于它已经有一个公式了．但却有一个令人战栗的可能性，即该机械部分

根本就不存在一一质量全都是电磁性质的.. .•. 

让我们来看看电子该有多大，如果它不具有机械质量的话． 可以通过令式(28.4:) 中的

电磁质温等于所观测到的电子质量叩而找到．我们找出
2 e2 

a=-
3 叨,,c2 • 

(28.5) 

而
e2 

“勹歹- . . (28.6) 
, ; 

这个量则称为“经典电子半径＂；它的数值为 2.82x10一18 厘米，约等千一个原子直径的十万

分之一．

为什么要把 ,,.o 称为电子半径，而不是我们的 a? 因为我们本来也可用别种假定的电荷

分布一—电荷也许会均匀分布在一个球体中，或者也许会象一个模糊的球体那样渗涂出去

来做同样的计算．对于任一特殊假定，该因数 2/3会改变成某一其他分数．例如，对千
均匀分布在一个球体内的电荷，这 2/3 就得由 4/5 代替．与其去争辩哪一种分布是对的，倒

不如决定把,,.o 定义为一种“标称'<半径．然后，不同的理论就可以提供其所喜爱的系数．

让我们追踪一下关于质量的电磁理论． 上面的计算是针对 'll~C 的；如果进入高速度，

又将发生什么情况呢？早期的尝试曾导致某些棍乱，但洛伦兹却认识到在高速度上该带电

球体会收缩成一个椭球而场则会按照我们在第二十六章中对于相对论性情况所导出的式

.•... 一-·•····

-- 
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(26.6) 和 (26. 7)改变． 如果你对那种情况的 P 进行积分，便将发现，对于一任意速度 V 来

说，动扯会改变一个因数 1;✓1-护/c气

p= 2 e2 V 

3 ac2 ../1-护/c牙

换句话说，电磁质量会与 J江石环？成反比而随速度增加
己作出的发现．

(28. 7) 

是一项在相对论问世之前就

早期曾有些实验被提出来以测量一个粒子的观测质搅如何会随速度而变，这样来确定
其中有若干质量是属于机械性质的而若干是属于电性质的． 当时人们相信，那电的部分才

全随速度变化，而机械部分则丕全．可是，当那些实验正在进行之际，理论家们也仍在继续
工作．不久之后相对论便发展起来，它提出不管质撮来源千什么，全塾应当随加>1✓1:._护/c2

... 变化．式(28. 7)就是质量与速度有关的那种理论的开始．

让我们回到曾导致式(28.2)的有关场能的计算根据相对论，能量 U将具有质量 U/c气
于是式(28.2)便申述，电子之场应该具有如下质量

u电 1 e2 
'-'. 心==c2=了歹｀" , 

矗、．

(28.8) 

这不同千式(28.4) 中的电磁质量叨县懿．事实上，若我们只是结合(28.2)和 (28.4)两式，便该
写成 ' 

:·. . ~ 

,,, u电-~
3 切， 2

I, 4 竹l电蠡C~

. . ., .. 

这一公式在相对论之前就巳发现，而当爱因斯坦及其他人物开始认识到这个关系应当始终
是 U=加”时，曾引起过巨大涩乱. . 

'',、
, , .· 今，,'. ..、｀『 a

§28-4 电子施于其自身上之力

关于电磁质量的两个公式间的差异是特另R令入为难的，因为我们已经小心地证明过电
动力学理论与相对性原理是互相一致的．但相对论却亳无疑问地含有动量应等于能量乘以
心尼的意思．因此，我们就陷千某种困难之中；必然是犯了错误．但我们的计算却从未犯过

代数方面的错误，因而可能是遗漏了某种东西．
在推导有关能量和动量的方程时，我们曾假定了那些守恒律． 也曾假定过座直一切之

力都计算进去，而任何由“非电“机制所作之功与所带之动量也都包括了进去． 现在如果有

一个带电球体，，．电力全都是互斥的，因而电子该会趋于飞散．由千这一系统具有非平衡力，

我们便可能在联系能量和动量的那些规律中犯了各种类型的错误．要得到一个二塾：图象，

就必须设想有某种会把电子紧系在一起的东西．那些电荷必须由某种橡胶带一一某种会使

电荷不致飞散的东西一一来座堕在一个球体之内． 最早曾由彭加勒(Poinoax~)指出，这些

橡胶带一-或任何能把电子紧系在一起的东西——应该包括在能量和动量的计算之内．为

此缘故，这一附加的非电性力才被赐以一个更优雅的名字产彭加勒应力”．如果这些附加力

也包括在计算之内，则按那两种办法而计算出来的质量也将有所改变（改变程度取决于一些

详细假定），而结果就会与相对论一致；也就是说，从动量计算得来的质量与从能量方面计

算得来的相同． 然而，它们两者都各含有匣挫贡献：电敝质量和来自彭加勒应力方面的贡

献．只有当这两方面相加起来时才能获得一个一致的理论． .. 
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因此，不可能按照我们所希望的方式以得到一切质量都是属于电磁性质的． 如果除了

电动力学之外别无其他东西，那就不是一个正当的理论． 必须补充某种其他东西． 不管你

称作什么一—“橡胶带”还是＂彭加勒应力”还是其他什么一一要作成这么一种一致理论，在

自然界中就必须存在其他之力．

很明显，只要我们必须把一些力放进电子之内，整个概念的美妙之处便将开始消失．事

情变得十分复杂．你会问起那些应力该有多强呢？电子是怎样摇动着的呢？它到底会不

会振动？它的内部特性如何？如此等等．也许有可能电子的确具有某些复杂的内部特性．

假如沿这些路径创立一个电子理论，就该预告一些象振动模式那样的古怪性质，而这些却从

未明显地被观测到． 我们说“明显＂，是因为己在自然界观测到一大堆仍未能形成意义的东

西． 可能有朝一日会发现，今天我们所未能理解的东西之一（比如µ,介子）能够实际上被解

释为彭加勒应力的振动．这似乎不很可能，但就没有任何人能拿得很稳． 有许多关于基本

粒子的事情我们还不了解．不管怎样，这一理论所包含的复杂结构是不受欢迎的，但企图用
电磁现象来解释全部质量的尝试—一至少按我们所描述的那种办法一一一则已走进了死胡

, , , ... 

同．．＂＇｀；， ` 

我们愿意稍为多想一想，为什么当场里的动量与速度成正比时我们就说已有了质量．
这很容易！质量就是在动量与速度之间的那个系数嘛．但我竹也可按另一种方式来看待质
量：如果要加速一个粒子你得施以一力，那么它便拥有质量．因此，如果我们稍为密切一些来
考察力是从哪里来的，则可能对我们的理解有所帮助．你怎么会知道必须有一个力呢？因
为我们已证明了场的动量守恒律． 如果你有一个带电粒子并推动它经历一小段时间，那么
在其电磁场中便将带有:.....些动量．动量总得按某种办法注入场中．因此就必然会有某一个
力施于电子之上而使其运动一－个除需以克服机械惯性之外的附加力，即一个由千电磁
互作用所引起之力．还应该有下个返回来施于该“推动者”之上的力．但究竟这个力是从哪

里来的呢？

t'''.''''. \'.'' 
, .:.~ ~dF 令， , ,-: 

, 

.', . :, r Cf·, 

·-~~·、.
` •• 
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图28-8 由千推迟作用，所以施千一个加速着的电子的自力不会等于零．（社勺旨施于面元

如上之力;~F则报由在面元必e 上的电荷施于面元'F" 上之力．）

图景大抵就象是这样．我们可以把电子想象成一个带电球体，当它静止时，每一部分
电荷都将与每一其他部分互相排斥，但那些力却又都成对地抵消掉，因而并没有任何净力存
在［见图 28-3(0,)J. 不过，当电子正在加速时，由于电磁影响需要时间以从一点传播至另一

点，那些力就不再平衡丁．例如，｀在图 28-3(b)中由 B那一部分作用千“那一部分之力取决
于在某一较早时刻上的位置，如图中所示．力之大小和方向两者都要取决于该电荷的运动．
如果电荷正在加速，则施于电子各不同部分上之力也许会如图 28-3(9)所示的那样．当把所

~ 畸－－
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有这些力都相加起来时，它们并不会互相抵消．对于均匀速度来说它们就该抵消，尽管初时

乍一看来似乎甚至连对千匀速这推迟作用也会给出一个非平衡力．但结果变成，除非电子
被加速，就不会有净力施千其上．一有了加速，如果我们考察电子的各部分之间的力，则作

用不会恰恰等千反作用，从而电子塑丢甚空身上的就是一种企图阻碍其加速之力．它自身
的靴带在拖着它向后了．

要算出这个自作用力满有可能，但不那么容易；可是我们在这里还不打算从事这一精细

计算只要告诉你们关于一个相对不那么复杂的一维一—比方说沿”方向一一运动的那种

特殊情况的结果这时，该自力就可以写成一个级数．它的首项依赖于加速度x, 第二项依
赖于;·, 等等夤．结果得出

e2 .: 2 e2•·• e2a 
F=a-x-一下a; +'Y 一芬.+·-·, 

也2 8 C c4 
(28.9) 

式中 a 和 7都是数量级为 1 的数字系数．该云项的系数＂取决于所假定的是怎样一种电荷
分布；如果电荷均匀分布于一个球面上，则 a=2/3. 因此就有一个正比于加速度之项，它与

电子的半径 a 成反比，而刚好与我们在式(28.4) 中对千叽电酴所曾获得的数值相同．如果所

选定的电荷分布不同，因而＂改变，则式(28.4) 中的分数2/3 也会按同一方式改变．该；；．项
与所假定的半径 a远苤，同时也与所假定的电荷分布无关；它的系数笆堡等于 2/3. 再下一

项与半径 a成正比，而其系数？则取决千电荷的分布情况．你将会注意到，如果我们让电子

半径趋于零，那末项（以及一切更高次项）便将趋千零；第二项保持恒定不变；但那首项

电磁质量一一却将变成无限大了．而且，我们还能够看得清楚，这无限大是由于电子的一部
分作用于另一部分上之力所引起的一由于我们容许了“点“电荷会作用于其自身上那种可

能性这么一桩也许是蠢事所引起的．

§28-5 改进麦克斯韦理论的尝试

现在我们愿意来讨论也许可以将麦克斯韦的电动力学理论作某种改进，以便使得电子

作为一个简单点电荷的那种概念能够维持得住．许多种尝试都曾做过，而其中有些理论甚至

能将事情安排得使电子质量全都是电磁性质的．但所有这些理论如今却都已消声匿迹了．
要来讨论曾被提出来的某些可能性一借以看看人类智力中的一些奋斗历程一一仍满有趣

昧. . 
我们是通过谈论一个电荷与另一个电荷之间的相互作用而开始我们的电学理论的．然

后又对这些互作用着的电荷建立一种理论并归结为一套场论．对此我们的信心竟有如此之
强，以致容许它来告诉有关电子中的一部分作用于另一部分上之力． 也许整个困难就在于
电子根本不会对其本身起作用，也许从彼此分开着的各电子互作用过渡到一个电子作用于

其本身上的概念给外推得太远了． 因此有些理论就提出来，其中电子作用于自身的可能性
给排除掉．于是，就不再有由于自作用而引起的那种无限大．并且，也不再有任何与该粒子
联系着的电磁质量了；所有质量都回到机械性质上面去，但在这么一种理论中仍有一些新的
困难． . 

我们必须立即申明，象这样的理论就要求对电磁场概念加以修改．你会记起，我们从一
开始就讲，在任一处施于一粒子上之力仅由两个量—-E和 B-来确定．如果我们放弃

．我们是在采用这么一种记法：正气加/dt, 比zrP-xjat斗豆一iJ3:,:f,出＼等等．

-----·-- . --- ---''今- -----· 产---·---'. --矗........ ,., -··-····.'"··-'. 
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了“自力”，则这一说法将不再正确，因为假定某处有一电子，它所受之力并非由总 E 和总 B

所给出的，而只是由塑堕电荷所产生的那些部分E 和 B 所给出．因此我们总得记住， E 和

B 中有若干是来自将要算出对其所施之力的那个电荷的，而又有若干则是来自其他电荷的．

这使得理论变成烦琐得多，但却消除了那个无限大困难．

因此，如果我们乐意，便可以说没有诸如电子作用于其本身上的那种事情，因而抛弃式

(28.9) 中那一整系列之力．然而这么一来，我们却把小孩连同澡盆里之水都一起倒掉了！

因为式(28.9) 中的第二项，即那古项，仍然是需要的． 这个力会做某种十分明确的事情．

如果你把它丢掉，你又将再陷入困难之中．当我们对一电荷加速时，它会辐射出电磁波，从

而损耗了能量因此，要使一电荷加速，比起要对一等质量的中性物体加速，就必然需要更
大一些的力；否则能量该不会守恒了． 我们对一被加速粒子所作之功的时率必须等于每秒

由于辐射而损耗的能量．以前就曾谈论过这一种效应一一那是称为辐射电阻的．不过我们仍

须回答这样一个问题：要作功以抵抗的那个附加力究竟来自何方？当一巨大天线正在辐射
时，力是来自天线中的一部分电流对另一部分电流的影响． 对千一个单独的被加速电子向

一个原来就是空洞洞的空间中辐射，力似乎只能从唯一的一个地方来－—-即从电子的一部

分对另一部分的作用而来．

我们回到在第一卷第三十二章中找到了一个振动电荷以这么一个时率辐射出能量：
dW 2 护Cx)2. = 
dt 3 

, ,, , (28.10) 

让我们看看为抵抗式(28.9) 的靴带力而对电子所作之功率如何，功率等千力乘速度，或Fa;:
皿 e:11 ... 2e:11 ... -
飞尸“古”“飞了户+··· (28.11) 

1 第一项与血:a;出成正比，因而恰好对应予与电磁质量联系在一起的动能一叨护的变化．第2 

二项就该对应于式(28.10)中的辐射功率了．可是它仍有所不同．差异是由于式(28.11) 中

那一项是普遍正碗的，而式(28;•10)却只对千一壁翌电荷才正确这么一桩事实．我们能够证

明：如果电荷运动是周期性的，则这两者彼此等同．为此，就应当将式(28.耳）中的第二项重

新写成

－扫冷（妇）＋召：（祝
,.. ,. 

那不过是一种代数变换． 如果电子运动是周期性的，则；；佥这个量会周期性地回到它的原
值，使得若取其时间微商的翌堕便会得到零．然而，第二项却总是正的（它是一个平方），因
而它的平均值也是正的．这一项给出了所作的净功，并恰好等于式(28,.10)•. , 

为了使在辐射系统中的能量守恒，那个由;·所表示的靴带力项是必需的，因而不能把
它丢掉． 事实上，洛伦兹的各项胜利之一就是在于证明有这么一种力存在并且是来自电子
对其本身的作用的．我们必须相信电子对其本身作用的那种概念，并堕覂该芷项． 问题在
千如何获得该项，而又不致于同时得到式(28.9)中的第一项，那是一切困难之源．个我们不懂
得应该怎么办才好．你看，经典电子理论已经把它自身逼进了一个绝境. . 

已有若千种修改定律的其他尝试以期把事情解决． 由玻恩(Bo:rn)和英费耳德(Infeld)
建议的一种办法，是要按照一种复杂方式改变麦克斯韦方程组使其不再是线性的．这样，电
磁能量和动量就可以表现出有限大．但他们所倡议的这些规律还预言了一些从未被观测到



354 费曼物理学讲义（第二卷）

的现象他们的理论也遭遇到另一种我们将在下面谈到的而为所有这一切为避免上述毛病

作的尝试所共通的困难． ., 

下述的独特可能性是由狄喇克提出的．他说：让我们通过式(28.9) 中的塑三项而不是

通过其第一项来容纳电子作用千其本身上．然后他又有一种能消除其中一项而不消除另一

项的聪颖意见．他说，看！ 当我们只取麦克斯韦方程组的捚坚波解时我们作了一种特殊的

假设；要是我们转而取那些捚星波，就该得到一些别的东西．关于自力的公式会是
乒 2 e2 ... 

F=a—－金+--a; 十丫
e切.... 

2 3 cs 一 a; + "· 
吵 C

4 (28.12) 

除了级数中的第二项——和某些更高次项—一的符号外，这个式恰好就象(28.9). [从推迟

波变成提早波不过改变该推迟的笣竺，而不难看出，这相当于处处都改变 t 的符号．对于式
(28.9)的唯一效果就是改变所有奇数次的时间微商的符号．］所以，狄喇克说，让我们建立

一个新的法则，即电子作用于其本身是通过它所产生的推迟与提早的两种场的差值之一半
－＿－＿－＿－＿勹、气

而进行的．这样，式(28.9) 与 (28.H)之差，除以 2, 便是

F 2. e2•·· 
=- 3 08 

幻＋更高次项．

在所有更高次的项中，该半径 a 升至某一正幕出现在分子上．因此，当我们进到点电荷的极

限时，就只会得到那么一项一一恰恰是所需要的．就这样，狄喇克得到了该辐射电阻之力而
毫无那些惯性力． 电磁质量不见了，，面经典理论也得救了一一可是却付出了关千自力的任

意假定的那种代价．

狄喇克的附加假设的任意性至少部分地被惠勒 (Wheeler) 和费曼所解除，他们建议一

个更加奇怪的理论． 他们提出点电荷悠与其他的电荷互相作用，但这互作用一半是通过提
早波而另一半是通过推迟波．结果变成，最令人惊奇地，在大多数场合下你将不会看到那些

提早波的任何效应，但提早波却的确具有刚好产生那辐射作用力的效应． 该辐射电阻并丕
垦由于电子作用于其本身上，而是由于下述的特殊效应．当一电子在 t 时刻被加速时，它将

在一些塾厘时刻 t' 一 t+'f'/c(其中 1" 为至其他电荷的距离）动摇世界上所有一切其他电荷，这

是由于那些抱坚波的所作所为．但此时这些别的电荷又通过其捚巠波以折回来作用于原来

那个电子上，这些波将在等于 t' 蔓圭 ,r/c 的 t" 时刻、当然也就恰恰在 t 时刻上到达．（它们

也用其推迟波折回来作用，但那不过是对应于正常的“反射“波罢了．）提早波与推迟波的组

合意味着，当一个振动电荷正在被加速时它会感觉到来自所有“将对“其所辐射出之波进行

吸收的那些电荷之力．你看在试图获得一个关于电子的理论时人们会陷入多么严重的困难

< 

中！
` t 

现在要来描述另一种理论，以表明当人们给绊住时会想到些什么东西．这是由柏派
(Bopp)提出的另一种对电动力学定律的修改．，你会认识到，一旦你决定要来修改电动力学
方程组时，你可以在任一个想要下手的地方开刀．可以改变关于电子的力律，或者改变麦克
斯韦方程组（正如我们在已描述过的那些例子中所见到的），或者也可在任何其他一处作出
改变．一种可能性是去改变那些用电荷和电流以给出势的公式．我们的这些公式之一申述
了在某一点上之势是由在一较早时刻在某一其他点上的电流（或电荷）密度所给出的．应用
有关势的四元矢记法，写成 . 

坏1, t).,,;; 已寸戏，：；心）平 (28.13) 

-- - .... 已- -、.... -、-、-
-·-毛·--··雪-··-···-. •. • .. • .. 
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柏派的美妙而又简单的想法是：也许困难出在这个积分里的因子 1/rr 上．假设我们从此开

始，即只是通过假定在某点上之势取决于在任何其他点上的电荷密度作为该两点间距离的

基二函数，比如说 f(rr12) 吧．于是，在点 (1)处的总势就将由 j,,. 乘以这一函数而遍及全部空

间的积分所给出：

这就是一切．既没有微分方程，也没有其他的东西．噢，还有一件事情．我们也要求这结果

应该是相对论上不变的． 因此所谓“距离＂，我们应取在空时中两点间的那种不变”距离,,• 

这一距离的平方（在一个无关紧要的符号变化范围之内）为
8i2=C气右－拓） ll .,_'I° 名＝泸(ti一 i,,)Z- (气一 w2)2- (111.;_Y2)2- (z1一女）1. (28.14) 

因此，对于一个相对论上不变的理论来说，我们就应当采取 812 的大小的某一函数，或与此相

同的，即采取出的某一函数．因此柏派理论就是

r, 右） = j j,,,(2, -t2)F(sf2)dl 

（当然，这积分就应该是遍及四维体积 dt,血』如 dzll
而取的了．）

剩下的一切就是要选取一个适当函数作为 F.

对于 F 来说，我们仅仅假定这么一点．~即除了当
其自变数接近于零时都十分微小一使得 F 的曲
线象图 28--4 所示的那样．它是一个狭窄钉形，具有 ' 

一，个集中于l'=O处的有限面积，并具有我i们可以说 一
是约略等于吐的宽度．无妨草率地这样说，当我们
计算点(1)上之势时，只有在如果志=c'2(九一右） ,_- ; , . 
一心是在零点的土al 之内的那些点 (2)才能产生
任何可观的效应．我们可以通过提出只有对于

志一c2(t1一拓）2_'Ti_2~ 士吐 (28.16) 

F才重要来指明这一点． 你如果乐意，还可以使它
更为数学化些，但那就是我们的打算． - - (b) 

现在假定 o 比起象电劫机、发电机等寻常器物 i 图 28-4 用千柏派的非局域

的大小来要小得多，以致在正常问题中总是们少池． 理论中的函数 F(s芍

这样式(28.16)便申述，只有在右二右处于下列的小范围内那些电荷才，会对式(28,1p) 的积
分有所贡献：

c(t1一右）～罕王,,.~J"u三． ` '1'12 -, 今』

由于 a2;,,.肚«1, 该平方根便可由 1士 all/为名来作近似，因而

' 
'' 

• f(i2) 

泸＿

. ~-'-

-o .·: s2 

, {0) 

:, ·' 

｀、

! 

` 右-dii气1±
C 

二）－车士三2r拉 C 2r1泸．

' 

' '' 

... 

'` 

. ·.'" 

｀｀~、

、

J 

••• 
、

, 

、

、·

这有什么含义呢？这........结果申明，在 A,,,, 的积分中只有与所要计算在其上的势的那一时

刻右相差为该推迟时间 lfu/c一一带有一个只要符合幻少~a 便可以忽略的改正项—一的那

些堕堕右才是重要的心换句话说，柏派的这一理论在它给出推迟波的效应这一意义上来说

-、··-··
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是接近于麦克斯韦理论的一一只要我们远离任一特定电荷就行．

事实上，我们能够约略地看出式(28.15) 的积分会给出个什么结果．如果首先对于 t2 从

-00 至 +oo 进行积分一一保持八2 固定不变－~那么 8i2 也将从一00 进至 oo. 该积分将

全部来自以妇一,,.1:i/c 为中心、而具有狭小宽度出2 = 2a1 /2rr12C 的那些 t2. 设函数 F(泸）在

s2=0 处具有 K 值；则对于 tll 的积分会约略给出 K儿Lft2, 或

Ka2 心
C'1"1:i. 

当然，还应该取 t,=七一九心时的 j,,, 值，因而式(28.15) 就变成

Aµ,(1, t) =罕f 儿(2, 右－伍/c) 叽．
,,. 12 

如果我们挑选 K =-q2c/4霖记，便将径直地回到麦克斯韦方程组的那种推迟势解上去一—自
动地包括了该 1片的依存关系 而这全都来自这么一个简单主张，即在空时中某一点上之
势取决于在空时中所有其他各点上的电流密度，不过带有一个作为两点间四维距离的某一

狭窄函数的权重因数． 这一理论又再预言一个有限大的电子电磁质量，而能量与质量之间

也有一个对于相对论来说是正确的关系． 它们必然如此，因为这理论从一开始就是属于相
对论性不变的，而一切似乎都很对头．

然而对于这一理论，同时也对千我们所曾描述过的所有其他各种理论，都存在一个基本
缺点．我们知道，一切粒子都遵循量子力学规律，因而对电动力学的一种量子力学修正总是
必须做出的．光的行为活象光子．并非百分之百地象麦克斯韦理论那样． 因此，电动力学

理论就必须改变． 我们已经提出过，为了澄清经典理论而要那么艰苦地工作也许是白费时
间，因为有可能变成在量子电动力学中那些困难将被清除或可以按照其他某一方式得到解

决．可是，这些困难在量子电动力学中却也未被消除．人们之所以花那么多精力试图解决
这些经典困难，其中原因之一就是希望假如他们狸整扫除这些经典困难，签旦才去作量子力
学方面的修正，一切就都会妥当．在作了量子力学的修正之后麦克斯韦方程组仍然存在困

难．

量子效应确会造成某种变化—一有关质量的公式已经改变了，而普朗克常数也出现了

但答案仍然会呈现无限大，除非你想办法在一个积分上截止下来一正如我们过去不
得不在那经典积分上在,,.=a 处就停止下来一样．而答案就取决于你怎样去停止那些积分．
可惜我们在这里不能向你们证明那些困难实际上是基本相同的，因为我们对于量子力学理
论迄今只掌握了那么少，而对于量子电动力学甚至还更少了． 所以你就必须仅仅相信我们
的话，即麦克斯韦电动力学的量子化理论对于一个点电子来说仍会给出一个无限大的质量．

然而，事实证明，迄今从未有人曾对廷二个已经修改过了的那些理论造成一种旦埜的量
子理论． 玻恩和英费耳德的概念从没有给满意地纳入量子理论之中．狄喇克的或惠勒和费

曼的关于提早和推迟波的那些理论也从未被满意地纳入量子理论之中．柏派的理论同样也
未曾给纳入到令人满意的量子理论中．所以今天，还没有已知的对这一问题的解答．我们

未曾懂得如何去形成对电子或对任一个点电荷不会产生出一个无限大的自能的一种协调的
理论－一－包括量子力学而在同时，也没有一种会描述一个非点电荷的令人满意理论．这

是还未得到解决的一个问题．

当你决定仓卒地去作出一个其中电子对其本身的作用完全被消除，从而使电磁质量不

雪..、-- -·-·-· 一-今一 、-··- - ·-八•·--、·
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再具有任何意义的理论，然后又对之建成一套最子理论时，那你就应该被警告说，一定会陷

于困难之中．有明确的实验证据表明，电磁惯性是存在的一~有证据表明，带电粒子的某些

质量的确具有电磁起源

在较古老的书本中往往会说，由于大自然显然不愿意向我们提供两种粒子一—除了一

个是中性的而另一个是带电的之外其他方面则全都相同一—我们就将永远不能够说出有多

少质量是属于电磁的而有多少是属于机械的． 但结果弄清楚，大自然旦丝足够仁慈来供给

我们恰恰就是这样的物体，以便通过对一个带电粒子的质量观测值与一个中性粒子的质量

观测值进行比较，就能够道出是否有任何电磁质量．例如，存在中子和质子，它们之间互作

用着一些巨大之力－—－核力－一一其来源还不清楚．然而，正如我们所曾经申述过的，核力具

有一种引人注目的性质．，就核力这方面来说，中子与质子完全相同．就我们所能说的，中子

与中子、中子与质子、质子与质子间的垫去全都相同． 只有那小小的电磁力才是不同的；从

电方面说，质子与中子间的差别有如白天和黑夜．这恰好就是我们所需要的．我们拥有两

种粒子，从强相互作用的观点看是全同的，但从电方面看则是不同的．而它们在质量上存在

一个小差别．质子与中子间的质量差别一—用兆电子伏的单位来表达其静能加？之差

约为 1.8 兆电子伏，那约等于电子质量的2.6 倍． 于是经典理论就该预言一个约等于经典

电子半径的 1/3 至 1/头或约为 10-1s 厘米的半径． 当然，人们实际上应该采用量子理论方

面的结果，但由于某种奇怪的偶合，所有的常数一妇和 h 等等一一凑合起来，使得量子理

论竟会给出与经典理论约略相同的半径．唯一的困难是笣旦错了！中子比质子还覂墨．

表 28-1 粒子质量

粒 子 （电电子电荷单荷位） 质（兆电子伏量) 
如＊

（兆电子伏） ' 
卢 九（中子） 。 939.5 

p(质子） +1 938.2 一1.ll

霄（霄介子） , 。 135.0 

土1 139.6 +4.6 
、

K(K 介子） 。 497.8 .. 

，士1 493.9 一3.9

ll(ll 超子） 。 1191.5 

+1 1189.4 -2.1 

-1 1196.0 +4.5 

夤如＝（带电粒子的质量）－（中性粒子的质量）．

大自然还提供几种别的粒子对一一或三重态一除了它们的电荷之外其他各方面的表

现都完全相同． 它们通过所谓核力的“强”互作用来与质子和中子发生反应．在这些互作用

中，每一种粒子－一－比如说兀介子一一座工它们的电荷之外每一方面都表现得一模一样．

表 28--1 上给出这种粒子的一张清单，包括对它们测定的质量．那些带电的吓介子一一无论

正的或负的一一都各拥有 139,·6 兆电子伏的质量，但中性兀介子则比之要轻 4.6 兆电子伏．

我们相信，这一质量差值是电磁性质的；它该相当于一个半径为 8 至 4:xlO一14 厘米的粒子．

你将从表上看到其他粒子的质量差值往往也具有这一相同的普遍大小．

原来这些粒子的大小是可以由其他方法、诸如由在高能碰撞中所表现出来的直径来测

定的．因此，这电磁质量似乎一般都与电磁理论相一致，只要在场能的那些积分中截止于由
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这些其他方法所测定的那同一个半径上．这就是为什么我们要相信这些差值确实会代表电

磁质量的原因．
_,_::_.._·.:.;,,; 子一＿＿负冗介子

你无疑会对表上的那些质量差值中的不同符号感到担

心．要看出为什么那些带电粒子会比中性粒子重些挺容
飞．．.. 飞这三 易，但象质子和中子那么一对，其中测量出来的质量倒表现

心.. : ............__呜工 出相反，那又是怎么一回事呢？噢，结果弄清楚，这些粒子
飞了：．．．．． 较为复杂，因而对于它们的电磁质量计算就一定要更精细

图 28-5 有时，中子可能作为一个由一些．例如，尽管中子没有净电荷，但在其内部确有一种电荷

负勺介子所包图着的质子而存在 分布——－只是其净电荷等于零．事实上，我们相信中子

至少有时一一看来象一个给一幅负兀介子“云“所包围着的质子，如图 28-5 所示．尽管由于

总电荷等于零，中子表现出“中性”，但它仍然拥有电磁能量（例如，它具有磁矩），因此，若没
有对其内部结构的一种详尽理论，就不容易道出该电磁质量差值的符号来．

我们在这里只愿意来强调下述儿点： (1) 电磁理论预言有一种电磁质量存在，但它这样

做时也得脸朝下倒下来，因为它不会产生一个一致的理论一一而对于量子修正也是如此；
(2)关于电磁质量的存在是有实验依据的；而 (8) 所有这些质量都大体上与电子的质量相同．

因此，我们再又回到洛伦兹的原来想法上来一—也许全部电子质量纯粹是电磁性质的，也许

整个 0.5旦兆电子伏都起源于电动力学．究竟是，还是否呢？由于我们还未得到一套理论，

所以就说不出来了．

必须提起最令人烦恼的另一点消息． 在世界上还有一种叫做且生工的粒子，那就我们

所能说的除了它的质量以外没有任一方面有别于电子．它每一方面都很象电子：同中微子

会互相作用，同电磁场也有互作用，但就是没有核力． 它的表现丝毫无异于电子一一至少，

没有任何事态不能只作为它的较高质量(206.77 倍电子质最）的后果来加以理解的． 因此，

每当有人最后获得关于电子质量的解释时，他将对µ介子从何处得到它的质量感到困惑．

为什么呢？ 因为无论电子干的什么，µ介子总是照样地干一一抄f以质量就理应表现相同．

有人坚定地相信这么一个见解，即µ介子与电子是同一种粒子，而在有关质量的最后理论
中，对质量的公式将是一个拥有两个根的二次方程一其中每个根指每一种粒子． 也有一

些人建议，那将是一个具有无限多个根的超越方程，而他们正在从事猜测在这一系列中其他

粒子的质量应该是什么，并为什么这些粒子还未曾被发现．
, ... 

§28-6 核力场

我们愿意对那一部分非电磁性质的核粒子质量进一步作某些评述．这另一大部分质量

究竟从哪里来的呢？除了电动力以外还有别种力一—象核力——它们也各有其本身的场

论，尽管没有任何人会知道目前通行的那些理论到底是否正确． 这些理论也预言了一种会

对于那些核粒子提供一个与电磁质量相似的质量项的场能；我们尽可以把它称为＂冗介子场

质量”．它大概会十分巨大，因为那些力是很庞大的，而这可能就是那些重粒子的质量起源．
但有关介子场的理论目前还处于最初步状态上． 纵然利用发展得最完美的电磁理论，我们

仍然发现在解释电子质量时不能越过那第一个基点． 至于对介子理论，我们就象在棒球场

上三击不中而退下来了．

由千同电动力学存在着有趣联系，我们将花一点时间来略述介子理论．在电动力学中，

~、. ·•-- •. 一....
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场可以用满足下列方程的一个四元矢来描述：L

□2儿＝源．

现在我们已经见到，场的各部分场可以辐射出去，因而可以离开源而存在．这些就是属于光

的光子，而它们是由一个无源的微分方程描述的：

口2儿=0.

人们曾经议论说，核力场也应拥有它本身的“光子”－一－它们大概会是叮介子一一而它们应
由一个相似的微分方程来描述．（由于人类脑子的弱点，我们始终不能想出某些真正新的东

西；因而才不得不用已知的东西来作比拟式的论证．）因此，介子方程式也许就是

□汤=0,

其中中可能是一个不同的四元矢或也许是一个标量． 如果采用这一简单方程口2中=0, 则
介子场应该随着与源间的距离按 :(./r2 变化，正如电场所干的那样．可是我们知道，核力具
有短得多的作用距离，因而该简单方程式就行不通． 有一种办法能够把东西改变而又不会
破坏相对论不变性的：我们可以对达朗伯算符加上或减去一个常数乘以中，因此汤川秀树

丛、

(Ynkawa)就曾建议，核力场的自由量子或许会遵循这么一个方程：
• 2<f>-µ,2<f>=O, (28.17) 

式中位是一常数－—－也就是一个不变的标蜇． （既然口2 是在四维中的一个标量微分算

符，所以如果我们对之加上另一个标量，它的不变性仍然成立．）

让我们来看看，当事情不随时间变化时式(28.17)会给出一个怎么样的核力．我们希望

有满足下列方程的围绕着某一比方处于原点上之点源的一个球对称解．
v2cp-µ,2cp=O. 

如果中仅取决于,,., 则我们知道

冯＝卢孕－（呻）．
因此就有这么一个方程：

+孕－（呻） -µ,2</> =0 

或
护
三(r中）＝胪（呻）．

把 (,rep) 想象成因变数，这便是我们曾经多次见过的 今

一个方程．它的解是

呻=Ke*叮 (28.18) 

这一函数称为鱼胜登．对千吸引力来说， K 是一负

数，其大小应被调整以适应在实验上所观测而得的

力之强度．

核力的汤川势降落得比 1片还要快该指数函

数因子那么多． 对于超过 1/µ, 的那些距离，这个势 , 
从而这个力—一降落到零要比 1/'1' 快得多，如

图 28-6 所示．核力”范围“要比静电力”范围“小得
比

多．从实验上发现，核力并不会超出约 10-13厘米之 ° 

.. I I } \̀ 
` 
` ` I 

I' 
, 

Vp. 

午
、
、

，一
_ _ _ ---- 
．环 叩 r

外，因而µ,:=::: 10111 米一1. 图 28-B 汤川势 e-四凡与库仑势 1/r 相比较

今~、｀ - . 
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最后，让我们看看方程(28.17)的自由波解．如果将

中一中的瓜t一比）

代入式(28.17) 中，便得

矿
－－沪一忙=0.c2 

将频率与能量、波数与动量互相联系起来，象在第一卷第三十四章末尾我们曾经做过的那

样，便可得到
E2 
Cll 一－矿=µ,衵，

上式申述，该汤川“光子”拥有一个等于 µ,'li,/c 的质量．如果我们对µ采用那个会给出核力的

观测范围的估计值 10111 米-1, 那么质量就会得出 3x 10-311 克，或 170 兆电子伏，这约莫等于

所观测到的吓介子的质量．因此，根据与电动力学作类比，我们该说冗介子就是核力场中的

“光子”．但现在我们已把电动力学的那些概念推广到其中它们可能实际上并不适用的领域

中去了一一我们已越过了电动力学范围而进入到核力的问题中．

』，

,. 

．今

. 

. 

, 
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29 
电荷在电场和磁场中的运动

§29~1 在匀强电场或匀强磁场中的运动

我们现在要来描述一一主要采取定性方式一一在各种不同情况下电荷的运动．大多数

电荷运动千场中的有趣现象都发生于那里有许许多多电荷互相作用着的十分复杂的情况

中．例如，当电磁波行经一块材料或一团等离子体时，会有亿万个电荷与该波起作用并彼此
互作用． 往后我们将进入这样的问题，但现在却只

要来讨论那简单得多的关千在一竺呈场中一个单独

电荷的运动．这样就可以忽略所有其他电荷一一当

然除了存在于某处的借以产生我们将要假定其存在

之场的那些电荷和电流以外．

我们大概应当首先质问粒子在一匀强电场中的 VJ. 

运动． 在低速上，这一种运动并非特别有趣—一它

不过是在该电场方向上的匀加速而已． 然而，如果

粒子拾取了足够多的能量以致成为相对论性的，那

么运动就会变得更加复杂．但我们将对这一情况的

解决留给你们自己去玩玩．

其次，要考虑在一匀强磁场中那里并没有电场

的那种运动．我们已解决了这个问题一一其中一个

解答是，粒子会围绕着圆周团团转．磁力 qvxB 始终与运动成直角，因而 dp/dt 就会垂直

于p 并具有量值心ip/R, 其中 R 为圆周半径，即

x 

F=qvB=亚
丑·

于是该圆周轨道的半径就是

y -
B 

[V 

二

(0) (b) 

图 29-1 粒子在一匀强磁场中的运动

R=嘉， (29.1)

那只是一种可能性．如果粒子还有沿场向的运动分量，则这一运动将保持不变，因为在

场向上不可能有磁力的分量． 粒子在一匀强磁场中的普遍运动将是一个平行于B的匀速

运动加上一个垂直于B 的圆周运动一一销L道乃是一条柱形螺旋线（图 29-1). 这螺旋线的

半径由式(29.1)所给，只要我们用垂直于场的动量分量 P.t 来代替其中的 p.

§29-2 动量分析

一个匀强磁场往往被用来造成一部对于高能带电粒子的“动量分析器”或“动量谱仪,,• 

假定该带电粒子在图 29-2(a) 的 A 点处被射入一匀强磁场中，这磁场与该图面垂直． 每一

粒子将在半径正比于粒子动量的一个圆周上跑动．如果所有粒子都正交地在场缘处进入场

中，那么它们便将在一个（与 A 点间的）距离为＂的地方离开场，这 z 值正比于它们的动量

- --
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'P. 一个放在诸如某点 O 上的探测器将只能探测到其动量落在p=qB幻2 附近一个间隔午

内的那些粒子．

当然，并不要求粒子在它们被探测到之前都要走过 180°, 但这种名为"180° 谱仪”却具

///////I 
有一种独特性质．并不要求所有粒子全都以直角进

均匀磁场 "/~ 入该场缘． 图 29-2(b)显示三个粒子的轨道，它们

都拥有同一动量，但各以不同角度进入场中．你看它__ -_--

们各取不同轨道，可是全都在很靠近千 0 点处离开

了场．我们说存在一个“焦点气象这样的聚焦特性

有其优越之处，即较大的角度范围可以在 A 点处被
接受一一虽则某些限制往往仍得加上，如图中所示

的那样．对一个较大角度范围的接纳经常意味着较

多的粒子在一个给定时间内被计算了进去，这就减

少了对某一特定量度所需的时间．

通过变更磁场，或沿 Z 轴移动探测器，或由运用

许多个计数器以遮盖一个＂范围，该入射束的动量
“谱”就可以测得了．［所谓“动量谱"f(p), 我们指的
是动量介乎 'P 与＠十吻）之间的粒子数为J(p)吻J

(b) 
比方，这样的方法就曾用以测定各种不同原子核在

图 29-2 用匀强磁场 180° 聚焦的动撮谱 B 衰变中的能量分布．
仪： (a)动鼠不同； (b)角度不同（磁场指向与 有许多其他形式的动量谱仪，但我们只将对具

因而垂直的方向） 有特别大的接收立体角的那一种加以描述．它是以

如图 29-1 所示的那种在匀强场中的螺旋轨道为基础的．让我们设想一个柱面坐标系
p, 0, z—一这样布置得使 4 轴沿着场向．如果一个粒子以相对于 4 轴的某一角度＂从原点
发射而出，则它将沿一条其方程为

` 
(a) 

p=asin 加， 0=bz

的螺旋线运动，其中 a、 b 和 k 都是你可以容易用 p、“

和磁场 B 来表达的参数．如果对于某一给定动量，但

对于儿个不同起角，把与轴的距离 p 作为 z 的函数画 。

成曲线，则我们将得到象图 29-3 所示的那些实曲线． 图 29-3 一个轴向场式谱仪

（记住这不过是对一条螺旋线的投影．）当发射方向与轴作成较大角度时， p 的巅值变大，但

其纵向速度则变小，从而使不同角度的轨道倾向千在图的 A 点附近形成一个“焦点”．如果
我们放置一个窄孔千A点处，那么在一个起角范围内的粒子仍然能够穿过它而到达轴线上，
在那里粒子可由一个长条形探测器 D进行计算．

以较高动量在与上述相同的那些角度上从原点射出之粒子将遵循那些虚曲线轨道而不

能穿过在 A 处的那个窄孔．因此，这部仪器将选出一个小间隔的动量． 比起上述那第一种
谱仪的优点是：孔 A一一以及孔 A'一都可以作成环形孔，以便使在一个相当大的立体角

范围内离开了源的粒子都能够被接收到．来自源的大部分粒子都给应用上了——对于弱源

或为了十分精密的测量这都是一个重要优点． ' 

然而，人们对于这一优点毕竟付出了代价，因为需要一个大体积的匀强磁场，而这往往

p 
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仅对千低能粒子才是切实可行的．你会记起，造成匀强磁场的一种办法是去绕一个线圈于一

球面之上，以其面电流密度正比于该角度的正弦．你也能够证明，这同一事情对于一个旋转

椭球来说也属正确．因此这种谱仪往往是在一个木

（或铝）架上绕上一个椭球形线圈．所要求的一切就

是在每一沿轴距离上上的电流都相同，如图 29-4

所示的那样．

§29-3 静电透镜

粒子聚焦有许多应用． 例如，在一个电视显象

管中那些离开了阴极的电子都在显象屏上聚成一个

焦点-为了形成一个细斑． 在这一种情况下，人

们希望把所有具有同一能量但以不同初角射出来的＇勺
粒子都聚集在一小点上． 这一问题就象用透镜来把光聚焦一样，因而对粒子也会干这种相

应工作的那一类设备就也叫做透镜．

.. 

Ax 
图 29----,4, 在一个每一沿轴间隔血中有相等

电流的椭球形线圈里面所产生的匀强磁场

, 

' 

'·' 
乙
芝

b 

qE_/ V 、"----- __:-qE 

阳 29-5 静电透镜．这里所示的场线是“力线”，也即 qE 线

电子透镜的一个例子简略示如图 29-互它是一个其动作取决于两邻极间的电场的静电
透镜．其运用情况可通过考虑一条从左边进来的平行电子束会发生什么来加以理解．当各
电子到达a 区时，它们会感到一个侧向力分量而获得某一使其弯向轴心的冲力． 你也许会
想到，它们会在 b 区获得一个相等而相反的冲力，但事实却不是这样．当电子到达叭又时它
们已得到了能量，从而在 b 区停留的时间就较短．力还是一样，但时间短些，，冲力也就小些
了．在从 a 区进至 b 区时，就有一净轴向冲力，因而电子会弯向一个共同点．在离开了高电

压区之后，这些粒子又得到指向轴心的另一次冲击｀ 在 C 区的力是向外的而在 d 区的力则
是向内的，但粒子在后一区域里停留的时间较长，因而又再受到一个净冲力．对于离轴心不
太远之点，通过透镜时的总冲力与离轴心的距离成正比（你能否看出个什么原因来？），而这
正是对透镜式聚焦所要求的条件．

你能够用同样的论据来证明，无论该中间电极的电势相对于其他两极是正还是负，都会

有聚焦作用．这一种类型的静电透傥通常用于阴极射线管或某些电子显微镜中．
, 

§29-4 磁透镜

另一种透镜一一常出现在电子显微镜中——就是简略示如图 29-6 的磁透镜． 一块柱

形对称的电磁铁具有十分尖锐的圆形尖极而能在一小区域里产生一个非均匀的强磁场．

．一-- .. 
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一些沿竖向行动的电子在通过这一区域中时给聚焦了．你能够通过考察如图 29-7 所示的

有关该极尖区的放大图象而理解其机制，考虑以相对于轴线某一角度离开了源 S 的 a 和 b

两电子． 当电子 a 到达场的首部时，它被场的水平分噩所偏转以致离开了j你．但这时电子

将有一侧向速度，使得当它经过该强竖向场时会得到一个朝向轴心的冲力． 它的侧向运动

当离开场时便给该磁力所消除，因而净效应就

是一个朝向轴心的冲力加上一个环绕轴线的

“旋转＇，．作用于粒子 b 上之所有力都与此相反，
因而它也朝向轴心而偏转了． 在这图中，那些

发散出去的电子都被引导成走平行路线．这一

作用就象置一物体千透镜的焦点上一样．安排

在上游的另一个相似透镜则可用来把这些电子

再聚焦回一个单独的点上去，以便造成该 S 源

之象

图 29七磁透镜

一 ,--7

/ / 
仁---一

b'fa 
，一一一 7

/ 
/ 1 1 ,, 

/ ~- - __ ../ 
s 

图 29-7 在磁透镜中电子的运动

§29-S 电子显微镜

你们知道，电子显微镜能够“看见“光学显微镜所无法看到的非常微小的东西． 我们曾

在第一卷第二十章中讨论过由于透镜孔径的衍射使任一光学系统所遭受的一些基本限制．
_j透镜主径一一一名才． 如果透镜孔径从源点对向一个角度 20(见图 29-8), 则在源处的

源
图 29-8 显微镜的分辨本领

两邻点若其间距约略比

入
{j;:;j- -

还小，便不能看成两个分开之点，式中入为光之波长．用最优良

的光学显微镜， O 会接近于 90° 的理论极限，因而 8 约等于入，

即约为 F,~00 埃．
受从源点对向之角所限制 对于电子显微镜来说这同一限制也该适用，不过这里的波

长——对于 5 万伏的电子一一约为 0.05 埃．假如人们能够采用一个接近 goo 的孔径，就该

能看到相距只有一埃的一的两物体．由于分子里原子的典型距离为 1 或 2 埃，我们就该能5 
拍得分子的照片了．生物学会变得容易；我们该拥有关于脱氧核糖核酸结构的照片，那将是

多么重大的一件事情呵！今天分子生物学中大多数研究工作就是在琢磨出关于复杂有机分
子的形状．但愿我们能够看到这些分子！

可惜，迄今在电子显微镜中能够获得的最高分辨本领还只是接近 20 埃．原因是，还没

- - - .、- •.. 
．．．一. 心···•一』·-··•令-· ~. ·- .... • • 



第 29 章 电荷在电场和磁场中的运动 -as 

有人能够设计出一种具有大孔径的透镜． 所有一切透镜都带有＂球面象差＂，那意味着与轴

作成大角度的射线比起靠近轴的那些射线来其聚焦之点

不同，如图 29-9 所示． 通过特殊技术，光学显微镜的透

镜可以造成仅带有可忽略的球面象差，但迄今还没有人

能制成一种避免了球面象差的电子透镜．

事实上，人们能够证明，任何一种我们所曾经描述过

的静电透镜或磁透镜一定会有不可能加以消除的球面象

差量．这一象差一一和衍射在一起一—把电子显微镜的

分辨本领限制在目前的数值上．

我们所提及的那种限制不适用于非轴对称的或在时

间上不是恒定不变的那些电场和磁场．也许有朝一日将

会有人想出一种新型的电子透镜，它能够克服那种为简
单电子透镜所固有的象差．那时我们将能直接为原子们 图 29-9 透镜的球面象差

拍照了． 也许会有一天，化学中的化合物将能够通过考察原子位置而不是通过观察某些沉

淀物的颜色而加以分析！

-不清的象
, 

透镜孔径

s• 点泗

§29-6 加速器中的导向场l

在高能粒子加速器中磁场也被用来产生特殊的粒子轨道．象回旋加速器和同步加速器
那一类机器，会把反复经过一个强电场的粒子加速至
高能．粒子被磁场保持在它们的循环轨道中．

我们已曾见到，在匀强磁场中的粒子将在圆周轨
道上奔跑． 然而，这只有对于一个完全均匀的场才正

/ 确． 试设想一个在大面积上几乎均匀、但在某一区域
里会稍为强于其他区域里的 B 场._~ 若把一个动量为 p

的粒子放置在这样-个场中，它便将走一个几乎圆形

嘘彰较强 的轨道，其半径为 R=p/qB. 然而,.{£场较强一些的那

图 29-10 在一个稍为非均匀的 个区域里这曲率半径会稍为小点．轨道不是一个闭合

磁场中粒子的运动 圆周，但将在场中＂漫步”转移，如图 2炉10 所示的那

样． 如果我们乐意的话，就可以把这一个场里的小＂误差”认为是会产生一个附加的角度冲
击以便使粒子跳进一个新的轨道上去． 如果粒子要在加速器中绕行成几兆个圈子，则某一

种能倾向于保持各轨道全都靠近某一设计轨道的＂径向聚焦”就成为必需的了．

对于一个匀强场来说，另一种困难乃是粒子不会保持在一个平面上． 如果它们以一微

小角度开始一一或通过场中的任一微小误差给予了一个小角度一一它们便将跑一个螺旋路

线而最终会闯进磁极或到达真空室里的天花板或地板上．必须做出某种安排来避免这种竖
向潔移；场必须同时提供“竖向聚焦”和径向聚焦．

最初，人们会猜测到，通过使磁场跟着与设计路线中心的距离的增大而增大就可以提供

这种聚焦作用．于是，若有一粒子跑到较大的半径上去，它便将处于较强的磁场之中而被弯

回到其正碗的半径上来．如果它跑了一个太小的半径，则弯曲将会小些，因而又会朝该设计

半径返回．一个粒子，一旦以某一相对于该理想圆周的角度开始奔跑，便将在该理想圆周轨

•. . 

, 

. ·- ·-··-
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图 29-12 在一个具有小的负斜率的

磁场中粒子的径向运动

道上左右摇摆，如图 29-11 所示．这径向聚焦作用会保持粒子于该圆周路线附近．
实际上，即便使用想县的磁场斜率，也仍会有某种径向聚焦作用．这发生千当轨道曲率

半径的增大不会快过粒子与场中心的距离的增大时． 粒子轨道将会如图 29-12 所示． 然

而，若场的陡度太大，则轨道将不会回到该设计半径上来，将向内旋入或向外旋出，如图
29-13 所示的那样．

我们通常用”相对陡度”或堑塑塾九来描述场的斜率：
dB/B 

九石＝
吻/r . 

如果这一相对陡度大于一1, 则一个导向场便能提供径向聚焦．
一个径向的场陡度也将对粒子产生一些竖迥力．假设有一个靠近轨道中心处较强而在

L 
r 

, 

图 29-11 在一个具有大的正斜率的

磁场中粒子的径向运动

(29.2) 

IIIIIIIII 
1/ 

/
＼
』
－

至轨道中心
」. - - 一 1.:. ·-

'z: . 
l 

B 

-•..r- =上一,__ 
中间轨芷

I 
I 

B 
I 
I 

I .~ 

r 

图 29-13 在一个具有大的负斜率的

磁场中粒子的径向运动 '... 

图 29-14 从一个垂直于轨道的截面
上来看一个竖向导向场', 

．一，-心- -· 气--、-- .. - . ---- -- . - -
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外面较弱之场．那么一个垂直于轨道的关于磁场的竖向截面也许会象图 29-14 所示的那

样（对于质子来说，它们的轨道会从页面上指出来．）如果左边之场比起右边的较强，则磁

场线应如所示的那样弯曲． 我们可通过引用在自由空间里 B 的环流等于零的规律来了解

必然会是这样．若我们选取如图所示的那些坐标，则

(VxB)11=警－警=0,
或

oB元 oB.- = ·oz ox· 
由于已假定 oB./知是负的，就应有一个相等的 oll名/oz. 如果轨道的“标称“平面是一个在
B:.=0 的对称面上，则该径向分量比在这一个平面之上为负而在其下为正．场线就必须弯

曲成如图所示的那个祥子．

象这样的一个场将具有竖向聚焦特性．试想象一个质子多少是与该中间轨道平行但却
在其上面奔跑.B的水平分量将对它施一向下之力． 如果质子是在该中间轨道之下运动，
则力会颠倒过来．因此，就有一个朝向该中间轨道的“恢复力”．根据我们的论证，将有一个

竖向的聚焦作用，只要该竖座场随半径的增大而减小；但如果这一个场陡度为正，则将有一
“竖向的去焦”作用．因此，对于竖向聚焦来说，该场指数九必须小于零．上面我们已找出了
对于径向聚焦九必须大千—1. 这两个条件凑合在一起就给出一个总条件

(29.3) 

-i<n<O, 

若要把粒子维持在一稳定的轨道上的话．在回旋加速器中，极接近于零的九值常被采用；而
在电子回旋加速器和同步加速器中，则典型地采用忙=-0.6 的数值．

，今

§)29-7 交变陡度聚焦法 , 

象这么小值的九只会给出相当“弱＂的聚焦作用． 很清楚，一个有效得多的径向聚焦作
用该可由一个大的正陡度 (-n-::釭）来提供，但这时竖向力就将产生一个强大的去焦作用了．同
理，大的负斜率(n«-1)会给出一个较强的竖向力，但却会引起径向的去焦．然而，约十年

''-
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图 28--15 为使在水平方向上聚焦的四极透镜 i 图 29-16 为使在竖向上聚焦的四极透镜

- . -----
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前就已经认识到，一个在强聚焦与强去焦之间的交变力仍然会产生一个登的聚焦力来．

为解释交变陡度聚焦法是如何进行的，我们将首先描述一个四极透镜的运用规程，那是

基千同一个原理的． 试设想一个匀负磁场加于图为-14 的场之上，使其强度调整至在轨道

上的场为零．这合成场一一汉寸于与中立点间的小位移来说一会象图却-15 所示之场那

样．这样一种四极磁铁称为“四极透镜”．一个在中点之左或右（从读者一边看）进入到场里

来的正粒子会被推回中心． 如果这个粒子是在上面或下面进入的，则将被从中点推~ 这

是一个平行方向的聚焦透镜．如果这水平陡度被反转过来一—正如可通过掉转所有的磁极

而做到的那样一一则所有力的符号都将掉转过来，因而我们就有一个竖向的聚焦透镜，如图

29-16 所示的．对于这样一种透镜，场强——因而也有那焦聚力－一－会随着与镜轴的距离线

性地增大．

现在设想有两个这样的透镜串联

安放着．若一粒子从与轴心有某一水

平位移的地方进入场中，如图29--17(a)

所示，则它在第一个透镜中将被朝向

轴心而偏转．当抵达第二个透镜时，

它距离轴心较近，因而向外之力较小，

使向外的偏转也就比较小了．有一个

朝向轴心的净弯曲；巠些效应是在对

水平方向的聚焦作用． 另一方面，若

我们考察一个在进入场时在竖向上就

已偏离了轴心的粒子，则其路径将如
距离

图 29-17(b)所示．该粒子初时被偏转
竖向的去焦场

竖向杂焦场 以致座迂了轴心，但之后在较大位移
0>) 上到达那第二个透镜，在那里它会感

图 29-17 利用一对四极透镜而得到的水平聚焦和竖向聚焦 觉到一个较强大之力，因而被弯向了

轴心．净效应又再是聚焦作用．这样一对四极透镜独立地对于水平方向和竖立方向的运动

起作用一十分象一个光学透镜． 四极透镜被用来形成并控制粒子束，与光学透镜用于光

束上的那种方式十分相似．

还应该指出，一个交变陡度系统并不座全产生聚焦作用．如果陡度太大（相对千粒子动

量或两透镜的间隔来说），则净效应可能是一个去焦作用．你若设想图 29-17 那两个透镜的

距离要是增大了三或四倍，就会看清楚那可能是怎样发生的了．

现在就让我们回到同步加速器的导向磁铁上来． 可以认为，它含有一个加进于匀强场

上的交变“正”、“负＂透镜串联组．匀强磁场是用来把粒子平均弯曲成一个水平圆周的（对千

竖向运动不起作用），而该交变透镜组则是对于那些也许巳走错了路的粒子会起作用一一始

终把它们（在平均上）推向中间轨道上去．
有一套漂亮的机械模拟器，可以用来演示在“聚焦＂力与“去焦“力之间交变若的力竟会

发生一个净“聚焦“效应．试想象一副机械摆，它含有一根将重量固紧在其一端的坚固棒，悬

挂在一个被安排得由一部电动机驱动若的曲柄使其迅速作上下振动的支枢上．金玉＂的摆
会有覂土平衡位置． 除了正常的下垂悬挂位置外，该摆也有一个“向上悬挂＂着的平衡位置

离开轴心的
水平位移

。

水平方向聚焦场 水平方向去焦场

离开轴心的
竖向位移

。

(0) 

距离

: 
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. 
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图 29-18 一副配有振动支枢的摆，可以使位千

支枢之上的摆锤有一个稳定位置

\\\> 
沁 l

图 29-19 支枢的向下加速

会引起摆朝着竖向运动

摆锤高居于支枢之£! 这样的摆示如图 29-18.

通过下述论证我们能够看出支枢的竖向运动相当于一个交变聚焦力．当支枢向下加速

时，摆锤倾向于向内运动，如图 29-19 所示．当摆锤向上加速时，这效应就被反转．促使摆

锤恢复朝向轴线之力虽然在交变着，但其平均效应仍然是一个朝向轴线之力．所以这个摆

将会即绕恰在正常平衡位置对面的一个中立位置来回摆动．

当然，有一种容易得多的办法来保持一副摆倒悬着，而那就是把它巠查千你的手指之

上！不过你还可试一试，在同一只手指上平衡两根互为独立的棒！ 或者把你的眼睛掩闭着
．一___________•-·--_-a . __ -_-_._-_-_-__ -_ ----_•J 

而试图平衡一根粕 平衡含有对即将出现的错误进行改正的意思． 而这一般是不可能的，

倘若同时有几件东西都将发生错误的话．在一部同步加速器中有数以亿计的粒子同时在环

行，其中每一个都可能从某一不同的＂误差“出发． 我们刚才所述的那种聚焦作用将对它们

都有效．

§29-8 在交叉电磁场中的运动

迄今为止我们谈到了只在电场或只在磁场中的粒子．当这两种场同时存在时就会有某

些有趣效应．假设有一个匀强磁场 B 和一个电场 E 互相正交．凡垂直于B而出发的粒子

都将跑过一条如图 29-20 所示的那种曲线．（这是一条翌匣曲线，而丕是一条螺旋线！）我们

能够定性地理解这一运动．当（假定带正电的）粒子 飞

在 E方向上运动时，它会拾起速度，因而所受磁场弯 V,; 

曲的程度较小．当其逆着电场运动时，它丧失了速率， ---.... .,,,--

因而受磁场逐渐弯得多些．净效应就是它有一个沿

ExB 方向的平均＂漂移".

事实上，我们能够证明，上述运动就是由一个匀速

圆周运动加于一个以速率叩=E/B 进行着的侧向匀

速运动之上一一图 29-20 中的那条轨道就是一条旋轮线．

.. 
OB 

E . 

图 29-20 在交叉的电场和

磁场中一个粒子的路线

试想象一个以恒定速率向右运动
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的观察者，在这一个参照系上，我们的磁场会转变成一个新的磁场再捚圭一个塑迥工的电
场． 如果他具有那刚刚正确的速率，则他的总电场将为零，而他便将看到粒子是在兜着圈

子． 因此，垫但所看到的乃是一个圆周运动加上一个以漂移速率加=E/B 进行着的平动．

电子在交叉的电场和磁场中的运动就是壁垫管一一即用来产生微波能量的振荡器一一的基

础

关于在电场和磁场中粒子的运动还有许多其他的有趣例子一—诸如被陷入于范艾伦

(Van Allen) 带中的那些电子和质子的轨道——但可惜我们这里没有时间米一一讨论．

.. 
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30 
晶体的内禀几何

§30-1 晶体的内禀几何

我们已经结束了关于电磁基本定律的学习，现在要来学习实物的电磁性质了． 我们将

从描述固体一一即晶体一一开始． 当物质中的原子并不运动得太厉害时，它们都给绊住而

安排在一个拥有尽可能低能量的位形中．如果某处的原子已找到了一个似乎具有低能量的
图案，那么在别处的原子大概也会作出同样的安

排． 为了这些缘故，在一固体材料中我们便有一
种原子的重复性图案．

换旬话说，晶体中的条件是这样的晶体里某

一特定原子的周围环境具有某一种安排，而倘若

你在较远的另一处又看到一个同类原子，那么你

将会发现它的环境完全与前面的相同．如果你按

这同一距离再进一步离开而指取一个原子，你将

会发现条件又是完全相同．这图案将一次又一次

地重复一一这当然是在三维之中的．

试想象设计出一张糊墙纸一—或花布，或为

平面用的某一几何图案一—－你假定将有一个一次

又一次地重复着的设计单元，使得你可以组成一

个随心所欲的大面积，这就是将要在三维中求解

的品体间题的一个二维类比．例如，图 30-i(a)

显示一张常见的糊墙纸的设计图案．有一个在图

案中重复直至无穷的单元．这一种糊墙纸图案的 (b) 

儿何特性，若仅仅考虑其重复性质而不顾虑到花 ．图 ao-1 在二维中的一个重复图案

朵本身的几何图形或其艺术价值，则可用图的-1(b)来表述．你若从任一点出发，便可通过

沿箭头 1 的方向移过一距离叮而找到一个对旦点．如果是沿另一个箭头的方向移动一距离．

b, 那么你也可获得一对应点．当然，还有许多其他方向．比方，你可以从＂点跑至 B 点而达

到一个对应点，但这样的一步可认为是这样的一个组合，即沿方向 1 的一步，跟着又沿方向 2

的一步．这个图案的一种基本性质就是可以由达到附近同等位置的两个最短步伐来描述．

所谓“同等“位置我们指的是若你站在其中任一个位置上而眺望你的周围，你将会看到有如
你是站在另一个位置上所看到的完全相同的东西． 这就是晶体的基本性质．唯一不同之处

是，晶体乃一种三维排列，而不是二维排列；而其点阵的每一基元自然不就是那些花朵，而是

某些原子－—-也许是六个氢原子和二个碳原子一一在某个图案上的一种排列．晶体中原子

的图案在实验上可以通过 X 射线衍射而找到．以前我们就曾简略地提到过这一种方法，而

现在就不想再多赘述，除了指出对于大多数简单晶体和某些相当复杂晶体其在空间中的原
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子精密排列都已经被找到了这么一点以外．

晶体的内禀图案会在许多方面显示出来． 首先，在某些方向上原子的结合强度往往强
于其他方向，这意味着通过晶体中有某些平面会比其他平

面更易于裂开．它们被称为塑翌面．如果你用一小刀片劈
裂一块晶体，它往往会沿这么一个面破裂开来．其次，根据
晶体的形成方式，其内部结构还往往表现在其表面上． 试
想象晶体从一溶液中淀积而成．有一些原子会在溶液里漂
来漂去，而最后当它们找到一个能量最低的地方就淀积下
来．（这正如该糊墙纸是通过这样而形成的，即其中的花朵
漂来漂去，直到其中一朵偶尔漂到一个地方而给绊住了，之
后另一个又另一个花朵都给绊住，使得该图案逐渐生长起
来．）你将体会到，其中一些方向以与其他方向不同的速率
生长，因而长成某种几何形状．由于这种效应，许多晶体的

位） 外表就会呈现原子内部排列的某些特征．

例如，图 30-2(吩显示一块典型石英晶体的形状，它的

内部图案是六角形的．如果你严密地考察这样一块晶体，你
将会注意到，外面并不会形成一个很好的六边形；因为那些

边并非完全等长一一事实上，它们往往很不一致． 但在一
个方面石英晶体却是十分完美的六边形；两面间所形成之

@ 缆恰好是 120°. 很清楚，任一个特定面的大小只不过是在

(c) 

图 30-2 天然晶体： (a)石英；

生长中的一个偶发事件，但塑坚却是其内禀几何的一种表
象． 所以每一块石英晶体各有其不同形态，纵使在各该对

应面之间的角度总是相同．
一块氯化钠晶体的内禀儿何，从其外表形状来看，也是

很显然的． 图 30-2(b)显示出一块典型食盐的形状． 这种

晶体再不是理想立方体，但其表面间燮严格互相垂直．
一种更复杂的晶体是云母，它的形状示如图 30-2(0).

(b) 氯化钠； (c)云母 它是一种高度各向异性的晶体，并从这么一个事实就容易

看得出来，即如果你试图在一个方向（图中的水平方向）上拉断它，它表现出十分坚韧，但在
另一个方向（竖向）上就很容易把它撕裂开了．它常被用来获得十分坚韧的薄片．云母和石
英是两种含有硅的矿物．第三种含硅矿物实例则是石棉，它具有这么一种有趣性质，即容易

在两个方向上被撕开，但在第三个方向上就不是这样，它表现为十分坚韧的塾佳纤维．

§30-2 晶体中的化学键

晶体的机械性质显然取决于原子间的化学结合类型．云母沿不同方向的明显不同强度

取决于在不同方向上的原子间键联类型．无疑，你已经在化学中学到了不同种类的化学键．
首先，有离子键，正如我们对于氯化钠所曾讨论过的．粗略地说，钠原子已经丧失了一个电

子而变成一个正离子；氯原子则已获得了一个电子而变成一个负离子． 这些正离子和负离

子给安排在一个三维的跳棋盘上并由电力把它们互相维系在一起．
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共价锭——其中电子为两个原子所共有——则更为常见，而且往往十分坚强．例如，在

金刚石中，碳原子在所有四个方向上都有与其最近邻的共价键，因而这种晶体确实十分坚

硬．在石英晶体中，硅与氧间也有共价键，但那里的键

实际上只是部分共价．由千不具有电子的完全共有

性，那些原子便会部分带电，因而该晶体也就多少是离

子性的了．大自然并不象我们试图要使之那么简单就

那么简单；实际上，在共价键与离子键之间是有一切可

能的递次等级的．

糖晶体还有另一种结合方式．其中有由原子通过 \ X·AX 
共价键坚强地结合在一起的大型分子，因而每一分子

就是一个坚韧的结构．但由于那些强键联都已完全被 图 30-3 分子晶体的点阵

满足，就只有存在于各自分开的、各别分子间的相对微弱的吸引力了．在这种生主晶体中，

分子们好比会保持它们各别的身分，而其内部排列也许象图 30-3 所示的那样．由于分子间

并不彼此坚强地互相维系着，这种晶体就很容易破裂． 它们与诸如金刚石那种东西很不相

同，后者实际上是一个巨大分子，如果不破坏其坚强的共价键，就不可能在任何一处使其破

裂．石蜡是分子晶体的另一例子．

分子晶体的一个极端例子存在于一种象固态氪的物质中．在那些原子之间只有十分微

弱的吸引一一－每一原子是一个完全饱和了的单原子分子． 但在十分低的温度下，热运动会

十分小，因而微小的原子间力就足以引起许多原子都淀积成一个象一堆紧密聚拢起来的球

体那样的整齐阵容．

金属构成一个完全不同的物质种类．其键联属于完全不同的类型．在金属中，键联并

非在相邻原子间进行的，而是整个晶体的一个属性． 那些价电子并不是附属于一个或一对

原子而是为整个晶体所共有． 每一原子贡献出一个电子于公共的电子海中，而那些原子型

的正离子则驻扎在这一负电子海里．这个电子海把那些离子固结在一起就象某种胶质一

样．

在金属中，由于不存在任一特殊方向的特别键联，在结合上就不会有强的方向性．然

而，它ifJ仍然是晶体，因为当那些原子型离子被安排成某一明确阵列时其总能量最低一一尽

管这个从优排列的能量往往不会比其他可能的排列的能量低得太多．对于第一级近似来

说，许多金属的原子就好象是尽可能紧密地堆积起来的一堆小球．

x x 
x v^ v^ x x 

x x x 
x x 

§30--3 晶体生长

试想象地球中晶体的自然形成情况．在地球表面上有各种各样原子的一大堆混合物．

它们不断受火山活动、风和水所搅拌—一经常激起运动，并且互相混合．可是，由千某种诡

计，硅原子逐渐开始找到它的伙伴，并找到了氧原子，而形成石英．每次当一原子加进其他

原子之中而建立晶体时一一混合体就变成不混合了． 而在附近另一处，钠原子和氯原子又

会互相彼此撞到而建立起食盐的晶体来．

当晶体一旦开始形成，就只允许一种特殊类型的原子继续参加进去，这是怎么回事呢？

之所以会这样，乃由于整个系统正在寻找最可能低的能蜇． 一块正在成长中的晶体将接受

一个新原子，如果它行将使能量尽可能低的话． 但这块成长中的晶体怎么会包堂当一个硅

令. • •• 夕·• 烽··•·· 了;

~合~产 ....、
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原子一—或一个氧原子一一落在某一特定位置上就会得出最可能低的能量呢？这是通过尝

试法而做到的．在液体中，所有一切原子都在不断运动．每一原子对其邻居每秒约要碰撞
101s 次．如果它撞击在该正在成长的晶体的正确位置上，那它再跳出来的机会就会比较小，

倘若能量低下的话．在数以百万计的年期中通过不断以每秒 101s 次的时率作尝试，原子们

便会在那些它们发现能量最低的地方逐渐积累起来．最后，它们就长成一大块晶体了．

§30-4 晶体点阵

晶体中原子的排列一—晶体惑连一—可以取许多种几何形态．我们愿意先来描述标志

着大多数金属以及由惰性气体所形成的固体的那些最简单点阵．它们就是可在两种形式上

存在的立方点阵示如图 30-4(a) 的体心立方，与图 30-4(b) 的面心立方．当然，图上所示的

只是点阵中的一个立方；你要想象这种图案是在三维中无限制地重复着的．并且，为了使画

面比较清楚，只有原子的中心给描绘出来．但在一实际晶体中，原子更象是互相接触着的球

体．图中的实心球和空心球，一般说来，可以代表异类原子，也可代表同类原子．例如，铁在
低温时具有体心立方点阵，但在高温时则形成面心立方点阵． 在这两种结晶形式上其物理

(a) 
(b) 

图 30-4 立方晶体的晶胞： (a)体心立方； (b)面心立方
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图 30-5 建立一个六角密排点阵
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性质很不相同．

象这样的形式是怎样得来的呢？试设想你有一个要把球形原子堆积成尽可能紧密的问

题． 这里一种办法该是通过造成一个“六角密排阵势”中的一层，如图 80-5(心所示． 然后

你就会建成与第一层相似的第二层，不过在水平方向上作一些位移而已，如图 30-5(b) 所

示．此后，你还可放上第三层．但要注意！安放这第三层有两种显然不同的方式．若你通-_-_- - - -_ - _-- -

过放一个原子于图 30-5(b) 的 A 点上而开始那第三层，则这第三层中的每一原子就直接位

于底层的一个原子之上． 另一方面，如果你通过放一个原子于位置 B 上而开始那第三层，

则这第三层的原子将被置在恰恰是由底层的三个原子所形成的三角形的中心点上．任何其

他的初始位置都相当于 A 或 B, 从而就只有这两种安放第三层的方式了．

如果第三层有一个原子位千 B 点上，则这种晶体点阵就是面心立方—一不过是从一个

角度上去看的罢了． 似乎满有趣味，本来你是从一个六角开

始的，但到头来却得到一个立方． 可是要注意，若从角隅去

看，一个立方体就会有一个六角轮廓．比方，图 30书本来就

可以代表一个平面上的六角形或一个透视中的立方！

如果第三层是通过把一个原子放在 A 点上而迭加千图

80书(b)之上，则不会有立方结构，这个点阵此时只有六角对

称．很清楚，我们刚才所述的这两种可能性都是属千密排的．

某些金属一一诸如铜和银一一选择第一种可能性，即面

心立方．其他一一例如饭和镁一一－则选取另一种可能性；它

们形成六角晶体很明显，将出现哪一种晶体点阵，不能仅仅

取决千小球体的堆积，面必须部分地也由其他因素确定． 特

别是，这有赖于原子间力的轻微残存的角依存关系（或对于金

图 30七从一个角隅上去看，

这是个六角还是个立方？

属而言，则有赖于该电子池的能量）．你无疑会在化学课中学到所有这些东西的．

§30-5 二维对称性

我们现在愿意从内禀对称性的观点来讨论晶体的某些性质．晶体的一个主要特点是：

若你从某一原子出发而移过一个点阵单位以达到一对应原子，则你将再处在同一种环境中．
这是基本命题．但假如你是一个原子，也许还有另一种变化能够把你再带到同一种环境上

去一一这就是说，另一种可能的对称性．图 30-7(a)显示另一种可能的“糊墙纸型”设计（虽

则你可能从未见过）．假设我们要来比较 A 和 B 两点的环境．起初，你也许认为它们彼此相

同一—但又有点不同.o 和 D两点各相当于 A, 但 B 点的环境只有在经过了倒转、诸如在

一镜面反射中，才会象 A.

在这一图案中还有其他类型的“相当“点．比如， E 和 F 两点除了其中之一要相对于另

一点转过 90° 之外就都拥有“相同“环境．这一图案很特别．环绕着诸如 A 的顶点作一个

90° 的转动一一或 goo 的任一整数倍—一会再给出一个完全相同的图案．一块具有这种结

构的晶体在其外表看来该有四方角隅，但其内部则比一简单立方要稍为复杂．

现在已描述了某些特殊例子，让我们试来盘算晶体所能拥有的一切可能对称性．首先，

我们考虑在一个平面上该会怎么样．一个翌厘点阵可以通过两个所谓递基矢来给予下定

义，这两个矢量是从点阵中的一点指向两个覂巠返的相当点的．图 30-1 中那两个矢量 1 和

- ---



376 费曼物理学讲义（第二卷）

2 就是该点阵的初基矢．图 30-7(a) 中的 a 和 b 两矢量则是那里的图案的初基矢． 当然，

我们本来也尽可以用 -a来代替a,

或用 -b 来代替 b 的． 由千＂和 b

的大小相等并互相垂直，一个 90°

角的转动就会将＂变成 b, 并将 b

变成一”，这又给出同一种点阵了．

我们看到存在一些具有“四方”

对称性的点阵，而前面则已描述了

一种密排阵列，那是基于本来就具

有六边对称性的一个六角形上的．

对于图 30-5(a) 的那个圆圈阵列，

环绕任一圆心而作一个 6(1' 角的转

动将会把该图案转回到原来样子．

还有哪些其他类型的转动对称

性呢？ 比方，能否有五重或八重转

R 动的对称性？很容易看出那都是不

可能的．多于四边的唯一一种对称

性就是六边对称． 首先，让我们来

证明多于六重的对称是不可能的．

R 假设试图想象一种其中的两个等长

lb) 初基矢作成小于 60° 之角，如图
图 30-7 一个高对称性的OO案 30-S(a)所示的那样．我们必须假

定： B 和 0 两点各相当于 A, 而＂和 b 便是从 A 点至其相当邻点的两个垦悝矢量．但这显

然是错误的，因为在B 与 O两点间的距离比从 I 

其中任一点至 A 点的距离还要短．因此就应该 I 
I 

有一个与 A 点相当的、而较 B 点或 0 点都较 D I 
＿＿＿＿＿令一一一-..-一一一

近的 D 点邻居．我们本来就应当选取 b' 作为

我们的初基矢之一．所以两个初基矢所夹之角

必然是 60° 或更大．八角对称根本没有可能. ·• • - - - - - - A 

关于五重对称又怎么样呢？若我们假定该

初基矢＂和 b 具有相等长度，并且作成一个等

于加/5一 72° 的角度，如图 30-S(b)所示，那么

也就应有与 O 作成 72° 的 D 作为点阵中的一

个相当点．但此时从 E 至 D 的矢量 b' 还短于

b, 因而 b 就不是一个初基矢了．这样五重对称

就不可能存在．不致于使我们陷入这种困难中

去的可能性只有 0=60°, 90°' 或120°. 零度

或 180° 显然也都可能对上述结果的一种提

法是通过转动一个整圈（即完全不变动）、半
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图 ao-e (a) 多于六重的转动对称是不可能的；

(b)五重转动对称性也没有可能
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圈、三分之一、四分之一或六分之一圈，该图案能够保持不变． 而这些就是在一个平面上所

可能有的转动对称性一一总数为五． 如果 0一2元／九，我们就说这是一个“九重“对称性． 我

们还声称，一个”等于 4 或 6 的图案比起一个”等于 1 或 2 的图案要具有“较高的对称性,,• 

回到图 80--7(a)上去，我们见到这一图案具有一个四重的转动对称性．在图 80-7(b) 中

曾画出一个与图（心具有相同对称性的另一图案．那些象逗点模样的小图形是用来在每个

方块中定义该图案的对称性的一个不对称的东西．注意在相邻方块中的逗点都是彼此反转

的，因而晶胞比起每一方块就要大．假如没有那些逗点，该图案仍然会有四重对称，但晶胞

就会小些了．图 30--7 的图案也还有别的对称性．例如，对那些虚线 R-R 的反射会再现出

同一个图案来．

图 80--7 的图案还有另一种对称性．若该图案在 Y-Y 线上反射线向右（或向左）移过

一个方块，则我们将得到原来的图案．这 Y-Y 线称为＂滑移＂线．

这些就是在二维中的所有一切对称性．在空间里的对称操作中还有一种与在二维中的
180° 转动相当、但在三维中却是一个明显不同的操作．这就是旦塑．所谓反演我们意指从
某一原点［比方，图 30-9(b) 中的 A 点］作出的位移矢羞 R所指向的任一点被移至在-R 的

另一点上去

图 30--9(a) 的图案通过反演产生出一个新的图案，但图案 (b) 的反演又再现出那同一图

案． 对于一个二维图案来说（正如你可以从图上看出来的），通过 A 点对图案(b) 的反演与

环绕同一点作 180° 的转动相当．然而，假设通过想象将每一小逗点都各加上一个丛迟厘上
垄的“箭头”以便使图 80-9(b) 的图案变成个三维的图案．在经历了三维中的反演之后，

所有的箭头都将倒向，因而该图案就丕全再现．若我们分别用点和叉来代表箭头和箭尾，便
能造成一个如图 30-9(0)所示的那种呈壅图案，它是在反演之下丕对称的；或者造成一个象

图 (d)所示的图案，那就是直反演对称性了．注意，丕可能用转动的任一种组合来模仿三维
中的反演．

如果我们用刚才所描述的那些种类的对称操作来标志一个图案—一或点阵—一的“对

R 

(0) 
(b) 

\ 

(c) (d) 

阳 ao-s 反演对称性．若把 R 变成一瓦图案(b)将保持不变，但图案 (a) 却
将改变．在三维中，图案 (d)具有反演对称性而图案(c)则否

' 
.... 
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称性”，那么结果弄清楚，对于二维共有 17 种互为清晰不同的图案．我们曾在图 30-1 中画

.,..,-- - -; 乏7 出一个对称性最可能低的，而在图 30-7 中又画出一个对称性高--~---
I T / 的图案．把 17 种可能图案都弄出来的游戏将留给你们去玩玩．

-- 7 - -:."'』 在这 17 种可能的图案中，只有寥寥那么几种才用来制作糊
墙纸和织物，那是有点奇怪的：人们始终只看到那三、四种基本

图案．这是因为设计者缺乏想象力，还是因为许多可能的图案

都是不悦目的呢？

a 斜

• 

,,..-7一 -::='7
~-勹一了 I 

I I I 
I I I 
-r--.l ,, §30-6 三维对称性

迄今我们所谈到的都只是有关二维的图案． 然而，我们实

际感兴趣的却是三维中的原子排列图案． 首先，很明显的就是

一块三维晶休将具备兰企初基矢量． 这么一来，我们如果问起

在三维中的可能对称操作，则将发现共有 230 种不同的可能对

称性！为了某些目的，这 230 种类型还可归纳成七类，它们绘在

图 30-10 上．那对称最少的一种点阵称为三纽类．它的晶胞是

一个平行六面体．初基矢量的长度各不相同，而它们间的夹角

也不会有任何两个相同的没有任何转动或反射对称的可能．然

而，仍然会有两种可能的对称性一一即对于通过该顶点的反演

能使晶胞改变或不改变．［在三维中所谓反演我们指的又再是

把那些空间位移 R 由-R 来代替—一换句话说，就是从(ai, Y, 
z)变成(-a,, -y, -z).] 因此，三斜点阵就只有两种可能的对

称性，除非在那些初基矢之间存在某种特殊关系．例如，若所有

的基矢长度都相等并以相同角度分隔开，则人们便有那示如图

上的呈座点阵． 这一图形可以有一个附加的对称性；它可以通
过对该体内的长对角线的转动保持不变．

如果其中一个基矢，比如说 c, 垂直于其他两个，我们便会

得到一个巠性晶胞．一个新的对称性成为可能一一就是围绕着

C 转过 180°. 空挹晶胞是一种其中＂和 b两矢量长度相等而

其夹角则为 60° 的特殊情况，因而围绕着 C 所作的 60°, 或

120°, 或 180° 转动就都会重复该同一点阵（对于某些内禀对称

而言）．

如果所有三个基矢都互成直角，但各有不同长度，则将得到

一个匝容晶胞．这一图形在环绕那三条轴中任一条轴转过 180°

时都是对称的．对于其中三个基矢都互相正交而其中又有两个
彼此等长的四方晶体，则较高级的对称仍有可能．最后，还有立-_-_-_ -_ 
迈晶体，那就是所有晶体之中对称性最高的了．

酌 30-10 晶体点阵的七大类
关于对称性的全部这些讨论其要点在于晶体的内禀对称

有时会以巧妙的方式一表现在晶体的宏观物理性质中． 比方，晶体一般都有一个张

量电极化率． 如果我们用极化椭球来描写该张量，则应当预期某些晶体对称性也必然会表
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现在该椭球中． 例如，一块立方晶体相对于围绕三个正交方向中之一的 90° 转动都是对称

的．很明显，具有这么一种性质的唯一椭球就是圆球．因而立方晶体就必然是一种各向同
＿－－－＿－＿－＿－＿一_-_-_-_-_-_-_- __ 

性的电介质．_-_-_-_-_-_-_-_-_ - _-_ 

另一方面，四方晶体具有一个四重转动对称性．它的椭球就必定具有两个等长的主轴，

而其第三条轴则应与晶轴平行． 同理，由于正交晶体对三条正交轴都各有二重的转动对称

性，它的这些轴就必须与极化椭球的轴相合．与此相似，单斜晶体的其中二鱼轴应该平行千

这一椭球的三条主轴之一，尽管我们对其他两轴不能说些什么． 由于三斜品休不具有任何

转动对称性，其椭球就可以有任意的取向了．

正如你所能见到的，对算出各种可能对称性并将其与各种可能的物理张量联系起来，我

们可以进行一大场游戏． 刚才仅仅考虑了极化张量，但对于其他张量一一比如弹性张量
事情就会变得更加复杂． 有一门称为“群论”的数学分支就是与这些课题打交道的，但

运用常识往往也能得到你所需要的．

§30-7 金属强度

我们已经说过，金属通常具有一种简单的立方晶体结构；现在要来讨论它们的力学性质

那是与这一结构有关的． 金属一般都十分“柔软＂，因为很容易将金属晶体中的一层在

另一层上滑动，你可能会认为：“那是滑稽可笑的；金属很强硬嘛．“这可不然，金属巠亚是可
以很容易扭歪的．

(a) (b) 

图 30-11 晶面滑移

假设我们考察受一个切力所作用的晶体中的两层，如 30-11 的简图所示． 起初你也许

会想到，整层原子该抵抗运动直到所施之力大至足以推动整层以“爬

过该丘陵”，从而向左移过一个山峡．尽管滑移的确会沿一个平面发

生，但实际却不是那样干的．（假如是那样干的话，你该算出金属比

实际的要强硬得多．）实际发生的更象是每次只有一个原子在动；首

先左边那个原子跳了过去，然后又轮到第二个、第三个等等，如图

30-11(1>)所示．事实上，是在原子间的那个空位迅速跑到右边，而净

结果则是整个第二层都已移过了一个原子间隔．滑移就是这样进行

的，因为每次要把一个原子抬高过一个隆起处所需的能量远低于要

把整排原子都抬起来． 一旦力足以发动这一过程，其余的就进行得
非常快了．

结果弄清楚的是：在一实际晶体中，滑移将在一个平面上重复发

生，然后就在那里停顿下来，却又在某另一个面上开始．之所以会开

始和停止滑动的一些细节十分神秘莫测． 事实上，前后接连发生的

滑移还往往有相当均匀的间隔，这就很奇怪了．图 30-12 显示一块
图 30-12 铜的一块小黑

细长的铜晶体在受到拉伸后的照片．你能够看到滑移发生的那些不 体在受拉伸之后的照片

. -·-···..... 
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伺平面．

如果你取一根其中存在一些大晶体的细锡线并把它拿到耳边，拉挽它时，则那些个别晶
• • 1. I 面的突然滑移会很明显．当那些滑移面一个接着一

个地猛跳至一个新的位置上去时，你会听到一大堆

滴咯声．

在一排原子中出现一个“空位”的问题也许比按

照图 30-11 所示的那样会较难于实现．当有更多的

层次时，情况就必然会有点象图 30-13 所示的那样．

晶体中这样的一种不完整性叫做怪壅．推测这种位

错或是在晶体形成时就存在，或是在其表面某些切

口或裂缝处产生，一旦它们产生了，就能够相当自由

地在晶体里移动．由于大量这样的位错的运动就形

成了宏观的畸变．

图 30-13 晶体中的一个位错 位错能够自由运动一一－这就是说，它们要求极

少量的额外能量—一只要晶体的其余部分都具有完美点阵． 但位错可能会给＂绊住＂，如果

它碰到晶体中别种缺陷的话．若要位错通过这么一个缺陷需要很大能量，则运动就会停歇．

这恰好就是赋予丕苤覂金属晶体以强度的机制． 纯铁本来很软，但一个微小浓度的杂质原

子就可以引起足够多的缺陷来有效地束缚住位错．正如你所知道的，钢基本上就是铁，却十

分坚硬．要造成钢，小量碳质溶解在铁熔体中；如果这熔体迅速冷却，碳便会淀积成小粒，在
晶体里引起了许多微观畸变．位错不能再到处移动了，

因此金属就坚硬起来．

纯铜十分柔软，但可以进行“加工硬化”． 这是通过

锤打或弯来弯去而做到的． 在这一种情况下，许多新的

各种位错形成了，从而彼此互相干扰，减低了它们的可动

性．也许你曾看过这样一种把戏，取一条“极软＂铜带轻轻

地将其弯曲成围绕在某人腕上的手铜．在这一过程中，

铜燭受到加工硬化，便不能轻易地再被伸直！象铜这样 乒 图 30-14 螺型位错

受过加工硬化的金属，可以通过在高温上退火面再变软． 原子的热运动把那些位错都”褽

平”了，并再形成一些大块单晶．我们迄今仅仅描述了那种所谓堕蔓位错．还有许多其他种

类其中之一就是示如图 30-14 的那种塑型位错． 这种位错通常在晶体生长中起着重要作

用．

§30-8 位错与晶体生长

长期以来一个重大难题就是晶体可能怎样生长．我们已描述过每一原子也许是在经过

了反复试验之后才决定是否最好加入到晶体阵容中去．但这就意味着每一原子应当找到一

个能量低的地方．然而，被置在一个新的面上的原子只会由处于其下的一个或二个键来把它

结合，而不会拥有与被置在一个角落里受到三面原子所包围那样而拥有的相同能量． 假设

我们想象一块正在生长的晶体作为如图 30-15 所示的一堆木块．若试图把新的一块放置在

比如 A 的位置上，它将仅仅拥有最终该得到的六个邻居中之一． 既然缺少那么多的键，它

... ··-·-- . 
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的能量便不会很低． 但若放在位置 B 上那就会好得多，那里已具备全部键联的一半份额．

晶体的确是通过把新的原子附着在象B 那样的位置上而生长起来的．

图 30-1!5 晶体生长 图 30-18 一块曾围绕着一个螺型位错而生长起来的石蜡晶体

然而，当这一行结束了又将如何呢？要重新开始另一行，一个原子在停留时只能与两边

接触，而这又不太可能了．即使真的是这样干，当全层结束了又该如何呢？怎能开始一个新

的层呢？一个答案是晶体喜爱在一个位错上生长，比如围绕一个如图 30-14 所示的那种螺

型位错．当一些块块加到晶体之上时，总会有其中保存着三个可资用的键的地方．因此，晶
体喜欢同插进去的位错生长在一起．象这样的一种螺旋型生长示如图 30-16, 那是一块石蜡
单晶的照片．

§30-9 布喇格－奈伊模型

我们当然不能见到各别原子在晶体中所经历的过程．并且，正如你现在所认识的，有许

多复杂现象是不容易作定量处理的劳伦斯·布喇格(Lawrence Bragg) 爵士和 J. F. 奈伊

(Nye) 曾想出一种方案来造成金属晶体的模型飞这种模型能以令人惊奇的方式表现出许多
据信是在实际金属中发生的现象．

．原书复制了这个模型的原来文献 (Pro玄di九fP of 加 Royal Soc财yof 心志on, Vol. 190, September 1947, pp. 

474~481). 由于此附件过千繁复，没有译出．一一译者注



31 
张量

§31一1 极化张量

物理学家总有这么一种习惯，即取任何现象的最简单例子而称之为＂物理学”，把那些更

复杂的例子则留给其他学科一—诸如应用数学、电工学、化学、晶体学等一一去打交道．甚

至固体物理就儿乎只算得半个物理学，因为它对一些特殊物质关心得太多． 所以在这些讲

演中我们将常常漏掉许多有趣的东西． 例如，晶体一一或大多数物质一一的重要性质之一
就是它的电极化率在不同方向上各不相同． 如果你在任一方向上加一电场，那些原子电荷

将会迁移一点点而产生出一个电偶极子，可是这偶极矩的大小在很大程度上却取决于场之

方向．当然，这是相当复杂的东西．但在物理学中我们往往通过谈及极化率在一切方向上

都相同的那一种特殊情况而开始，目的在于使生活较容易过．其他情况则都留给别的部门．

因此，在这一章中将要论及的东西，对于我们今后的工作来说就都完全不需要．
张量数学对于描述性质随方向而变的那些物质特别有用一尽管这只是其用途的一个

方面． 既然你们大多数将不会成为物理学家，但将会进入各种事态都会严重地与方向有关
的突匣世界中，你们迟早就都要用到张量．为了不使遗漏任何东西，我们即将描述张量，那
怕不十分详尽也罢．现在要求你们有对物理学处理已达到完整地步的那种感觉．比方，我
们的电动力学足够完整——正如同任一电磁学过程，甚至研究院课程那么完整． 我们的力

学不够完整，因为当过去学习力学时，我们还未曾达到数学论证那样高的水平，因而不能讨

论象最小作用原理、或拉格朗日函数、或哈密顿函数、等等那类课题，这些都是描述力学的覂

优秀方式．然而，除了广义相对论之外，我们确已有了一整套力学皂豐．我们的电磁学是完
整的，而一大堆其他东西也很完整． 自然，量子力学还谈不到—一我们得留一些东西在后

头．可是，你至少应该懂得张量是什么．

我们曾在第三十章中强调过，结晶物质的特性在不同方向上是不同的一—畴我们说它们

是各向异性的． 感生偶极矩随所加电场的方向改变而改变，只是一个我们将用之作为张量

范例的例子．让我们讲，对于某一给定方向的电场，每单位体积的感生偶极矩 P与这外加电

场 E 的强度成正比吧．（如果E不太大，这对于许多物质来说都是个很好近似．）我们将叫

这一比例常数为 o.*. 现在要来考虑＂取决于外加场方向的那类物质，诸如象方解石那样的

晶体，当你望穿它时会看到双象．

假定在某一特定晶体中，我们已发现在 Z 方向上的电场 E1 会在该方向上产生一个极

化强度 P1. 然后又发现在 g 方向上有一个与 E1 同等里座的电场比却在 g方向上产生一

个不同的极化强度 P:.. 如果我们把电场置千 45° 角上又将如何呢？噢，那是沿＂与沿 g 两

种场的迭加，因而极化强度 P便将是 P1 与 PSl 的矢量和，如图 31-i(a)所示．极化强度不

再与电场同向了．你可以看出这或许是怎样得来的吧．可能有些电荷很容易上下移动，但

．在第十章中，我们曾按照通常惯例并写出 R气吓且而称认＇心炉）为“电化率“．这里采用一个单独字母将更方便．

所以就把硒写成＂．对于各向同性的电介质来说，＂一（％一1)句，其中％为介电常数（见 §lo--4 节）．

•• ·- •• 重干 • • 一一. • •• • , . 
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对于侧向运动则很僵硬． 当力施千 45° 角时，那些电荷就会向上动得比向右多些．位移并

不沿外力方向，因为其中有非对称的内在弹力．

当然，对于 450 并没有什么独特意义． 晶体的感生极化强度丕在电场的方向上是登塑

正确的．在上述例子中，我们碰巧对千＂和 g 轴作了一个侥幸选择，即对该两轴来说 P都

沿着 E. 要是晶体相对于坐标系有了转动，则在 g 方向上的 E2 就该产生一个含有＂分量

也含有 g 分量的极化强度 P. 同理，起因于＂向的电场的极化

强度也该有 m 和 g两分量．那么极化强度就该如图 31-1(b) 所 乓

示的那样，而不再象（吟那种模样了．事情变得较为复杂—一但

对于任一个场 E 来说， P的岑尘仍然正比千 E 的大小．

我们现在要来处理晶体相对于坐标系有任意取向的那种普 2 
p 

遍情况． 沿＂方向的电场将产生一个具有 a;,'!I 和 z 各分量的

极化强度 P； 我们可以写出

. . P.==a..E七， P广屯尸队， p尸aallll沁. (31.1) 

这里我们正在申述的一切就是：若电场是在汇方向上，那么

极化强度不一定要在同一方向，而是含有 a;,'!I 和 2 各分量

每个都正比于E•. 我们分别称这些比例常数为己”“妇和～ E2 
（第一个字母告诉我们所牵涉到的是哪个分量，末一个字母则表

明电场的方向）．

同理，对于一个沿 g 方向之场，我们可以写出

P,, 一心趴， P,,=a1111趴， P.=a.,,E11;

而对于一个沿 z 方向之场，则有

P.=a. 且, P,=ac""且， P.==a.E.. (31.3) 
原来我们巳经说过，极化强度线性地依赖于场，因而若有一个兼 图 31-1 在一块各向异性的晶
有矿和 g 分最的电场及则合成P的石分量便将等于式(31.1)

体中．极化强度的矢量加法

和 (31.2)的两个比之和．如果 E 拥有沿幻， Y, 和 z 的各分量，则其合成 P之分量就将等
于式(31.1), (81.2), 和 (31.3) 的三个贡献之和．换句话说， P将由下列诸式给出：

p~ 气压此十a.,,E11+a..玑，

P, 
E I 

(0) 

(31.2) 
E1 

{b) 

P11=a11立+a11名+a11z砒 (31.4)

. P.==a...E计a.,E11+a..玑．

于是晶体的介电行为就完全由这九个量 (a...,, ~'_a-, a118, …）来描述，我们可用 a., 这

个符号来作代表．（每个下标心和 i 各代表三个可能字母 a;, 11, 和 2 中的任一个．）一个任意

电场E可以分解为其分量 E., 丑ti> 和趴；从这些我们就能够用叩来找出凡， P, 和 P., 把

它们合起来即是总极化强度 P 了．由这九个系数砌构成的一组数称为座堂一在本例中，

即指极化张最． 正如我们说那三个数值(E., E11, E.)会“形成矢量 E"一样，我们也申明这

九个数值（今., a.,, …)会”形成张量 a,/'.

§31-2 张量分量的变换

你知道，当我们改变到另一个坐标系矿，扩， z' 上去时，E矢量的分量 E雾， E11', 和趴，将

完全不同-P的生垦也是如此．所以对于不同坐标系，系数~,将不相同事实上，你可

、•-·•--··- ·< -矗<、/
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以通过按照适当办法改变 E和 P 的分量来看出那些 a 为何必然会改变，因而如果我们在

该新坐标系上描述同一个物理电场，就仍应得到同一个极化强度．对于任一个新的坐标系，- - _-_ -_-_ - - ----
P,,, 是 P., 凡和凡的一个线性组合：

P,,,=aP雾+b凡+o比，

而对于其他各分量也是如此．如果你利用式(31.4) 由那些 E 来代替凡， P11, 和 P., 则可获

得

P,,,=a(a.,., 趴+a,.~E11+a.此) +b(a尸丛+a11.,,·队+·..) +o(a.. 比+·..+…). 

然后再用 E听， E11 和 E旷来写出瓦，址和巫；比方，

E.,=a'E,,,+b'Ev+c'E.,, 

式中 a', b', d 与 a, b, o 有关，但彼此不相等．因此你就有了以分量 E牙， Ev 和趴，来表达

凡的式子；也就是说，你已有一套新的°"· 这一步骤相当繁复，但却十分直截了当．

当我们谈论改变坐标轴时，是在假定晶体在窒匣呆着不动．若晶体垦登坐标轴转动，那

些”就该不会改变．反之，假如晶体的取向相对千坐标轴变了，我们就该有一套新的 a. 但

如果这些 a 对千晶体的佳二取向为已知，则对于任一其他取向就都可以通过刚才所述的那

种变换而找到． 换句话说，晶体的介电性质可以通过给出相对于一任意选定的坐标系的极

化率张量凸j 而作出客塾的描述．正如我们能够把一矢量速度 V=(也为，心联系到一个

粒子上去，如果知道了当坐标轴改变时这三个分量将按照某一特定方式改变的话，所以对于

晶体来说，我们也将给它联系上它的极化张量 ai,, 这九个分量将按照某一规定方式变换，如

果坐标系改变的话．

式(31.4) 中所写出的有关 P 与 E 的关系可以写成一个更简洁形式：

P,=~ai凡， (31.5)

式中默认 6 代表亿， g或 z, 而在求和符号中的 j 则取 j=x,'Y 和 z 的． 为了与张量打交道，

已经发明了许多种独特记法，但每一种记法只对于某一有限种类的问题方便． 一个寻常惯
例是去删掉式(31.5) 中那个求和符号(~). 而留下一个塾~: 每当同一个下标（这里是 j) 出

现两次时，就要对它求和．既然我们对张量将用得那么少，就无需去关心采用任何这一类的
独特记法或规则了

§31-3 能量椭球

现在要来取得有关张量的某些经验．假定我们提出这么一个有趣问题：要使晶体极化

所需的能量（除了我们所已知道的在每单位体积电场中就有和沪/2 这么多的能量以外）若

干？暂时考虑那些正在发生位移的原子电荷．要使电荷移过距离如所作之功为 qE,k, 而

倘若每单位体积中共有 N个电荷，则所作总功便是 qE,,N血．但 qN血又是每单位体积中

的偶极矩变化 d凡，因而单位体积所需的能量就是
E扭．．

把对于场的三个分量之功都合起来，就可得每单位体积之功为

E•dP_ 
由于 P之大小正比千 E, 因此在使 P从 0 增大至 P时对每单位体积所作之功就是对
E·dP的积分．把这个功叫做必，就可写出

督由电场仁圭极化而作之功，不应与一永偶极矩九的势能一Po•E 互相混淆．

._,_噙,, 书，一
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Up=-E•P=-~E尤．2 2 , 
(31.6} 

现在可以根据式(31.5)用 E 表达 P, 因而有

Up'""! 心~~出必. (31. 7) 

这能量密度 Up 是一个与坐标轴的选择无关的数值，因此是一个标量．这样，张量便有这么
一种性质，即当它对其中一个下标（即对一矢量）求和时，会给出一个新的矢量；而当它对覂

个下标（即对两个矢董）都求和时，则会给出一个标量．-_-_- - -

砌这个张量实际上应称为“二阶张量”，因为它有两个下标．矢量一一带有二企下标

是一阶张量，而标量－—一完全没有下标一一则是零阶张量． 因此我们讲，电场 E是个

一阶张量而 Up 则是个零阶张量．有可能把张量的概念推广到三个或四个下标，因而形成了

高于二阶的张量．
极化张量的下标取遍三个可能的数字一一这是三维中的张量．数学家会考虑在四维、

五组或更多维中的张量． 我们已在对电磁场的相对论性描述中采用过一个四维张量 F叮

（第二十六章）．

极化张量凶具有一个有趣性质，即它是对座的，这就是说， 0.:,,11=今雪，而对于任一对下

角标都是如此．（这是实际晶体的一种堑壅性质，而对于一切张量并不一定都如此．）你可以

通过在下述循环中计算晶体的能量变化而自己去证明那必然是正确的：(1)加一电场于立方
向上； (2)加一电场于 g 方向上； (3)座叁沿引向之场； (4) 除去沿 g 向之场．现在晶体已回到

原来出发时的那个状态，而在极化过程中所作之净功就必须回到零了．然而，你能够证明，
要此事兑现，呫必须等于心．当然，这同一种论证也可授给 a.., 等等．因而极化张量是对

称的．

这也就意味着，极化张量可以通过只测量在不同方向上使晶体极化所需的能量而加以
测定．假设我们加上一个只有矿和 g 分量的 E场；那么按照式(31.7), 就有

Up=一［今驾+(~+a归）E多E11+a1111房］．2 
(31.8) 

仅用一个此场，就可以测定 O.,,.,; 仅用一个巫场，则可以测定 "wl 若同时用此和 E,, 两者，

还可得到由带有（妇+a11.,) 这一项而引起的附加能

量 既然呫与幻怎相等，这一项便是 2cis11, 并且可

与该能量联系上了．

(SL~)的能量表式具有一种漂亮的几何解释．

假设我们问起对应于某一鱼座能量密度一一比如说

均一一该有什么样的比和趴之场．那恰好就是求

解下列方程式的数学问题：

妇咕+2a.u此坞＋吐鸟=2构．

这是一个二次方程，因此如果我们把瓦和玑画成
曲线，则这一方程之解便是在一个椭圆上的所有各

飞＾

Eic 

点（图 31.2). (它必须是个椭圆，而不是一条抛物 图 31-2 提供恒定极化能的矢

线或双曲线，因为对于任何一个场来说能量总是正 量 E一 (E.,, 均）的轨迹

的而且又是有限大的．）具有分量 E.~.队的矢量 E可以从该椭圆的原点画出来．因此，象

-一... - - --- -
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这祥的一个“能量椭圆”就是使极化张量”形象化”的一种巧妙办法．

如果我们现在推广至包括所有三个分量，则所需在佳二方向上给出单位能扯密度的电

场矢量 E就能提供在一个椭球表面上的一点，如图 31-3 所示．这个恒定能量椭球的形状

。 唯一地标志着该极化张量．

原来椭球具有这么一个有趣性质，即它总是可以通过给出

三个“主轴”方向以及沿这些轴的椭圆直径而加以描述的．“主

轴”就是该最长直径与该最短直径的方向以及与此两者都正交

的另一方向． 它们在图 31-3 上即是由 a, b 和 C 三条轴所标明

的．相对于这些轴，椭球就有一个特别简单的方程

~<lo五+a1>i,巩+aco跷=2构．

图 31-3 极化张量的能量椭球 因此，相对于这些轴，这个介电张量就只有三个不等于零的

分量：如， lli1>1> 和 aoo. 这就是说，不管晶体如何复杂，总能够选取一套坐标轴（不一定是晶体

本身的轴），在其中极化张量只有三个分量．用这样一组轴，式(31.4)便简单地变成

Pa=aoo玑， Pb=(X, 肋趴， P。 =aaoEo. (81.9) 

一个沿任一条主轴的电场将产生一个沿该同一轴的极化强度，当然这三条轴的系数则可以

彼此不同．

人们往往对张量这样来描述，即把那九个系数罗列在一个方括号内：

＂口 a.,,, a.,. 

Op aw a,. 

”“”“ 对于主轴 a, b 和 0 来说，只有那些对角线项才不等于零；

的＂．整个张址为

“”。。
0 ab! 

。。知

(31.10) 

这时我们就说，“张量是对角线式

(31.11) 

重要之点在于，任一极化张量（实际上，在任一数目的维中凡属于二阶的任＿一对称张量）都可
以通过选取适当的一组坐标轴而置千这一形式上．

若在对角形式中的极化张撒的三个元素都彼此相同，即如果

aaa=吟＝知=a, (31.12) 

则该能量椭球便会变成一个圆球，极化率在所有方向上都一样．这种材料是各向同性的了．

在张量记法中，

式中如为单位张量

当然，这意思是：

a.,= 必,,,

1 0 0 

。

0 0 1 

a,,=1, 若仁j;

a,,=o, 若汪;.

(31.13) 

(31.14) 

(31.15) 

这个 a,1 张量通常称为“克朗内克 (Kronecker) c)". 你可以这样来自已取乐：通过证明若把
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坐标系改变成任一其他的直角坐标系，则张量(31.14)仍然具有完全相同形式． 式(31.13)

的极化张量会给出
P,=a~a., 坠=aE.,

这个式子具有关于各向同性电介质的与我们那个古老结果

P=aE 
相同的意义．

极化椭球的形状和取向有时可与晶体的对称特性联系起来．我们曾在第三十章中说

过，属于三维点阵的共有 230 种不同的可能内部对称，而对于许多目的来说，它们可以按照

晶胞的形状方便地归纳成七类．现在这极化椭球就应该分享晶体的这些内禀几何对称了．
例如，三斜晶体具有低级对称一—其极化椭球将有互不等长的轴，而每一轴的方向一般都没

有与晶轴排成一线． 另一方面，单斜晶体具有这样的特性，即如果晶体对其中的一轴转过
180°, 它的性质不会改变．所以在经过了这样一个转动之后该极化张量应仍然相同．结果

是，极化椭球在经过了这么一个 180° 转动之后就必须返回到其本身上，这只有在该椭球的

一根轴与晶体的对称轴的方向相同时才能发生． 除此之外，这个椭球的取向和大小都不受

到限制．

可是对于正交晶体，该椭球的诸轴就必须都对应于各晶轴，因为围绕三轴中任一轴的

180° 转动都将重复同一点阵．如果我们进到四方晶体，则该椭球必须具有那同一种对称，

因而就必然会有两条相等的直径．最后，对于立方晶体来说，椭球的所有三条直径都必须等
长；它已变成了一个球，而晶体的极化率在所有一切方向上就都相同了．

对晶体的一切可能对称性算出各种可能有的张量类型来将是·一场大型游戏，这称为“群

论”分析法．但对千极化张量的那种简单情况，要看出其中关系应该会怎么样，还是相对容

易的．

§31-4 其他张量；惯性张量

还有许多其他张量例子出现在物理学中．比方，在金属或任一种导体中，人们经常找到

电流密度 j近似地正比于电场且该比例常数称为电导率 CT:
;-...uE. 

可是，对千晶体来说， j 与 E 的关系就比较复杂了；电导率井非在所有一切方向上都是一样

的．这电导率乃是一个张量，因而可以写成

j, =~a,JEJ. , 

关于物理张量的另一个例子是那转动惯量．在第一卷第十八章

中我们曾经见过，一块固体对某一固定轴旋转时就有一个与o成正

比的角动量 L(而我们叫这个比例因数为 I, 即转动惯量）：

L一Iw.
对一任意形状的物体，转动惯量与物体相对于转动轴的取向有关． 八

例如，一块矩形板对于它的三个正交轴的转动惯量就各不相同． 原 --
图 31-4 一般说来·,一

来角速度 0和角动量 L两者都是矢量．对于环绕每一根对称轴， 块固体的角动量L并不
它们彼此互相平行． 但如果对于三条主轴转动惯量各不相同，则一 平行于其角速度”

般说来， 0 和 L 就不同在一个方向上（图 31.4). 它们以类似于 E和 P 的关系式互相联系
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着．一般说来，我们应当写出

L.,=I.,.c. 心十 I,,v叩+I.c如

L11=I11吵.,+I11处11+I11.w., (31 t6) 

L.=I己心十I砂11+I孕忙

这九个系数称为惯性张量． 按照与极化方面的类似性，对于任一角动量的动能应为角速度

分量 w.,, W11 和少的某一二次型：

KE=-~I砂西．2 ,, (31.17) 

我们可利用能量来定义惯性椭球． 并且，关于能量的论证也可用来证明该张量是对称的

即 Iii=I儿

若一刚性物体的形状为已知，则该物体的惯性张量便可以算出来． 我们只须写下在该

1 
物体中所有粒子的总动能．一个质量为叨而速度为勺的粒子具有动能一叨护，而总动能就2 

不过是遍及该物体中所有各粒子的这个和

~-叨泸
2 

罢了．每一粒子的速度 o 与整个固体的角速度w有关．现在假定，物体是在绕我们认为固
定不动的质心旋转．那么，若 r 是一个粒子从该质心量起的位移，则其速度 0 就要由 a,xr

给出．因此总动能为
1 .. KE=~-仇(wxr) 气，
2 

(31.18) 

限前必须做的就是用吵，。11, w. 各分量和亿，'!/, z把 c;.,X'T 写出，并将这一结果与式(31.17)

作一比较；通过验明各项以找出 I,,. 在进行代数运算时，我们写出

(wxr)2=(wxr)扫 (Cd X r)扣 (wxr)仁 (w11z-w.y)耳（吵正飞心）耳 (w,,y一吟a:)•

=+w沪-2w必勾＋必护+w沪-2吵吩四十o沪＋必沪-2w.,w,y尤十。古．

对这一方程乘以叨/2, 遍及所有的粒子求和，并同式(81.17)作比较，我们见到，例如 I.., 是

由下式给出的：

Iu=l:m(护＋泸）．

这就是我们以前（第一卷第十九章）曾经得到过的关于环绕少轴的物体转动惯量公式．由于

户＝吐＋护＋式也可将这一项写成

七=~仇(,r2-护）．

算出所有其他各项，该惯性张量便可以写成

2彻(lf"ll_ 沪） -~may -~ 叨如
1,,=1 -~ 呵X ~ 叭产一护） 一2叩 I• 

-~ 叨动 一2叨叨 2叨(r:a-z1)

如果你乐意的话，还可以按“张量记法”写成

(81.19) 

I,,=~ 仇(r讥－们吩， (31.20) 

式中,,.｀是某一粒子的位置矢量的 (x,'!I, z) 分量，而 2 则意味着对所有粒子求和．于是转动

惯量就是一个二阶张量，其中各项代表该物体的一种属性，并且通过下式将 L联系到“上

去：

、- • -、一 ·- .... •··• •' 
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L, 一~I,钙．
j 

(31.~1) 

对于不管什么形状的任一物体，我们都能够找到该惯性椭球，从而找到三个主轴．对千

这些轴来说，该张量将是对角的，所以对于任一物休就总共有三个互相正交之轴，绕这些轴

角速度与角动量互相平行．它们称为惯蜇主轴．

§31-5 叉积

我们应当指出，从第一卷第二十章我们就已经应用过二阶张量了．在那里，我们曾通过

下式定义一个“在一平面上的转矩＂，诸如石：

石=XF11-yF.,.

推广到三维中去，可以写成

石，＝叮此一叮凡. (31.22) 

劝这个量就是一个二阶张量． 要看出这是真的，一种办法就是通过把 1:'11 同某一矢量相结

合，比方说同单位矢量相结合，按照

~T的·

如果这个量是一生覂，则劝必然会按照张量变换一—－这是我们关于张量的定义． 把有关

""''的式子代入，便得
2 切吁=~,r,F扣一三吓，尤=,,.,(F•e) - (r•e)F,. 

由于那些点积都是标量，右边两项便都是矢量，而它们之差也是一样．因此 T1J 就是一个张
量．

但 -i-,, 是一种特殊类型的张量；它是反对称的，即_-_ - - _- __ -

-r:,,= --.,1, 
所以它只有三个不等于零的项一—-r.,v, 石和石．在第一卷第二十章中我们已能够证明，

这三项儿乎是由于“凑巧”才会象一矢量的三个分量那样变换的，使得我们可以下这样的座

必

、

T=(石，石，心＝（在，石，石）．

我们说“凑巧＂，是因为它只发生千三维中． 比方，在四维中，一个二阶的反对称张量就

有六个不等于零的项，而肯定不能由具有匣主分量的矢量来代替它．

正如这个轴矢量 -r=rxF 实际上是一个张量那样，每个由两极矢构成的叉积也是如此

与上述相同的一切论证也都适用．可是，出自幸运，它们也可用矢量（实际上是一种膺

矢）来表达，因而数学就给我们造成方便．

从数学方面讲，若＂和b是任意两矢量，则那九个量 a向总会形成一个张量（尽管它

可能没有任何有用的物理目的）． 这样，对于位置矢量们来说，＂．，就是一个张量，而由于

＆，也是一个张量，我们便明白式(31.20)的右边确是一个张量． 同样，式(31.22) 也是一个
张量，因为其右边的两项都是张量．

§31-6 胁强张量

迄今我们所描述的对称张量都是由将一矢量联系到另一矢量上去的系数产生的．现在

我们要来考察一个具有不同物理意义的张量一一座要张量．假设有一块被施以各种力的固

-- -
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体．我们说其内部会有各种“胁强”，这意思是，在该材料中的相邻部分间存在一些内力．当

我们在 §12-8 节中考虑一张被伸张的膜中的表面张力时，就曾稍为谈及在二维情况下的这

种胁强．现在将看到，在一三维物体的材料中内力可以由一个张量来描述．

考虑某一种弹性材料一一比如说是一种胶质一一的物体．如果我们在该块材料里割开

了一道缝，在这割口每一边的物质一般都会受到一些内力而引起位移．在作这一切割之前，

材料中的两部分间必然有力在维持其固定位置；我们可以用这些力来给胁强下定义． 假设

我们正在考察一块垂直于右轴的平面一~象图 81书中的 c面—一并问起在这个面上越过

一小面积匈上上之力．在这一面积左边的材料施力 ..:::lF1 于其右边的材料，如图(b) 所示．

当然，还有一个反向的反作用力-JF1 施于左边的材料上．如果该面积足够小，我们就该预

期 4凡与面积匈必成正比．

II 

(o) (b) 

图 31-5 <T 面左边的材料在越过勾上面积上

施一力 A几千该平面右边的材料上

AFyt 

t:.f r/ 

. 
图 31-8 作用于与力轴正交的面积元匈＆上之

力 4贮可分解成三个分量丛~dt 应位和应·.1

你已经熟悉了胁强中的一种一在一静止液体中的压强．那里力等于压强乘面积并与

该面积元垂直． 对于固体一—也对于运动中的粘滞性液体一一来说，力就不一定与该面垂

直；除了压强（正的或负的）之外还会有翌力．（所谓

“切力气我们指的是越过面上之力的塑座分量．）力

之所有三个分量都必须计算在内． 也应该注意，如

果我们在一个具有某一其他取向的平面上切割，则

这些力将不相同．对千内胁强的完整描述需要有一

个张量．

我们按照下述办法来对胁强张董下定义：首先，

AFJt2 我们想象一个垂直千幻轴的切割并把越过这割面上

之力 4凡分解成它的分量丛;,m, AF几丛;,rt, 如图

81书所示。这些力对面积匈上的比值，分别被称

为怂，忙和 S,,.. 例如，

AE心'""
, 

6.Fz 

t:.F; 立
图 81一7 越过垂直于 y 轴的一个面积元

上之力被分解成三个互相垂直的分量

Su,.= L1F111 
匈必·

第一个下角标 g 指力的分量方向；第二个下角标”

指垂直于该面积的方向．如果你愿意，还可以把该

....、.. • 
-斗......、、
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面积 L1y L1z 写成心雾，表明是一个垂直于匀轴的面积元．于是

汜＝竺
血:, • 

其次，我们设想一个垂直于 g 轴的想象切割．跨越一小面积血上将有一个力 .dF,. 再把这

个力分解成三个分量，如图 31-7 所示，并定义三个胁强分量 S.,11, 81111, Sw, 作为在那三个方
向上每单位面积之力． 最后，我们作一个垂直于 z 轴的想象式切割并定义三个分量 s.,

811• 和斗．因此，我们就有了九个数值：

S,,. S"" S啊

S11fJ 8111 
_ s .. 岛 s.

现在要来证明，这九个数值足以完整地描述胁强的内部状态，而且岛的确是一个张量．

假设我们要知道横越一个在某一任意角度上取向的面 ~AFyn 

积上之力．能否从岛找到它呢？能，只要按照下述办

法：试想象一个小小的固体图形，它有一个N 面，那就

是该新面，而其他各面则都垂直于坐标轴． 假如这个

N 面碰巧平行千 Z 轴，则该有如图 31-8 所示的那个

三角图形．（这多少是一种特殊情况，但将足够圆满地 Ayl / 

演示那普遍方法．）原来作用于图 81-8 中那个小三角 矗 ,, AFzn 

体上的各胁力是平衡的（至少在无限小尺寸的极限
/lX 

图 31-8 把横越 N 面（其单位法

上），因而施于其上的总力就必须等于零．我们直接从 线为价之力几分解成各分量

岛知道了在垂直于各坐标轴的那些面上之力．它们的矢量和就应等于作用在N面上之力，

因而我们可用心来表达这个力．

关于作用在该小三角形体积上的峚厘力达成平衡这一假设，我们是忽略了任何可能会

存在的其他一些塑迕力，诸如重力，或如果我们的坐标系不是一个惯性坐标系的话就会存在

的那种膺力的．然而，应该注意，这种彻体力将与那个小三角体的性壅、因而也即与血勾上

成正比，而所有的表面力则均与诸如血匈，匈上等面积成正比的．所以，如果我们取该小

模子的尺寸足够小，则同表面力相比彻体力就总可以忽略了．
现在让我们把施千该小棋子上之力都相加起来． 首先考虑＂分量，那是五个部分之和

从每一个面各有一部分．然而，如果上足够小，那么作用千（与 z 轴垂直的）那两个三

角形上之力就会相等相反，因而可以将其忘却掉．施于底面矩形上之力的见分量为

应.,,=S"",知也．

(31.23) 

fn 

tJ.Fxn 

施于该竖立矩形上之力为
应~=Sn&!J 上．

上述两力必须等于越过 N 面的庖处力的见分量． 令 n 为垂直于 N 面的单位矢景，并令施
于此一面上之力为凡；于是我们有

应如=S,,.,L1y上+S叩LlxLlz.

越过这一个平面的胁强无分量 S加等于 L1F勿九除以 Liz✓心；ll+LJzll 这样一个面积，即

匈血
s乡n=S. , +S叩一已。 • 9. 

✓ L1记＋匈

原来血/✓-A沪＋匈2 就是九与 '!I 轴间之角。的余弦』叶图釭书所示, ~ff时t们可把它写成

. -、-
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幻，即九之 g 分量．同理，匆;✓压凸4沪就是 sin0=心．我们便可将上式写成
s吓-s已叶沁n11.

如果现在推广至一个任意表面元，就该得到

s印 =fl动雾+6'.动11+6'丑切
或一般地，

s伽-卢西 (81.24) 

我们能坚找到以岛表达的横越任一个面元之力，因而岛的确会完整地描述材料内部的胁

强状态．

式(31.24) 申述，该张量岛把力凡联系到单位矢量 n 上去就好象 GliJ 把 P联系到 E

上去似的． 既然九和 Sn 都是矢量，所以岛的各分量就应当象一个张量那样随坐标系的改

变而作变换．因此，岛的确是一个张量．

我们也可通过考察作用于一个小立方体材料上之力来证明岛是一个堕座张量．假设
取一个小立方体，其各个面被摆至平行于我们的坐标轴，并从一个截面上去考察它，如图

s xx 

Sxy 

Syx 

Syy 31-9 所示．若令这一立方休的每一边为单位长度，则作用于

与 m和＂询正交的那些面上之力的＂和 g 分量就可能是图上所

示的那些． 如果该立方体很小，则在其中一个面上的胁强就不

Syx 会与在其对面上的胁强有显著的不同，因而那些力分量就如图
Sxy 所示的那样大小相等而方向相反．现在对于该立方体必然不会

有转矩作用着，否则它就会开始转动了． 环绕中心点的总转矩

Sxx 为(S归－兑）（乘以该立方体的单位边长），而由于这总转矩为
零， S归就应等于 S句，因而这胁强张董就是一个对称张量．

既然岛是一个对称张量，就可以由一个具有三条主轴的椭

球来加以描述． 对于与这些轴正交的面来说，胁强特别简单

它们相当于与这些面正交的挤压或拉挽．因而沿这些面上

Syy 就不会有切力了． 对于任一胁强来说，我们总能够选择坐标轴
一＿－~ 一＿－－

图 31-9 作用于一小单位立方 佷9乓各切向分量为零． 如果这椭球是一圆球，则在任一方向上-_- - -

体的四个面上的无力和汇力 就只有法向力．这相当于流体静压强（正的或负的）．因此，对

于流体静压强来说，这一张量就是对角的，而且所有三个分量都相等；实际上，它们刚好等于
压强 'P- 即可以写成

s, 广节丸. (31.25) 

胁强张蜇一因而也有它的椭球一一一般将在一块材料中逐点变化；要描述整块材料，

就需要给出岛的每一分量作为位置的函数．因此，胁强张量就是一个堑．我们已曾有过拯

堂，象温度 T(a:, y, z) 那样，在空间每一点上给出一个数值，以及苤堂堑，象 E(a;, g, z)那

祥，对每一点给出三个数值．现在我们又有了座堂堑，对空间每一点会给出九个数值一—－或

对于该对称张量岛来说，实际上是六个数值．在一块任意受畸变的固体中，对其内力的完

整描述需要六个各含有 a;,'!I 和 z 的函数．

§31-7 高阶张量

胁强张量岛描述了物质中的内复． 如果材料是弹性的，用另一个张量 T矿一利改1座

-一---- - - -- - -·- - -- . . -''-· 一-·、.,.,'
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斐张量一一来描述其内部覂翌很方便． 对于一种象金属棒那样简单的物体，你知道在长度

上的变化 LIL 与所加之力约略成正比，因而我们说它服从胡克定律：

LIL=')'F. 

对于受了任意畸变的固态弹性体来说，胁变约与胁强岛的关系是由一组线性方程表达

的：

T,,-~'Y祁lslcl.
k,I 

(31.26) 

并且，你也知道，一条弹簧（或一根棒）的势能为

1 1 
-FLIL=— ,yF气
2 2 

推广至固体中的弹性能量密度，则为
一~－－

u禅性=~-?',化18心＇忙l.
CJkl 2 

(31.27) 

因此对于晶体弹性的完整描述就必须由这些系数冗以来提供．这给我们引来了一头新的野

兽它是一个厘阶张量．由于每一个下角标各可取三个数值中之一，即取 x,y 或 z, 就总共
有 3'=81 个系数．但实际上却只有 21 个丕迥数值．首先，由于岛是对称的，它就只有 6 个

不同的数值，因而在式(31.27) 中就只要求 36 个丕迥系数．可是还有，岛和 S以可以互相交

换而不致改变能量．这把不同系数的数目又减少至 21 个．所以要描述那种属于最可能低
对称的晶体就需要 21 个弹性常数！当然，对于较高对称的晶体，这一数目还可以减少．例

如，立方晶体只有三个弹性常数，而各向同性物质则只有二个．

这后一点的真实性可以这样看出．为认的各分量怎么能与坐标轴的方向无关，如同

一块各向同性物质所必须有的那样呢？笙竖是：县直当它们可用张量 alJ 表达时，才能是无

关的．有两个可能表式： a, 众以和沁a,i+a,1沁，它们都具备所需的对称性，因而初”就必须是

它们的一个线性组合．因此，对于各向同性材料来说，

'Ytlkl=a(cJ心心 +b(cJ心,,+au沁），

而这一种材料就需要两个常数＂和 b 来描述它的弹性了． 另外，将留给你们去证明立方晶
体仅需要三个常数．

作为最后一个例子，这次是属于一个三阶张量，我们举出压电效应．在受胁强作用之下，

晶体会产生一个正比于这一胁强的电场；因此，一般说来，规律是
E,-~P俅岛，

l,k 

式中趴为电场，而 P,lk 为压电系数一一或压电张量．你能否证明，若晶体有一个反演中心

（在从 a:, Y, z-+一亿， -11. -z 的变换上保持不变），则所有压电系数都等于零？

, 
§31-S 电磁动量的四元张量

在这一章中，迄今所考察过的所有张量都是联系到三维的；它们被定义为在空间转动之

下具有某种变换性质．在第二十六章中，我们曾有机会用到在相对性空时中的一个张量

电磁张量 Fµ,,. 这样一个四元张量的各分量以某种我们曾经算出来的特殊方式在洛伦兹的

坐标系变换之下变换着．（尽管我们并未曾按照那种做法，但我们本来就已经可以把洛伦兹

变换认为是在称为闵可夫斯基 (Minkowski) 空间的“四维空间”里的一种转动；那么与我们

这里正在做的来作个类比，就会更加清楚了．）

．．．~．一...
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作为最后一个例子，我们要来考虑在相对论的四维 (t, 亿， 'Y, z) 中的另一个张量． 当我

们在上面写出该胁强张量时，我们曾把岛定义为越过一单位面积之力的分量．可是力等于

动量的变率．因此，与其说"~叩是越过垂直于 g 的单位面积上之力的见分量”，我们本尽可

以说"S..,, 是穿过垂直于 g 的单位面积的动量 Z 分量之变率＂． 换句话说，岛的每一项也各

代表通过垂直于 i 方向的单位面积的动量 6 分量流． 这些是纯空间分量，但它们却是在四

维(µ, 和，，一 t, 亿， Y, z) 中还含有象 S坛， s,,,, s,, 等附加分量的一个“较大”张量 s,.,, 的一些部

分，我们现在就试图找出这些附加分量的物理意义．

我们知道，那些空间分量代表着动量流． 可以从研究另一种“流,,_电荷流－一一来获

得一个会把它推广至时间那一维上去的线索．对千该怪塾电荷来说，流率（通过每单位垂直

于流动的面积）就是一空间经星—一电流密度 i. 我们已经看到，这一流动矢量的时间分量

就是那些流动质料的密度．比方， j可以同一个时间分量 j,=p一即电流密度—一相结合

而构成一个四元矢 j,.= (p, j); 也就是说，当 jµ, 中的µ取 t, 气 'Y, z 各值时，它指的是该标

量电荷的“密度，在＂向上的流率，在 g 向上的流率，在 z 向上的流率".

现在，与刚才所作的关于一个标董流动的时间分最的说法相类似，我们也许会期待，同

用来描述动量的＂分量的流动的 s., s..,,, ~ 也在一起的，就应该有一个时间分量 s,,,, 它会

代表在流动中的那一种东西的密度；也就是说， s,,, 应该是＂动量的密度．所以我们就能够

沿水平方向推广我们的张量以包括一个 t 分量．即是有
s.,,=无动量密度，

S..,,,=a; 动量的＂向流，
S..,,=a; 动量的 g 向流，

S多多＝“动量的 2 向流．

同理，对于动量的 9 分量我们有三个流动分量一811怎， 81111, SIi• 一一此外还应加入一个第四
项：

s,,, ='!J 动量密度．
而当然，在 s"', s.,, 斗之外我们也应该加上 个

s.,=z 动董密度．

在四维中还有一个动量的 t 分量，我们知道那就是能量．因此，张量岛应该在竖向上＊
用 S如岛和趾来推广，其中

s扫＝能量的引向流，

St11=能量的 g 向流， (31.28) 

St.='= 能量的 z 向流；

这就是说， St• 是穿过垂直于＂轴的面每单位面积和每单位时间的能流，等等．最后，为使

张量达到完整，还需要 Stt, 那该是能量密度．我们已把三维的胁强张量岛推广成四维的
胁强－能量张量 S吵．那下标µ,可以取四个值 t, a;, y 和 z, 分别指“密度,,, "在＂向上每单位

面积的流动,,, "在 g 向上每单位面积的流动,,, "在 2 向上每单位面积的流动”．同样地，＂取

t, 亿， g, z 四个值以便告诉我们关于住么是在流动，也就是“能量＇产沿引向的动量，＂沿 g 向
的动量”和“沿z 向的动量,,• 

作为一个例子，我们将讨论不是在实物中、而是在一个存在着电磁场的自由空间区域里

．这表明是一个与 a:, 1/,. 各轴都“正交“的方向，即 t 方向．一一译者注

. ·•· - - - - -- - -
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的一个张扯．我们知道，该能流就是坡印廷矢量 S=邹oc2ExB. 因此， S 的 x,'Y 和 z 分量，

从相对论的观点来看，就是我们的四维胁强－能量张量的分量 S扫』斗和 s,•. 张量岛的对
称性同样也带到了 t 分量那边去，因而这个四维张量 sfl,少就是对称的

s叩一S…. (31.29) 

换句话说，代表 w,'Y 和 z 动量密度的 S,.,, S11t, S,., 也等千坡印廷矢量 s, 即塾塾的 x,y 和 z

分量一一－正如我们在前面一章中曾用不同的一种论证所证明过的那样．

这电磁胁强张蜇 Sµ., 的其余各分量也可用电磁场E 和 B 来表达． 这就是说，必须把

胁强一—或较少神秘性地说成是动量流一纳入电磁场之中．在第二十七章中在有关式

(27.21) 之处我们曾对此有所讨论，但还未将其细节算出．

那些想要锻练他们对付四维张量的好本事的人们也许乐于见到用场来表达的关于 s,.,,

的公式：

Sµ., 号（吝 FµaF~-扣心几心），
其中对于 a, fJ 的求和是指对千 t, a;, y, z 的求和，不过蚀n同在相对论中所经常做的那样）

我们采用那种求和符号工与符号 8 的特别含义．在那些总和中有关亿， Y, z 的项都要塾圭，
并且 cjtt 一 1, <J,.=13,,.,=5矿＝气，对于 µ,+v 则 13µ,., =0. 你能否证实（令 C=l)它会给出能量

密度 Stt = (€0/2) (E2+沪）和坡印廷矢量句ExB? 你能否证明：在其中 B=O 的静电场中，
胁强的主轴是在静电场的方向上，而且有一个竖座呈(€o/2)E2 是沿电场方向，还有一个相

等的县坐垂直于电场方向？

.. 



32 
稠密材料的折射率

§32-1 物质的极化

我们现在要来讨论由稠密材料所引起的光之折射——因而也包括光之吸收一一一现象．

在第一卷第三十一章中，我们曾讨论过折射率理论，但那时由于我们的数学能力有限，就不

得不局限千只是找出诸如气体那样的低密度材料的折射率． 然而，产生折射率的物理原理

却已经弄清楚了．光波中的电场把气体里的分子极化，产生了一些振动着的电偶极矩．这

些振动电荷的加速度又会辐射出新的场波．这一种新的场，与那旧的场相干，就会产生一个

相当于那原来的波由于受到某一周相移动因而经过变化了之场．由于这一周相移动与该材

料的厚度成正比，这一效应就相当于在材料里有一个不同的相速度． 以前当考察这一课题

时，曾经略去了诸如由千新波会改变振动偶极子所在处之场的这样一些效应所引起的复杂

性．我们假定过施千原子中电荷上之力仅来自那个今堑波，而事实上，它们的振动不仅由该

入射波所推动，而且也由所有其他各原子的辐射波所推动．当时要把这一效应包括进去，对

于我们来说会有困难，因而仅仅研究了稀薄气体，在那里上述效应变成无关紧要的了．

然而，现在我们将发现，通过利用微分方程来处理这一问题却是轻而易举了．这一办法

掩盖了折射率的物理起源（如来自再辐射波与原本之波的相干作用），但却使有关稠密材料

的理论简单得多．本章将从以前的工作中拼集大量材料．实际上我们将拾取一切所需要的

东西，因而在引进的概念中属于全新的相对来说就很少．由于你可能需要去刷新你对将要用

到的那些东西的记忆，我们便提供一个关于即将用到的式子以及每一式子的出处的清（表

32-1入在大多数场合下，我们将不再花时间去提供物理论证，而只是要利用那些式子．

表 32-1 本章的工作将建立在下列这些曾分别见于以前各章中的材料的基础上

主 题 ,_.. 今夕丈 考 方 程 式

阻尼振动 第一卷第二十三章 m(汰十声＋姚袒）一万

气体折射率 第一卷第三十一章 九=l+-1 Nq! 
2 Eo(W5-吐）

九=九＇一切II

动 性 第一卷第四十一章 志＋卢=F

电 导 率 第一卷第四十三章 µ=—-. • O'= Nq扣
m , m 

极 化 性 第二卷第十章 闷旯化=-V•P

在电介质内部 第二卷第十一章 1 
E局谝=E+ p 

选。

我们从对气体折射率机制方面的回忆出发．假定每单位体积内共有N个粒子，而每一

粒子则象谐振子那样行动．并采用这样一个模型原子或分子中的电子受到一个正比于其

位移之力所束缚住（好象是用一条弹簧来维持其位置似的）． 我们曾经强调，这并非原子的

正当堡壅模型，但以后将证明，正确的量子力学理论（在一些简单情况中）会给出相当于这
一模型的结果．在以往的处理中，我们从未将原子振子中的阻尼力那种可能性包括进去，但

`~ ，俨么 』”~
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现在就要这样来做．这种力相当于对运动的阻力，也就是与电子速度成正比之力．于是运

动方程为

F=q.E=怓(x十-ya; 十w~), (82.1) 

式中＂是平行于 E方向的位移． （我们正在假设一种各向同性的振子，其恢复力在一切方

向上都相同．并且，我们暂时也在考虑一个线偏振波，以便使 E不致改变方向．）如果作用

于一原子上的电场是正弦式地跟着时间变化，则可以写出

这样位移将以同一频率振动，即可令

E=Eoetwf. 

a;=a;oe 如，

代入;,=如立和金一一w•少，便能够用 E 来解出生

(32.2) 

红一
qe/彻

-w乓一心沁＋磅
E. (32.3) 

如果已经知道位移，便可算出加速度云，并找出对折射率应负责的那些辐射波．这就是以前
在第一卷第三十一章中曾经计算过折射率的那种办法．

然而，现在要来采取一个不同的步骤．原子的感生偶极矩 p 为 q,x, 或利用式(32.3), 即

是

p- q./彻
－忒＋妗Q十函

既然 p 与 E成正比，我们便可写成

P=E心（吩且

式中”称为原子极化率夤．采用这一定义，便有
q切啦o

E. 

a= :::...w耳 6沁+wg.

(32.4) 

(32.5) 

(32.6) 

关于原子中电子运动的量子力学解答会给出除了下述一些修正之外的一个相似结果．

每一种原子＊＊拥有若干个固有频率，而每一频率有其本身的阻尼常数 'Y. 并且，每一振动

模式的“强度”各不相同，这可对每一频率的极化率乘以一个其数值期待为 1 的数量级的强

度因数f来表达，对于每一振动模式，要由吵、"t• 和儿来代表那三个参数 O、平和 f, 并遍及
各不同的模式求和，我们便把式(32.6) 修改成这样：

叩）一立 2 儿- - k _,_,l..1.,i_,..,_,_、 ..Lr也． (32. 7) 

如果 N是在该材料内每单位体积的原子数，则极化强度 P 就恰好是 Np-~社归E, 并

正比于 E:

P=E0Na(w)E. (32.8) 

换句话说，当有一正弦式电场作用于材料上时，就有一个正比千该电场的每单位体积感生偶

极矩—一具有一个我们要强调是有赖千频率的比例常数＂．在十分高频上， a 很小；即响应
不那么厉害．并且，这个比例常数是一复数，这意味着极化强度并不刚好跟随着电场，而是

在某种程度上可能被移动了位相． 无论如何，总会有一个其大小正比于电场强度的每单位

体积极化强度

骨贯通本章我们将遵照第一卷第三十一章中的那种记法；并令＂代表原子极化率，如在这里所定义的． 在上一章中
．一一.,,-.-.

我们曾利用 a代表技度极化率～一－即 P对E 的比率．在本章的记法中则应该是 P=N妇~(见式 32.8).

”这里按原文只是叮he a切四九我们将其改成“每一种原子”，似较确切些．一一译者注 令

--- -- • -一- -·-
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§32-2 在电介质中的麦克斯韦方程组

在实物中极化现象的存在意味着材料内部有了极化电荷和极化电流，而这些就应该放

进那完整的麦克斯韦方程组中以求得场．我们这回是要在一个电荷和电流不象在真空里那

样各等于零的、而是由极化矢量所隐蔽地给出的那种情况下求解麦克斯韦方程组． 我们的

第一个步骤是要明显地找出电荷密度 p 和电流密度 i来，这些要遍及一个当我们过去在定

义 P时就曾心中有数的那同一大小的小体积来加以平均．于是，我们所需要的 p 和 j 便可

从极化强度那里获得了．

我们已在第十章中见到，当 P从一处变至另一处时，就会有一个由下式给出的电荷密

度：
P极化= -V•P. (32.9) 

我们当时正在处理静电场，但这同一公式也适用于随时间而变之场，可是，当 P 随时间变化

时，就有电荷在运动，因而也有一个极化座堕． 每一振动电荷会贡献等于其电荷 q. 乘以其

速度 0 的电流，设每单位体积共有 N 个这样的电荷，则电流密度 i 为

j=Nq砂．

既然我们知道炉＝血/dt, 那么 j=Nq,(如/dt), 这恰好就是 dP/dt.

化方面的电流密度为

因此，来自变化着的极

扣－誓．
我们的问题现在既直接而又简单．我们要利用式(32.9) 和 (32.10) 由 P表达出电荷密

度和电流密度以写出麦克斯韦方程组．（我们假定在该材料中并没有别的电流和电荷．）然

后再用式(32.5)来把 P 联系到 E上去，并用 E 和 B 求解该方程式——寻找波的解答．

在对此事着手之前，我们想要作一个历史性的注解． 麦克斯韦原本以一种与我们现在

所用的不同方式写出他的方程式．由千这些方程在过去许多年中曾被写成这种不同形式

而且目前还有许多人按照那样来写一一我们就要来解释其中的区别．在早期的年月

里，介电常数机制还未受到充分和清楚的认识．原子的本性未被理解．因此人们并未认识
到会有从 V•P 方面对电荷密度 p 的贡献．他们仅凭那些不束缚于原子中的电荷（诸如流
经导线中的电荷或从表面上擦了出去的电荷）来作思考．

今天，我们倾向于让 p 代表总电荷密度，它包括来自受束缚的原子电荷的那一部分．若

我们把这一部分称为 p知，则可以写出

(32.10) 

p=p极化+p其偏，

式中 p其儒就是麦克斯韦所曾经考虑过的电荷密度，而且是指那些不会被束缚于个别原子上
的电荷．于是写出

, V•E= P衱化+p其他
e。·

由式(32.9)代入 p囊化，得

或

1 V•E=~--V•P 
€0 Eo 

V• (e。E+P) =p其他. (32.11) 

在有关 VxB 的那个麦克斯韦方程式中的电流密度，一般也有来自受束缚的原子电流
的贡献．因此可以写出

.E 

-
4

二
－
－
丿
－
＇

- - - - 、- 一一---
...•...... 



而该麦克斯韦方程则变成

利用式(32 .10), 便可以得

第 32 章稠密材料的折射率

... 
J=J极化+J其霪，

六 xB=..!红丘－车＋－oE 
句句 at·

心VxB=压＋青(e。E+P).

现在你可以明白，假如由下式座必一个新的矢量 D:

则该两个场方程就会变成

和

D=eoE+P, 

V•D=p:,c11 

却六xB=j其偏十
aD , ., . 

这些实际上就是麦克斯韦对于电介质所用的形式．他的其余两个方程则是，

` vxE=-一
oB 
祝

和 V•B=O,

这些与我们目前所用的相同．

399 

(32.12} 

(82.13) 

(32.14} 

(32.15) 

(32.16) 

麦克斯韦以及其他早期工作者还有一个与磁性材料（我们不久即将加以考虑）有关的间

题． 由千他们还未知道对原子磁性应该负责的那些环行电流，他们便用了一个还缺少这另

一部分的电流密度．他们实际上写出的并非式(32.16), 而是

VxH寸＋孕， (32.17)

其中 H与 er,O'B 不同之处乃在千前者已包括了原子电流的效应在内＊．（于是 j' 就代表剩下

的其余电流．）所以麦克斯韦拥有匣主场矢量-E,D,B 和 H-—-D 和 H是不理睬材

料内部正在进行着的过程的一种隐蔽方法．你会在许多地方找到用这种方式写下来的方程

组．

要求解该方程组，有必要把D和 H 与其他的场联系起来，而人们往往写成

D=立和 B=µ,H_ (32.18) 

然而，这些关系式对于某些材料只是近似地正确，而且即便如此也只有在场随时间变化不太

迅速时才行．（对千按正弦式变化之场，人们往往能整通过把 e 和µ,各写成频率的复变函数
而将式子按照这样写出，但对于场的一种任意时间变化那就不行．）所以在求解这些方程时

往往受到各种形式的欺骗． 我们认为，正确的办法乃是用目前所理解为基本的那些量来记
录那些方程式一一而这正是我们一贯所做的．

§32-3 电介质中的波

我们现在就要求找出：除了束缚于原子中的电荷以外便别无其他附加电荷的那种电介
质中，哪一种类型的电磁波能够存在．因此我们取 p--V•P 和 i=oP.戊t. 这样，麦克斯
韦方程组变成

．这说法从式子的表面看似乎是对的，因为式左边只出现H(而不出现 B),右边只出现 j'(ilij不出现i). 但实际上H
是不包括原子电流效应的，这可从第 4,51 页的 (36.12) 式看出.D也是不包括极化电荷的效应的，但由于

亟=-v·凡在减去此方面的效应时，负负为正得了在中间的一个正号（即 D一ooE+P). 只有E 才是包括一切
电荷的电场，又只有 B才是包括一切电流的磁场．这些正确观点在本书中各处都由作者经常加以反复强调．

一—－译者注

--
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V•P (a) V•E=--一，
e。

(o) VxE aB 
祝＇

可按照以前所曾做过的来求解这些方程式．即从取式(32.190) 的旋度开始；

a Vx (VxE) = --VxB. 
at 

(d) V•B =0. 

其次，利用矢量恒等式
Vx (VxE) =V(V•E)-V2E, 

并对于 VxB 代入式 (82.19b); 便得

V(V•E)-V11E= -一1 
Eo011 

o2P 1 02E 
at了--~ 飞沪·

(32.19) 

对于 V•E则利用式(82.19a), 因而得

1 a1E 1 1 a2P 
'v!,IE--—=--V(V•P)+--02 at',j€。 e。泸 ot3·

所以我们现在所得到的并非是波方程，面是 E 之达朗伯算符等于涉及极化强度 P 的两项．

然而，既然 P 取决千 E, 方程(32.20)就仍有可能存在波解．现在我们要自行限制于至

匣电介质中，因而 P始终与 E 同向．让我们试找出一个沿 z 方向行进之波．这样电

场也许会按 e'<叫－切）变化．我们也将假定，波是在幻方向上偏振的一一即电场只有一个生分

量．我们写出
E.=Eoe1<叫t一切）• (32.21) 

你知道，任一个(z-vt)的函数代表一个以速率“行进之波．式(32.21)的指数可以写成

-ik z一旦t(k), 
因而式(32.组）就代表一个具有如下相速之波；

叩 =w/k.

; 

• 

(32.20) 

折射率”是通过令
C 

句相＝－－

" 
而给下定义的（见第一卷第三十一章）．这样式(32.21)就变成

比=E心如(f-M/0》.

即找出要使式(32.21) 满足那些适当场方程所需的是什么 k

, 

因此，我们可以这样来找出九，

值，然后再引用下式：
加

九＝－
w· 

在一块各向同性材料中，将只有极化的一个幻分址；因此 P不会跟＂坐标发生变化，所以

V'•P=O, 这样便消除了式(32.20) 右边的第一项．并且，由于我们正在假定一种线性的电介

质，凡便将按 elwt 变化，而护凡/8t2= -w• 瓦．式(32.20) 中的拉普拉斯算符简单地变成

护必／彻2=-妒比，因而得到

(32.22) 

忒
－沪丑}霉+-E'.霍＝－

w• 
P •. c,I 歹

现在让我们暂时假定，由千 E按照正弦式变化，便可以令 P正比千 E, 犹如式(32 .5) 

那样．（以后我们将要回来讨论这一假定．）因而写出

4
，
耳

(32.23) 
寸

l
l
-
.
r
,

，
1
,
'
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p霉=E。NaE牛

这样，比便从式(32.23) 中除去，从而找到
w:1 

胪=-(1+N<¥).
护

(32.24) 

我们已经找出了一个象式(32 .21) 那样、而又具有由式(32.24)所给出的那种波数 k 之波将

满足各个场方程利用式(32 .22), 折射率九将由下式给出：
九2=1+Na. (32.25) 

让我们把这一个式同曾经在有关气体折射率的理论（第一卷第三十一章）中所得到的式

子作比较．那里我们曾经得到式(31.19), 即

九=1+亡1 骂 1
4 仇€0 -矿+w~ • 

由式(32.6)取 a, 则式 (32.25)该向我们提供

(82.26) 

n2=1+ Nq; 1 
示 -w乓竹w+w~•

(32.27) 

首先，这里有一个新项竹w, 因为我们正在把振子的损耗包括进去．其次，前式左边是”而

不是忙，所以又有一个附加因数 1/2. 但要注意，如果N足够小以致九接近于 1(如在气体

中所该有的），则式 (32.切）会申述忙等千 1 加上一个小数目：忙=1+e. 于是可以写出

n=✓ 百了已+e/2, 而该两个表式也就彼此等价了．这样，我们的新方法对于气体就会给

出一个与以前相同的结果．

现在，你或许认为，式(82.切）也应同时给出关于稠密材料的折射率．然而，由于以下

几个原因它需要给予修正一下． 首先，关于这个式子的推导曾假定对每一原子所作用的极

化场是比场．然而，这一假定并丕正确，因为在稠密材料中也还有由于附近其他原子所产
生的可以与此相比拟之场．当我们过去学习电介质中的静电场时也曾考虑过一个相似问

题（见第十一章）．你将会记起，我们当时是通过想象将一个单独原子置于周围电介质的

一个球形小洞中而估计出它所受之场的．在这样一个洞里之场一—－这我们曾称之为座壅电
场一—比起平均场E来要超出 P/&o 这么多．（然而，应该记住，这一结果只有在各向同性

材料一一包括立方晶体的那种特殊情况一—中才是严格正确的．）

这同一些论据对于波中的电场也将适用，只要该波长比起原子间距来大得多便行． 把

我们自己限制于这一类情况，便可以写出

E局鄙=E+
p 

，头。．

这局部电场就是应该应用于式(32.3) 中的 E 场；也就是说，式 (32.8)应重新写成

'" 

由式(82.28)引用 E叩，便得
P=E。Na.E局鄙．

P一心(i!+矗）

(32.28) 

、

(32.29) 

、

或

P= Na 
1-(Na/3) 

e。E. (32.30) 

换句话说，在稠密材料中 P仍将正比千 E(对正弦式场来说）．然而，比例常数却不是 EoNa,

如在式(32.23)下面我们所曾写出的那样，而应该是 E0Na/[1-(Na/3)]. 因此就必须将式

(32.25)改正为

•••• 气. ·- ----酝- . 
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忙=1+
Na 

1-(Na/3)• 

如果把这个式写成如下形式，那就更加方便：

弓砖=Na, (32.32) 

这在代数上与上式相当，称为克劳修斯－莫索提(ClausiUB-Mosotti)方程．

在稠密材料中还有另一种复杂性． 由于相邻原子那么靠近，它们之间便有强烈的相互

作用．因此，那些内部振动模式改变了．原子振动的各个固有频率受这些互作用所分散，而

它们往往也受到严重阻尼—一阻力系数变得十分巨大． 因此，固体中的那些吩和 1', 与在
自由原子中的相比就很不相同．即使带着这些保留，我们仍然至少可以近似地利用式(32.7)

来表达 Q 于是就有

(32.31) 

3 忙-1 =鸟~f化
忙+2 啦0 k -矿＋切w+w5,. · 

(32.33) 

最后一个复杂性． 如果该稠密材料是儿种成分的混合物，则每一成分都将对极化有所
贡献． 总的 a 就等于这混合物中每一成分的贡献之和［除了对有序晶体中该局部场近似式
(32.28) 的那一种不准确性一一当过去分析铁电体时我们就曾讨论过的那一些效应
外］．把每一成分的单位体积原子数写成 N,, 便该用下式来代替(32.82):

3(辛吉）－沪环 (32.34) 

其中每一 a, 将由象式(32.7)那样的表式所给出．于是式(82.釭）就结束了我们关于折射率

的理论• 3(nll-1)/(九'+2)这个蠹由频率的某一复变函数所给出．而这一函数正是平均的

原子极化率叭w). 关于稠密物质中叭w)的准确计算（即要找出儿，冗和吩1c)是量子力学

中一个困难问题．只有对于寥寥几种特别简单的物质才曾从第一手原理完成过此事．

§32-4 复折射率
• • • 

'. 

c I z 
吐

3 _ . /\ , 、

, \ 
｀
八

现在要来看看上述结果，即式(82,88) 的后果．首先，我们注意到a是一复数，因而折射

$ 率九也将是一复数．这有什么意思呢？现在试来将 n

写成一实部与一虚部之和：

忙＝归－枷， (32.35}

其中吐和 n1 都是0 的实数函数．我们在如1 之前写

上一负号，以便在所有寻常光学材料中幻将是一正
值．（在普通非活动性材料一一不象激光器或光源本
身那样一—中 t是一正数，而这会使＂的虚部为负．）

式 (32 .. 21)所代表的平面波可以用九来写成

、

、一

, / / , / / / 

I , I , I 

e口 It飞11/c)

图 32-1 在某一时刻 I, 瓦 (e)

曲线．设 nI,::,咋／妇

E.=E的叩-ne/c)0

将九写出象式 (32 .35)那样，则有

E复=E佥wn,1;06iw(t-n.e/c)• (32. 36) 

eilll(尸心/c) 这个因子＊代表一个以速率 c/压传播着之

波，因而压就代表我们正常所认为的折射率．但这个

• "因子”这个词是由原文”项“字改过来的．一一译者注

• 一. ··-····· ··-· 尸. •• - • 气·-··..一~ ~ 
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波的塾壁为
E。e--诬I",

是指数函数式地随着 z 减弱的．当幻～压／加时，在某一时刻，电场强度作为 z 的函数的曲

线示如图 32-1. 至于折射率的虚部则代表由于在原子振子中的能量损耗而引起的波之衰

减．波的堂座与波幅的平方成正比，因而

这往往被写成
强度oce-2一·气

强度oce一气

其中 f>:_2硒/o 称为塾坚至覂．这样在式(32.33) 中我们就不仅有关千材料的折射率理论？
而且也有关千材料的吸收理论了．

在寻常我们认为是透明的材料中， o/叨i1 这个量一—具有长度量纲—一比起该材料的厚
度来要大得多． .. 

: §32-5 混合物的折射率

关于折射率理论还有另一个可以用实验来进行核对的预言．假设我们考虑t,个含有两

种成分的混合物．这混合物的折射率并非是两折射率的平均值，而应当由式(32.挝）所示的

两个极化率之和来给出． 如果我们问起比如说一糖溶液的折射率，那么总极化率就是水与
糖的两极化率之和．当然，每一极化率必须用该种物质每单位体积内的分子数作为 N 来计

算换句话说，若给定溶液中有此个极化率为＂的水分子和 N,个极化率为石的荒糖
(01l!H"(儿）分子，则应该有

a{立）=N1ai十心. (32.37) 
忙+2

可以通过测量不同浓度的荒糖水溶液的折射率，应用此式面对实验结果检验我们的理

论．然而，这里我们得作几种假设．上面的公式假定当庶糖溶解于水中时并没有发生化学

反应，而对个别原子振子的扰动在不同浓度中不会十分差异．所以上述结果肯定只是近似

的．不管怎样，还是让我们来看看这个式子到底有多好．
我们选取荒糖溶液这一例子是因为在«化学与物理学手册八 (Handbook of Chemistry 

and Physics) 中有一个关于折射率的很好的表，而且又因为庶糖是一种分子晶体，所以在其
溶解过程中并没有发生过电离或其他任何会改变其化学状态的事情．

我们在表 32-2 的头三行中给出从手册中查出来的数据.A 行为荒糖按重量计的百分
比， B 行为测得的密度（克／厘米a), 而 0行则为用邸9.3 纳米波长之光量得的折射率．这种

晶体并非各向同性的，因而所量得的折射率沿各方向就不相同．该手册给出这三个数值：
庄=1.5376, 归一1.15651, na 一1.5705.

我们取其平均值．

我们本来可以试算出每一浓度之九，但现在并未知道要为”或石取何值．让我们就这

样来检验这一理论吧：假定水之极化率(~)在所有各种浓度上都相同，并利用＂的实验值而

从式(32.37)解出石以算出庶糖的极化率．如果这一理论正确，则应对千一切浓度都得到

同一个石值．

首先，必须知道 N1 和 N耋：让我们用阿伏伽德罗数 No来表达．试取一升(1000 厘米”

作为体积单位于是 NJl心就是每升的重最除以其分子量．而每升的重董则是密度（乘

~· > • 咖一 - - - - - - - -夕
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表 32-2 狼糖溶液的折射率，与式 (32 .37) 的预言作比较

从手册中查出来的数据

A B C D E F G H .J 

比 重 " 3( 忙-1)
N心

（克／厘米芍 N1ai N沪2 （克／升）(20°0) 九2+2

伊 0.9982 l.333 。 55.5 0.617 0,617 。

0.30 1.1270 1.3811 0.970 43.8 0.698 0.487 0.211 0.213 

0.50 1.2296 1.4200 1.798 34.15 0.759 0.379 0.380 0.211 

0.85 1.4454 1.5033 3.59 12.02 0.886 0.1835 0.752 0.210 

1.00b 1.588 1.5577° 4.64 。 0.960 。 0.960 0.207 

a 纯水； b 焦糖晶体； c 平均值（见书中）； d 荒糖的分子量=342; e 水的分子量一18.

1000 以获得每升克数）乘以庶糖或水的分数重量．就这祥，得到了记在该表 D 和 E 两行上

的 N,/岛和 N1/No.

在 F 行，我们从 0 行中的实验九值算出了 3(九2-1)/(九乓-2). 对千纯水来说， 3(九耋 -1)/

(n2+2)为 0.617, 那恰好是 N1生．然后我们便能填上 G 行上的其余部分，因为对于每一列

G/E 只容许有相同的比值一一－即 o.617:65.o. 从 F 行减去 G 行，便得到庶糖的 N忆9 那一

部分贡献，示如 H 行． 把这些数字用 D 行中的 N,/No 值来除，我们便得到示如 J 行上的

Noa,. 

根据我们的理论，应该预计所有的 N心d 值都相同．它们并非完全相同，但也相当接近．
可以得出结论说，我们的想法是相当对头的．而且还有，也已经找出糖分子的极化率并不象
会与其周围环境有太大的关系—一它的极化率在一稀溶液与在一浓溶液中几乎相同．

§32-6 金属中的波

在本章中我们对固体材料所建立的理论也可应用于象金属那种良导体，但得要求有十
分少量的修正．在金属中，有某些电子缺乏把它们维系在任一特定原子上的那种结合力；而
正是这种“自由“电子才对其导电性负责． 还有别的电子则是受束缚的，而上面的理论就直

接应用于其上了．然而，这些束缚电子的影响往往给那些传导电子的效应所掩没．我们现
在只想来讨论自由电子方面的效应．

如果对一电子没有恢复力—一但仍有对其运动的某些阻力——则｀它的运动方程所不同
于(32.1) 的就只是缺少了函初那一项．所以在其余的推导过程中我们所必须做的一切就是
令战=0——此外还有一点不同． 过去所以要在电介质中区别平均场与局部场，是因为在
电介质中每个偶极子的位置固定，从而就有与其他偶极子位置的某一确定关系． 但由于金
属中的传导电子到处乱跑，作用于其上之场乎均说来就恰好是该平均场 E. 因此，我们曾利

用式(32 .28) 以对 (32.5)所作的那种改正，对于传导电子就丕应该作了．这样，金属的折射
率公式，除了应令吩等千零之外，看来就应象式(32.27), 即

fl2 一 1+
Nq; 
~-w耳灼矿

(32.38) 

这只是来自传导电子方面的贡献，但我们将假定这对于金属来说是主要项．

现在我们甚至懂得了怎样去找出应该用于丫之值，因为它与金属的导电性有关． 在第
一卷第四十三章中就曾讨论过金属的导电性如何起因于自由电子在穿越晶体中时所受到的

... " -
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扩散． 这些电子从一次被散射至另一次被散射之间经行锯齿形的路线，而在两次散射之间

除了由于任一平均电场所引起的加速度之外，它们的 V正一仁

运动就是自由的（如图 32-2 所示）．在第一卷第四十

章中，我们曾找出过平均迁移速度恰好等于加速度乘

以两次碰撞间的平均时间'&'. 加速度为 q卫／仇，因而

qeE 
＂迁移 =-'Ii', (32.39) 

彻

这一公式曾假定 E 恒定不变，从而心迁移就是一个稳恒

在两次碰撞之间的平均时间为霄

图 32-2 一个自由电子的运动

速度． 由于没有平均加速度，阻尼力就会等于外加力． 我们已由于提出＂汹是阻尼力［见

式(82.1)]而定义了 -r, 这个力应当等于 q出；因此就有

'Y 
_ 1 (32.40) 

虽然我们不能轻易地直接量得-., 但仍可以通过测量金属的电导率而确定它． 从实验

上发现，金属中的电场 E会产生一个密度为 i 的电流（对于各向同性材料而言）；
i=crE. 

这个比例常数 6称为坐巠燮．这恰好就是从式(32.39)我们所预期的，如果令

J=Nq,V亚

的话．于是

Nq; 
u一 T.

叨
(32.41) 

所以 T一一因而 T一一就可以同所测得的电导率联系起来． 利用式(32.40) 与 (32 .41), 还
可以把有关折射率的公式(32.38) 重写成如下形式：

忙=1+ u/E。
，如(1+如T) , 

(32 .42) 

其中
1 仇6

T=-于

, 丫邓·
(32 .43) 

这是关于金属折射率的一个方便公式．

§32-7 低频近似与高频近似；趋肤深度与等离子体频率

上述结果，即关于金属折射率的式(32.42), 对不同频率之波的传播会预期得到很不相
同的特性．首先让我们看看在十分挹赞土发生的情况．若0 足够小，则可由下式对(32.42)
作近似：

, I 

忙= -'b 
• (j 

砌w·
(32.44) 

现在，正如你能够取下式的平方而证实的气
✓-:::-;; == 1-i '__..._~ 

✓ 2 

所以对于低频来说，

n=心/2吵(1-i). (32 .45) 

．或者写出 -i一6玉12; ..r=:i=e一j,r/4=如可4-isin元／么这会给出相同的结果．

~ 一~ ~ 
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九之实部与虚部的大小相同．

波福, 

由千九既有这么一个大的虚部，波在金属中就会迅速地衰减．

参见式(32.36), 沿 2 方向进行之波其波幅是按照下式

递减的：

e•Z/1 

exp[- ✓ 吵/2€。c2z].

让我们将此式写成

(32 .46) 

飞表面
8 

，勾 功 Z

图 32-3 一个横电磁波的波幅作为

进入金属中距离的函数

矿气 (32.47) 

这样， 8 便是波幅被削弱了 e一1=1/2. 72一或约三分

之一——这么一个因数时所经过的距离．这样一种波

的波幅，作为 2 的函数，示如图 32-3. 由于电磁波只能

穿透金属这一段距离， 8 便称为垫些登座． 它由下式
给出：

3=✓ 2e。o2/uw. (32.48) 

那么所谓“低＂频我们指的是什么呢？试看一看式(32 .42), 便可以见到，只要叨·远小于
1皿 L碳o/u 也远小于 1, 则它便可由式(32.44)作近似－~这就是说，我们的低频近似适用
于这么一种场合，即当

1 cu«­
,: 

和

, ,. 
｀、

<T w« 一．
€0 

(32.49) 

让我们来看看，对于一种象铜那样的典型金属，这些应相当千什么频率． 我们利用式

(32.43) 以算出... 并再利用所观测到的电导率以求得<T/句． 从一本手册中可查出下列数

据：

u=5.76x10了（欧·米）飞

原子量 =63.5 克，

比重 =8.9 克·厘米气

阿伏伽德罗数=6.02x1028(克原子量）一1.

如果我们假定每原子中有一个自由电子，则每立方米的自由电子数为
... 

利用

N=8.5x10含8,;米气

q.=1.6 X 10-19 库仑，

我们便得

Eo = 8. 85 X 10-12 法拉·米飞

m = 9 .11 X 10-81 千克，

-r=2.4 X 1Q-1' 秒，

1 
-=4.1x1013 秒飞
飞

旦 =6.5x 1018 秒气
e。

所以对低千每秒约 1012 赫的频率，（这意思是说，对千自由空间波长较长千 0.3 毫米之

波－—即土垒短的无线电波！）铜将具有如我们刚才所述的那种“低频“行为．

对于这些波来说，铜里的趋肤深度为

尸........
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气厄:028米勺尸
W 

比如对每秒 10,000 兆赫波(3 厘米波）这深度即为

lj =6 ;7 X 10-4 厘米．

说明这个波仅仅透入十分微小的一段距离．

407 

由此我们可以看出，为什么在研究空腔（或波导）时，我们只须顾及空腔里之场，而不须

关心金属里的或在空腔外面的任何场．并且，我们也明白，为什么通过用银或金锁上一薄层

就能降低空腔里能量的损失． 这些损耗起因于电流，那只有在等千趋肤深度的那一薄层中

才是可观的．

假设现在就要来考察象铜一类金属在高频上的折射率．对十分高的频率来说，叨·比 1

要大得多，而式(32A2)便可由下式很好地作近似：

忙=1 (32.50) 
仁nf,> 勹尸

对于高频之波金属的折射率变成实数一一并小于 1. 如果该含有门的耗散项可以被忽略（这
对于十分巨大的 0 就可以做到），则从式(32.38)也可以看出那是明显的，因为式(32.38)会
给出

Nq; 
忙=1-

啦吵
2. (32 .51) 

当然，这与式(32.50)正好相同．

动频率的平方(§7-3 节）：

以前我们曾见过 Nq句饥€0 这个量，那曾被称为等离子体振

中显
€0叨

因此就可以将式(32 .50) 或 (32.51) 写成

忙=1-(节）ll• 

该等离子体频率是一种“临界”频率．

对千 w<w,, 金属的折射率有一虚部，因而波被衰减；但对于 w>>w,,, 则折射率是实数，

此时金属变成透明的了．你当然懂得，金属对于 X 射线是相当透明的．但有些金属甚至在

紫外光区也是透明的． 表 32-3 中，对儿种金属给出了它们开始变成透明时的实验观测波

长．在第二行中又给出那些算出来的临界波长入，=2邧／吩．鉴于实验上的波长值并非十分

确定，理论与实践的这一种符合程度就是相当之好了．

表 32-3* 低于下列各该波长，佥属就会变成透明

金 属
入 （实（埃验） 值） 入,, = 2 忒矣) ／吵

（埃
, 

Li 1550 1550 

Na 2100 2090 

K 8150 2870 

Rb 3400 3220 

＊转录自： C. Kittel, I戊roauction to Bol幼 State Phys讼， 2nd ed., 1956, p.266. 

你可能会觉得奇怪，为什么该等离子体频率会与金属中的电磁波传播有关． 在第七章

中，等离子体频率曾作为自由电子的座垦振动的固有频率而出现．（一群电子由于电力作用

八--- .• --- • ---干一”~
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而彼此互相排斥，又由于这些电子的惯性引起了一种密度振动．）因此，那些等离子体塾波会

在 £tip 上发生共振．可是现在我们所谈的却是电磁携波，而又己找出了这些横波是在低于吩

的频率上被吸收的．（这是一个有趣的然而并丕是偶然的符合．）

尽管我们谈论了金属中波之传播，但此刻你该会赏识物理现象的普适性—一无论是在

金属中的电子，或在地球外面电离层中无线电波的传播，我们都可应用同一个表式一—呈i

然，要采用适当的 N 和 T 值．现在我们能够弄清楚，为什么无线电长波会被电离层吸收或

反射，而短波则将一直贯穿过去．（如果要同人造卫星通信，就必须采用短波．）

我们已经谈论了对金属中高频与低频两种极端之波的传播． 对于中间频率，那张满了

帆的式子(32.42)就必须用到了．一般说来，折射率将有一实部和虚部；当波传入金属时会

受到衰减．对于十分薄层，金属甚至在光频上也有一点透明．作为一个例子，为在高温炉旁

工作的人们所制作的特种护目镜就是由蒸发一薄层金于玻璃之上而造成的．可见光能够相
当好地透过一一带有墨绿色—~但红外线则强烈地被吸收．

最后，读者肯定会注意到，这里许多公式同第十章中所曾讨论过的有关介电常数％的那

些公式多少有点相似 介电常数量度了材料对一恒定场，即对 w=O 的场的响应． 如果你

仔细地考察九和九的定义，你就会见到％不过是 '11,2 当 ~o 时的极限．诚然，在本章的方程

中，若令 w=O 和忙＝％，就会重现第十一章中有关电介质理论的那些方程．

` 
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33 
表面反射

§33-1 光之反射与折射

本章的主题是光一一一般地说即是电磁波－一－在表面上的反射和折射．我们曾在第一
卷第三十三章中讨论过反射与折射定律．下面列出在那里曾经得到的一些结果：

1. 反射角等于入射角．若采用图 33-1 所规定的那些角，则

0r=0,. 

2. 对于入射和透射波束，乘积 nsin8 彼此相等（斯涅耳定律）：

(33.1) 

nisin o. = niisin 0,. 飞 (33.2)

3. 反射光的强度取决于入射角和偏振方向．对千与入射面正交的且反射系数 R.1 为

R.1 r 
I sin2(0,-0,) = = I, 血2(0,+0t) • 

对于与入射面平行的 E, 反射系数凡为

(33.3) 

Ru=上-= tan郊-Ot)
11 tan奴＋归

(33.4) 

4. 对于法向入射（当然，不论哪一种偏振以

午尸） 您.5) :. :-·-.·.... I, 巧＋峦．（以前，我们曾用 6 代表入射角. , 代表折射角． 由 :紧:· 气．．
于不能对“折射“角和“反射“角两者都用·If' 所以现 .• ~ •• : 

在就采用仇＝入射角，仇＝反射角，而仇＝透射角．） ＇．一. : , • • . • .、..•.. n,., . I n2 

我们以前所讨论的实际上就是任何人对这一课 ．．．．．．．．爹. • • • • ….,, 

题的正常要求的那种探度和广度，但我们现在要用 图 83一1 在表面上光波的反射与折射
一种不同的方法来重做一遍．为什么？一个原因 （波的传播方向与各波峰正交）

是，以前我们假定了折射率是实数（在材料中没有吸收）．另一个原因却是，你应该懂得怎样
从麦克斯韦方程组的观点去处理波在表面上会发生什么情况．我们将得到与以前相同的答

案，但目前却是从那个波问题的一个直接解，而不是从某些聪明的论证而得到的．
我们要强调，表面反射之幅并不象折射率那样是桂登的属性．它是一个”表面特性”，严

格地取决于该表面是怎祥造成的这样一种性质．在折射率为汜和加的两种材料之间一薄
层外附杂质往往会改变反射的情况．（这里有干涉的一切可能性一一象油膜的五颜六色那
样． 适当厚度甚至可以对某一特定频率的反射幅降低至零；那就是锁膜透镜的制作道理．）

我们将要导出的公式，只在折射率的改变很突然—~落在一个比起波长十分微小的距离之
内一一－时才正确．对于光来说，其波长约为 5000 埃，从面所谓“光滑“面我们指的是这样一

种面：只在经过几个原子的一段距离（或儿个埃）之内，条件才会改变．我们的方程式对于光

在高度磨光的表面上将有效． 一般说来，如果折射率是在跨越儿个波长的距离上逐渐改变

的，则根本很少反射．
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§33-2 稠密材料中之波

首先，要向你们提起过去曾在第一卷第三十一章中采用过的那种描述平面正弦波的方

便办法．在波中任一个场公堂（我们用 E 作为一例）可以写成这么一个形式：
E=Eoel(wt-lc•r>, (33.6) 

其中 B 代表 t 时刻在（从原点算起的）r点上的波幅．矢量 k 指着波前进的方向，而它的大

小 lkl =k=2元／入，即是波数． 波之相速度为叩＝

Q伍；对于在折射率为九的某种材料中之光波，叩＝

c/n, 因而

\ 、..

'\ .. 

X, 
` . 

. .. 
k=竺

C 
. （邸 .7)

假设 k沿着 z 方向；那么， k•r 就恰好是位正如我

们经常用到的那样．对于在任一其他方向上之 k,
我们应当用八来代替 z, 那是在 k 方向上从原点算

起的距离；也就是说，我们应该用 kr1: 代替加，前者

恰好是 k•r(见图 33-2). 因此，式 (33.6)便是在任

一方向上波的方便表式．

当然，还必须记起图 33-2 在｀方向上前进之波，任
一点 P上之相为 (wt-lc,r) k• 俨一坛+k11Y+ 比，

式中杠 k11 和 K乞乃沿三个坐标轴的k 之分量． 事实上，以前就曾一度指出过： (w, 比， k11,
扮是一个四元矢，而它与Ct, w,'Y, z)之积则是一个不变量． 因此，波之世担即是一个不变

谌，而式 (33.6)本来就满可以写成

但是我们目前还不需要那样奇妙的幻想．
对于一个如式 (33.6) 所示的那种正弦式 E 来说， a丑/at 等于如E, 而 oE/知等于

－忱E, 其他各分量也如此这般．你可以看出，为什么当与微分方程打交道时，运用 (33.6)
那种形式会十分方便一一微分都被乘法代替了． 还有另一个有用之处：算符 V=(切彻，
.a/ay, 切加）得由三个乘法(-ik,., -;-心幻， -i比）所代替．但这三个因素却是按矢量 k 的三
个分蠢变换的，因而算符 V 就得由一ik 所代替了：

E=E。e也气

a-at . 
~勋, 

v~-ik. 

这对于 V 的任一种运算
分扯为

不论是陡度，散度或旋度

(33.8) 

都保持正确．例如， vxE 的 2

. 

0E11 oE雾
一. . 

彻 oy • 

若趴和 E雾两者都按 e丑•r 变化，则可以得到

-ik多趴＋心k11此，

, 

这你会明白即是一ikxE 的 2 分量．

因此就有一个十分有用的普遍事实，即每当你得去对一个在三维波（这种波是物理学的

..、- ~·--· 
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一个重要部分）上的矢量取陡度时，你始终可凭记住 V 这个运算与乘上一心k 相当，就能够迅

速地并几乎不须思索地取得那些微商．

例如，法拉第方程

vxE=-一
oB 
at 

对于一个波会变成

这告诉我们
-ikxE=-如B.

B kxE 
(33.9) 

w 

上式相当于以前我们对自由空间里之波所找到的结果—一在波里的 B 既垂直于 E, 也垂直
千波的传播方向． （在自由空间中， eu/k=c.)你可以从 k 沿着坡印廷矢董 S一e#ExB 的

方向这么一个事实来记住式(33.9) 中的符号．

如果你对其他麦克斯韦方程也运用这同一法则，你就会重新获得上一章中的那些结果，

而特别是

k•k=沪＝
Ct)l,1'11,ll 

2 • 
C 

(33.10) 

但既然我们都已经认识，便无需再去做出来了．

如果你想要自己寻点乐趣，可以尝试下述的令人惊骇的问题，追溯到 1890 年代那是研：

究生的毕业试题：对一种各迥迕迭晶体，也就是当极化强度 P是由一极化率张量来联系到
电场 E时，为平面波解出麦克斯韦方程组． 当然，你应该选取你的坐标轴使其沿该张量的
主轴（这样才会有几＝＂“凡， P11=-C丸趴和 P.=ao趴），但必须让波有一个任意方向和任意偏
振． 你应能够找出 E 与 B 之间的关系，以及 k是怎样随着方向和波的偏振而变化着的．

于是你将会理解一块各向异性晶体的光学，最好是先从双折射晶体一象方解石那样
的较简单情况开始，其中有两个极化 · 

率相等（比方说伪一心），并看看你是 ,... . . 

｀｀尸
.. " , 
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E1=E。el(w仁k·r>.

既然 k 垂直于 z 轴，则

可以把反射波写成

k•r=k怎ai+k11Y.

(33.11) 

(33.12) 

Er=E佃邸't一”“ (33.13) 

使得它的频率为 w', 波数为 k', 而波幅为 Ek (当然我们知道，频率以及 k之大小会分别

与入射波的相同，但甚至对此也可不先作假定．我们将让它从数学的机器中滚出来．）最后，

对于透射波则还可以写出
E,=Eiel(wt一k"•r> (33.14) 

我们知道，麦克斯韦方程组中的一个方程会给出式(33.9), 因而对于每个波就有

B,= kxE, , Br= k'xEr k"xEt 
w w'·'B尸 w" . 

并且，如果把那两种媒质的折射率叫做生和妇，则由式(33 .10)可得

妒＝的＋的
况叶

C 
由于反射波是在同一种材料中的，因而

k'2 w'2叶
2 , ,, 

C 

而对于透射波则为

沪＝立畦
2 • 

C 

、，

§33-3' 边界条件

(33.15) 

(33.16) 

（邸 .17)
, 

.. -

(33.18) 

迄今我们已描述了三种波；现在的问题是要算出由入射波的各参数表达的有关反射波
和透射波的各参数．我们怎样才能做到这一点呢？上述三个波是在均匀材料中满足麦克斯

韦方程组的，但是在两种不同材料的边界上麦氏方
程组也应该被满足． 因此，现在就必须考察一下刚
好在边界上发生的事情．我们将会发现，麦克斯韦方
程组要求这三个波应以某种方式互相配合．

作为一个表明我们意向的例子，电场 E 的 g分
量在边界两边一定要捚匣．，这是法拉第定律

y .. , . 
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图 33-4 边界条件 E112=E111 是

叶 E•心一0 获得的
I' 

VxE.= 一· aB 
I 

，，，上
. . (33.19) 

所要求的，正如可以用下述方法来看出． 考虑一个

横越边界的小矩形回线 r, 如图 38-4 所示．式
X. (33.19)表明环绕r 的E之线积分等于穿过该回线

的 B.通量之时率：

炉I'E心＝－卡位·呻．
现在设想该矩形十分狭窄，以致回线所包围的面积无限小． 如果 B 仍保持有限大（没有什

么理由使它在边界上应该无限大！），则穿过该面积的通量为零．因此 E的线积分就必然为

. . --·· 
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零若车和 E11, 各代表在边界两边的场分扯，又若该矩形的长度为 z, 则应有

或
E111Z-E,d,=0, 

E111 =E11,, (33.20) 

正如我们在上面所曾说过的．这向我们提供一个关千三个波之场的关系．

计算麦克斯韦方程组在边界上的结果这一步骤称为“确定边界条件”．一般总是这样做
的：通过对诸如图 83-4 的那个小矩形 r 或对横越边界的一个小高斯面而作的论证来找出

尽可能多的类似(33.20)那样的式子．尽管那是一种十分良好的进行方式，但它给人们的印

象是，处理边界问题对于每一不同的物理问题都各不相同．

比方，在一个越过边界的热流间题中，两边的温度是怎样联系起来的呢？噢，你本来满

可以争辩说，首先，从一边流湮边界的热流应该等千从另一边流婓边界的热流．由作出这样
的物理论证以求得边界条件，通常有可能，而且一般也很有用．然而，有时当你在做某一问
题时你可能只拥有一些方程式，而还未能立刻看出要采取什么样的物理论据． 所以虽然我

们目前感兴趣的只在于电磁问题，其中狸整作出那些物理论证，但仍必须向你们指明一种方
法，那是可用于任何-种问题的一一一种直接从微分方程找出在边界上所发生的情况的登
遍方法．

从写出对电介质的所有麦克斯韦方程开始一一而这次我们很特别，将把一切分量都明
显地写出： 、

', 
'. 

~, 

` 

. 

V•P V•E=--
'"。

句（警＋警＋尝）－－（誓＋詈弓旮）
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(33.21) 

(33.22a) 

（郘.22b)

(33.?2o) 

(33.23) 

(33.24a) 

02 (警－警）士詈气令 (~3.24b) 

叶鸟卫生）－上垫＋鸟
彻 og€。 at at 

（邸.240)

现在这些方程必须在区域 1(边界左侧）和区域 2(边界右侧）中全都正确．我们已写出

过在区域 1 与区域 2 中之解了．最后，它们也应当连边界那里，即在我们称之为区域 8 中被

--
．一 ..... . . ..... . 
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满足． 虽然人们往往把边界想象成刀割似地不连续，事实却并非如此．物理性质很迅速地
变化，但却不是无限快的．在任何一种情况下，我们都可以想象在一个我们称之为区域 3 中

1 的短距离上从 1 区至 2 区间的折射率过渡得十分

P2 
Pl 快，但还是洼些的．并且，任何象凡、E多等的场量在

~ ' - 3 区中也将作相似的一种过渡． 在这一区域里，那

些微分方程仍应当被满足，而正是在这一区域中通

过跟踪那些微分方程我们才能获得所需的“边界条

II 

:IIIlII 

。_ 

qp  ̀,` 

1· 
区

`t 

IIlII 

件".

例如，假设有一个介乎真空(1 区）与玻璃(2 区）

之间的边界． 在真空里没有什么可极化的，因而

P1=0. 让我们说在玻璃中有某一极化强度 P1. 介

乎真空与玻璃之间有一个光滑的但却迅速的过渡．

如果我们所考察的是 P 的任一分量，比方说 P., 则

它也许会如图 33-5(a)所示的那样变化．现在假设

取第一个方程（邸 .21). 它含有 P 的分量对于气 g

瓦
和 z 的微商．那些对 g 和 z 的微商我们不感兴趣；

在那些方向上不会发生什么特别事故．可是 P雾的

o 微商在 3 区中就将有某一很大值，因为凡的斜率

那么巨大. aP.,/彻这个微商在边界上将有一尖峰

形状，如图 33----5(0) 所示． 如果我们设想将边界挤

压成更薄的一层，则该尖峰便会升得更高． 如果边
界对于我们所感兴趣之波的确很锐利，则在 8 区中

祖七／知的大小将大大高于从边界外的波中 P 之变

篡 化所该得到的任何贡献－—－这样就可以忽略除由千

图 33-5 处于 (1) 区与 (2) 区的两种不同 右去b界上发生的其他一切变化．
材料之间的过渡区 (S) 中之场 现在若在右边已有一个非常巨大的尖峰，式

(33.21)怎么能够被满足呢？除非在其他一侧也有一个那么巨大的尖峰．在左边的某种东

西一定也很大．唯一的候选者就只有那 8E11/加，因为其他随 g 和随 z 的变化都只不过是我

们刚才所说的小效应． 因此， -E。 ca凡／加）必然会如图 33-5(c) 所示的那祥—一刚好是

祖七／加的翻板．我们有

l 
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和鸟一一些oai ox· 
如果在 0 跨越 8 区时对这一方程积分，就可以得出这么一个结论：

和(E.,l11-E11:1) = -(P.,2-P泣．

换句话说，从 1 区至 2 区和坠的跳跃应等于一凡的跳跃．
可以将式(33.25)重新写成

(33.25) 

砌乌+Pa;l!=E。贮+P雾1, (33.26) 

这说明在1 区和 2 区中 (e。比 +P,,)这个量具有相等之值．人们说：越过边界面时（邱凡+P,.)
这个量是垫些的．就这样，我们已有了边界条件之一．

..、··• 雯....早_, ··-·--- . 气- -、 ....、.....
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尽管我们例举了一个由于 1 区是真空而其中 P1 是零的情况，但很清楚，这同一论证也
适用于在该两区中的任两种材料，因而式(83.26)是普遍正确的．

现在要来普查其余的麦克斯韦方程，并看看它们中的每一个会告诉我们什么． 下一步

我们将选取式(33.22a). 这其中并没有 0 微商，因而不会告诉我们任何东西．（记住场空身．
在边界上不会变得特别大；只有对于 G 的微商才能变成那么巨大以致它们支配了该方程

式）其次，我们考察式(33.22b). 啊！这里有一个＂微商了！正是在左边上有 aE./aa; 的．

假定它是一个巨大数值． 但请等一等！ 右侧并没有什么东西可以与之匹配的；因此风在

从 1 区进至 2 区时就丕堑有任何跳跃．［若果真有跳跃的话，就会在式(33.22b) 的左边出现

一个尖峰而在右边则否，因而该方程式就是错的了．］因此，我们有这么一个新的条件：
E,,=E81. (33.27) 

通过同一种论证，式(33.220)会给出

E11,=E亿. (33.28) 

这最后一个结果恰好就是上面曾根据线积分的论证而获得的式(33.20).

我们继续来到式(33.23). 唯一可能具有一尖峰状之项为 a凡／加．但在右侧却没有什
么可与之匹配的，因而可以断定

B"'s=B五. (33.29) 

面临麦克斯韦方程组的最后一个了！式 (33.24a) 不会给出什么，因为并没有＂微商．
式(33.24b) 中有一个＂微商，即一砓a丑／彻，但再又没有什么与之匹配的．因而得

B.,=B乞1, (33.30) 

那最后一个方程与此很相似，并将给出
•• 

B11,=B亿．（邸.31)

后面这三个方程向我们提供 B,=B1. 然而，必须强调，只有当边界两侧的材料是非磁
性材料——或宁可说，当我们可以忽略材料的任何磁效应一时才会获得这么一个结果．除
了铁磁性材料之外，对于大多数材料来说往往都行得通．（我们将在以后某些章中处理材料

的磁性．）

` 
表 33-1 在电介质表面上的边界条件

（句氐+P让~(€0氐+~心
(!£ 初= (E2), 

(E山一 (E2),

B1=B2 

（界面是 ye 面） .... 

上述计划已使我们获得关于在 1 区与2 区间之场的六个关系式．已经将它们汇集在表
33-1 上了．现在可以利用它们来匹配两个区域之间的那些波了．然而，还必须强调，刚才
所用到的那种概念对于任一种这样的物理情况都适用，即当你有一些微分方程，在横越两区

- - - -

域之间有一个清晰界面，那里某一性质正在发生改变、而你想要求得方程的这样一个解的那
种情况．对于我们眼前的目标来说，满可以利用关于在边界上通最与环流的那种论证来轻
易地推导出同一些式子．（你或许想要看看能否按照那种办法来得到同一结果．）但现在你
已经看到，每当你被绊住而又未曾看出关于在边界上发生的事情的物理方面的任何简易论
证时便会有一种行之有效的方法——你可以只处理那些方程．

` 
··-·..... 
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§33-4 反射波与透射波

现在已准备好把我们的边界条件应用于曾在 §33-2 节中写下来的那些波了．我们已经

具备：
E,=E怼(wt-"k,.乞一切），

E,=E~e如't一臣-t~11),

E, = Eiel(w"t-车-1<-;11>,

B, kxE, 
w' 

Br k'xEr 
w ', 

B:= k" X Et ,, . 
" 

(33.32) 

(33.33) 

(33.34) 

(33.35) 

(33.36) 

(33.37) 

此外，还有进一步的一点知识：对于每一个波， E始终垂宜于其传播矢量 k.

结果将取决于该入射波的 E矢量方向（偏振）．如果我们分开处理其中入射波具有巠
过于“入射面”（即叩面）的 E矢量的那种情况，以及入射波具有垂直于入射面的E矢量的
另一种情况，那么分析的手续就会简单得多． 任何其他偏振的波都不过是这两种波的迭加

罢了．换句话说，反射与透射强度对于不同的偏振是不同的，而最容易做的则是去拣出那两
种最简单情况而加以分别处理．

我们将对一个垂直于入射面而偏振的入射波进行分析，然后对另一种情况则只给出结

果．通过选取这一最简单情况我们似乎未免有点不老实，但在原理上两者都是一样的． 因

此我们认为且只有一个 z 分量，而既然所有的 E矢量都在同一个方向上，就可以取消那矢

~:.\::··_. 沁·: •• ••·• -.:.: ·:·y 量的符号了．

只要两种材料都属于各向同性的，材料里电荷

.:: 一言·.::了:l J 的感生振动便也将沿着 z方向，而透射与辐射之波的
-_-:;:·. ·: . ~r- :·- _:.:.:1 Ey E场将各只有一个 2 分量．因此，对于所有之波， E分
:<-'_:·.:~r: _·. ;.···. .,.._ ．产 和 E11, 以及比和 P11, 都等于零．那些波的 E和 B
.·. ·. • ·.. -·::.. -·.: . Bt 

矢量有如图 33-6 所示．（这里我们对于原来想要从
X. 
微分方程组得到一切的计划抄了一条近路．这一结

.::·:'Ej. 
·.··.. :.-- . 左_,_..---界面 果本来也可从边界条件方面得到，但通过利用物理

:: _._ •• ::.-·.-::.) 时间，不妨试试能否从那些方程获得这同一结果很._- .. ·..• Bi ••• ·•• :·: 论证我们却可节省许多代数运算．如果你有些空闲

.- . : 飞.. .. : ~-"·'产 J n2 清楚，我们上面所说的一切都与那些方程相一致；只
图 aa-e 当入射波的 E 场垂宜千入射面 是我们还未曾证明再没有塑堕可能性罢了．）

时，反射波和透射波的偏振情形 . 现在从式(83.26) 至(33.31) 的边界条件会给出

1 区与 2 区中的 E 和 B 的各分量之间的关系．在 2 区中只有那透射波，而在 1 区中则有堕
土波．我们要用哪一个波呢当然，在 1 区里之场等于入射波与反射波两场的迭加．（由于
每一个场都各满足麦克斯韦方程组，因而两者之和亦然．）所以当我们应用边界条件时，就必
须用到 ` 

E1. 一E,+且， E,=E,,

- -- - -- --、- ---- - --. .•. -
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对于那些 B 来说，也与此相仿．

对我们正在考虑的这种偏振，式 (33.26) 和 (33.28) 不会提供任何新的知识；只有

(33.27)才有用处．它申述：在边界上，也就是在炉=0 处，

E,+E,=Et. 
因此我们就有

E泸i(wt一t,11>+E佃l(w't一1"i1/)='E如｀妇't-t-,:11,, (33 .38) 

这必须对一切的 t 和一切的 g 都正确．假设首先考察在 y=O 处的情况．此时我们有

E。e1"'t+E佃lw't=E拓伈"t.

这一方程申述，两个振动项之和等千第三个振动项． 这只有当所有各振动都具有同一频率
时才能出现．（不可能对于三个——或任一个数目的一一具有不同频率的这样的项会在一
切时刻上相加而都得到零的．）因此

,r I 
Cu =Cu =c.> . (33 .39) 

正如我们过去一直都认识到的，反射波及透射波的频率与入射波的相同．

其实一开始我们本就可以将这一条件放进去以避免一些麻烦，但却曾希望要向你们表
明它也可以从那些方程式获得． 当你正在做一实验问题时，往往最好一开头就把你所知道
的一切都放到计算程序中去，而这会使你避免许多麻烦．

根据定义， k 之岑少是由胪一忙况/<fl 给出的，因而也就有
h"2'fgl2'fg2 

n =, = 
百 ni.

(33.40) 

现在我们来考察 t=O 时的式(33.38). 再度利用刚才所作的那种论证，但这一次是建

筑在该方程式必须对所有 g 值都满足这一事实上的，因而得

的一 k'y~h11. (33.41) 

由式(33.40), 即尸＝炉，我们有 ... 

吁＋的＝启＋叶．
' 

将此式与 (33.41)相结合，便得

的＝启，
即比＝土比．正号不构成任何意义；它不会给出昆堑波，却给出另一个全星波，而我们一开

始就申明正在解只有一个入射波的问题．，所以我们有
丛＝－比. · ·(33.42) 

(33.41) 和 (33.42)两式向我们提供反射角等于入射角，一如所期待的（见图 33-3). 该反射

波为

址=E~e".. f+比...~ 可）．

对于透射波，则已有

片=k~
和

炉,2 沪
= -

咕对＇
因而我们能够对这两个式解出比来．结果得到

庄=k"仁歼＝丑沪－片．
叶

(33.43) 

(33.44) 

(33. 岛）

暂时假定幻和为都是实数（即两折射率的虚部都十分微小）．那么所有的 k 就也都是
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实数，并从图 3~ 可以找出

k 
一旦＿

. 胪．= SID. (), -1L 
k'k" 

=Sin 0,. （邸 .46)

又由式 (33.44)我们得到

九!!sin 0t= 九1 sin 0c, (33 .47) 

这就是斯涅耳折射定律－－－又是我们熟悉的某种东西． 如果那些折射率不是实数，则波数

将是复数，而我们就得用到式(33.必）．［仍然能够通过式(33.46) 来对角度仇和 0, 下座义，

而式 (33.47) 的斯涅耳方程也应该普遍正确．但此时“角度”也是复数，因而丧失了作为角度
的简单儿何解释这样，最好是通过它们的比或比复数值来描述那些波的行为．］

迄今为止，我们还未曾找出任何新的东西． 只是从复杂的数学机器中得到了某些明显

答案而感到一种天真的喜悦．现在我们准备来找出还未曾弄清楚的波幅．利用关于那些 Q
和 k 的结果，式 (33.38) 中的指数函数因子就可以消去，因而我们得到

Eo+Eli=Et (33 .48) 

既然岛和砒都属未知，那就需要另一个关系式．我们必须引用边界条件中的另一个．有

关比和出的那些方程都无能为力，因为所有的 E都只有一个 z 分扯．因此，必须用到有

关 B方面的那些条件．让我们试一试式(33.29):

B..,,=Bn. 
根据式(33.35) 至 (33.37).

B.,. k11E, · 
．＝－一 B.,,.=

队，E,- B.1= “凡w'.w''w"· 

并回忆起 w" =w'=w 和的＝佑＝幻，我们便得
Eo+Eli=骂．

但这不外又是式(33.48)! 我们刚才只在得到已知道了的东西中浪费时间．

本来还可以试一试式(33.30), 即 B心=B.i, 但却没有 B 的 1 分量！因此剩下来的就只

有一个方程：即式(33.31), 也即 B11!1=B亿．对于那三个波：

B小 k.,E1 丛趴 记Et·=- =- ==-

" 
, B11r 

. w' 
, Bv: (33 .49) 

把在 a:=0 处（即在边界上）的波之表式作为玑，瓦和趴代入，则这一边界条件便是
K 片 I , k" 
一Eoe'<叫-lc,11)十一于风e'<w't一另v>~~E拓｀他"t一记;11>

w w w"• 

又再是所有的Q和所有的 k, 都相等，因而上式将简化成

比趴＋凡矶＝比阮. (33.50) 

这为我们提供一个异于式(33 .48) 的有关各 E 间的方程． 有了这两个式，便可解出 E6 和
骂了．由于比＝－比，我们得

E6=乌趴，,_ -1-比 (33.51) 

Ei=鸟朊. (33.52) 

这些，再加上关于比的式(33.45) 或 (33.46), 便向我们提供所希望知道的东西．将在下一
节中讨论这一结果的后果． .. 

如果从一个其中 E 矢蜇翌往于入射面的偏振波开始， E便将有历和 g 两分量，如图

。
, __ -一，

. - ---· 
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33-7 所示． 代数运算虽然直截了当，但较为复杂点． （在这种情况下通过用全都沿 2 方向

的覂场 B 来表达，工作量会稍为减轻些．）人们找出

IE~, .... 咕k雾一对比
立，平,, I趴 I (33.153) 

和

IEil= 如心无
咕比＋对比 I趴 I.

让我们来看看，是否上述结果与我们以前曾得

到的相符．式（邸.8)就是在第一卷第三十三章中我 . 

们曾经算出来的有关反射波强度与入射波强度间的

比率然而，我们当时只考虑奕塾折射率．对于实

数折射率（以及实数的来说，就可以写成

比=koosfJ,-立生 oos e., 
C 

片=i" 008 仇＝竺 cos e,. 
C 

把这些代入式(33.51) 中，便有

:::·: .. _--:. ·:->:: ~: H . . . . -·. . . •••• • • • • • • • ....... , .... •••• . .... 
·.、. • . ........ 

•• .. 
••• . •. 

. k': :·. _- .. J Et 

;~B.~·.::-:. 

坠= ni cos e广-n, cos O, 
.E。 9'6100B 仇十妇 008 佑＇

(33.00) 

这看来还是与式(83.3) 不同． 然而，如果我们运用

斯涅耳定律以消去那些九，则两式就会相同． 即令

妇＝伍 sin o.;sm e,, 并对上式中的分子和分母各乘以 sin IJ,, 便得

了§:r--界面
.•. . . . . . . . ... ·. 
• . . . • • • ." llj ... . 
: ····: ·..... ·-:·-

.y n2 

(33. 区）

x 

图33-7 当入射波的 E场平行千

入射面时各波的偏振情形

岛四0, sin Ot - sin 0, 亟仇_ 
. • Eo cos0,si.n,0,+s:in0心位 0合．

分子和分母都不过是(8,一仇）和（仇+0,)的正弦函数；因而得到
互＝血(0,-0t)
岛的l.(从十仇）·

(33.56) 

由于风和丑。都在同一种材料中，强度就各正比于其电场的平方，而我们便得到与以前相

同的结果．同理，式(33:53) 也与式(33.4)相同．
对千法向入射之波，仇=0 和 0,=0. 式(33.郘）便给出 0/0, 那不是十分有用的．然而，

我们可以返回到式(33.岛）上去，它会给出

舟＝（赍）ll -(琴）ll• (33,57) 

自然，这一结果适用于上述两者中的“任一种“偏振，因为对于法向入射来说不会有任何特殊
的＂入射面". . . . . 

｀旷

§33寸5 金属上的反射

我们现在可以引用上述结果来理解从金属上反射的那一有趣现象．为什么金属会闪闪

发亮如在上一章中我们曾看到金属的折射率对于某些频率来说会带有一个大的虚部．让

我们来看看，当光从空气（九一 1)照射到某一种具有正＝－如I 的材料中时我们会得到什么样

的反射强度．这时式（邸 .55)会给出（对于法向入射）：

己. -、 - --- --- - - - -- -
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E:i 1+妞r
= .' 

E。 1-泗I•

关于反射波的婴覂，我们需要岛和趴的绝对值的平方：

I, IE6 尸 11+伽 12
飞＝了= 11-叩尸＇

或

护拧导=1. (33.58) 

对于具有一纯虚数的折射率的材料，会发生百分之百的反射！

金属并不会百分之百地反射，但其中有许多的确会对可见光反射得十分好的．换句话说，
它们的折射率的虚部很大．但我们已经明白，折射率的巨大虚部意味着强烈吸收．因此就有

这么一个普遍法则：即如果在某一频率上佳二

材料变成一个土生优良的吸收体，则这种波会
在其表面上强烈反射而很少会进入其内部以被

吸收的．你可以利用一些浓稠颜料来看清楚这

一效应．最浓稠材料的纯晶体会有一种“金属”
闪光． 也许你曾注意到，在一个紫色墨水罐的

边缘上那些干燥了的颜料会给出一种金黄色的

金属反射，或干燥了的红墨水会给出一种绿色
的金属反射．红墨水把透射光中的绿色给吸收

－＿－了－＿－＿－

掉了，因而如果该墨水很浓，它就会表现出对绿
图 33-8 对频率为0之光会强烈吸收的材 色光的那些频率的强烈表面反射

-- - -

料也能对该频率之光进行反射
你可以用红墨水涂于玻璃片之上并让它干

燥后来轻易地表演这一效应．如果你用一束白光从玻璃片后面照射上去，如图 33-8 所示的
那种情形，则可得到一条红色透射光束和一条绿色反射光束．

§33--6 全内反射

如果光是从一种象玻璃那样具有一实数折射率＂大于 1 的材料向折射率等于 1 的空气
中传播，那么斯涅耳定律便申明

sine, 一n sin 0,: 
该透射波之角 e, 会变成 90°, 当入射角等千由下式所给出的＂临界角,;0。时：

“印n0。一 1 (33.59) 

对大于这临界角的仇又会发生什么种情况呢？你知道将会有全内反射．但那是怎么得来
的呢？，

让我们回到那个会给出透射波的波数 k" 的式 (33.45)上去．我们该有

炉
汗－－－－一的． 、

忙

原来 h11 _;,,, k sin 0., 而，，一 c.m/c, 因而
忒

庄－一(1-n1sin项）ell 

如果 nsin 仇大于 1, 则庄就是免的，因而比即是一纯虚数，比方说士忱．你现在就会明白

~、- -·-·-·· - -- ．~气. • -
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那意味着什么了！该透射波（式 33.34)将有这样一种形式：
且=Ege拉卢e•<wt一切）．

波幅会随＂的增大而按指数函数增加或减少．很清楚，这里所要的是那个负号．这样在界
面右边的波幔就将如图 33-9 所示的那样递减．注意 n1 具有 c.,/c 的数量级一—那就是 2;,r;/
如，其中入。为光之自由空间波长． 当光从一玻璃空气界面上发生全内反射时，在空气里仍
会有场，但只延伸到光之波长的数量级那么一段距离．
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阳 33-9 全内反射

现在我们可以看出如何来回答下述问题如果光波在玻璃中以一个足够大的角度到达

其表面，它便会给反射回来；如果把另一块玻璃移到该表 . 

面上去（使得“表面”实际上是不见了），则此时光将透射 ... :·:"°. 飞气.. , : •. ; ·. :·. 

过去．试问这恰好是在哪个时候发生的呢？肯定地，必 .·: : ,_. :·_,·. 

然会有从全反射变成无反射的一个连续性变化过程．答 丘·
, . , . . .·.... 

案当然是如杲该空气间院如此之小，以致空气中的指数 • - . ·. _.. : 

函数尾在那第二块玻璃中还有可观的强度，则它仍将会 'I .•• ~.: • • . . . . . • .•. 

在那里摇动着电子而产生一个新的波，如图 33-10 所示． 、....
某些光将透射过去．（显然，我们的解是不完全的；本来 ．：心沪. : ·... 

应该就两个玻璃区域间有一薄空气层的那种情况对所有 •. :- : -~ ·.·., • , · 

方程再解一遍．） ~ .'.n,-=n·., n2=o'n3=n•:·. 

这种透射效应对于寻常的光只有当该空气隙十分微 图 33-10 如果有一个小间隙，
小（属于光之波长的数量级，诸如 10-11 厘米）时才可以观 则内反射就不完全；在该间隙之

察得到，但如果采用三厘米波，则可轻而易举地演示出
外会出现一个透射波

来．这时按指数函数衰减之场就会伸展至几厘米之远．一种能表演这一效应的微波装置示
如图 33-11. 出自一部三厘米波的小发送机之波指向一个 450 角的石蜡棱镜．对于这种频
率石蜡的折射率为 1.50, 因而临界角为 41.5°. 所以波会从那个 45° 面上全反射而由检波

器 A 拾起，如图 33-ll(a)所示． 如果将第二个石蜡棱镜与该第一个棱镜互相接触地放在

一起，如图 (b) 中所示，则波将笔直地贯穿过去而在检波器 B 那里被拾起了．如果在两个棱

镜之间留下几厘米厚的空隙，如图 (c)所示那样，则透射波与反射波两者都同时并存．在图
部-11(a) 中存在千该棱镜的 450 表面之外的电场如何，也可以通过把检波器 B 移至离该表

面几厘米内而加以鉴定．

,,,, -一,_,_,,,, -
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34 
物质的磁性

§34-1 抗磁性和顺磁性

在本章中，我们将要谈论物质的磁性．具有最突出磁性的材料当然是铁．与此相似的磁

性也为元素镜、钻，以及一一在足够低的温度下（低于 16°0)一一轧和若干特种合金所共

有这一被称为埜覂性的磁性足够显著和复杂，以致我们将单独列出一章来加以讨论．然
而，所有普通物质也确实会表现出某些磁效应，尽管十分微弱一一比起铁磁性材料中的效应

来要小千倍乃至上兆倍．这里我们要来描述普通的激性，也就是说，除了那些铁磁性物质以

外的其他物质的磁性．

这种微小磁性可分两类．有些材料会被型堕磁场；而其他则被塑氐．不象物质中的电效

应那样，始终引起电介质被吸引，而这种磁效应却有两种符号．这两种符号可以借助于一座

配备有一个尖极和一个平极的强电磁铁来

轻易地加以证明，如图 34-1 所示．在尖极

附近的磁场比起在平极附近的磁场要强得

多如果一小块物质由一根长线悬挂着并

位于该两极之间，则一般说来，将有一微小

之力作用千其上．这一个小力可在加上磁

场时由对于该悬挂材料的微小位移进行观

察而得到．上述那几种铁磁材料会十分强

烈地被吸引至该尖极上去；其他一切材料

只会感到十分微弱之力．有的被轻微地引

向尖极；有的则轻微地被排斥．

用柲的一个小柱体最容易见到这一效

. 

，悬丝

_, __ ., ~ 小块材料

强电磁铁的两极

图 34-1 一块柲的小柱体会被该尖极

所轻微排斥；而一块铝则会被吸引

应，它会从高场区那里垫捚氐开来．象这样被排斥着的物质称为塾覂竺的．柲就是一种最

强的抗磁性物质，但即使如此，效应仍然十分微弱．抗磁性总是十分弱的．如果一小块铝被

挂在两极之间，则也会受到一微小之力，但却是塑迥该尖极的． 象铝这类物质称为覂壁丝
的．（在这么一个实验中，当磁场加上或撤去之时会发生一些涡流力，而这些力就能够引起

强烈冲击．你必须小心地测出在该悬挂物体静止后的那种净位移．）

现在我们要来简略地描述这两种效应的机制． 首先，在许多种物质中原子都不具有永

磁矩，或者毋宁说，每一原子里面的磁体都互相抵消了以致该原子的登磁矩等千零．电子自

旋及其轨道运动都完全给衡消掉了，使得任一特定原子都不具有平均磁矩．在这种场合下，

当你把磁场开动时，就有一个小小的额外电流由于电感作用而在原子里产生． 按照楞次定
律，这些电流的方向旨在反抗正在增长着的磁场． 所以原子的感生磁矩的指向就与磁场的

指向担区．这就是抗磁性的机制．

另外，还有某些物质，其中原子确实具有永磁矩——各电子的自旋和轨道运动拥有一个

.. . .... 
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不等于零的净环流． 所以除了抗磁性（这始终会存在）之外，就还有可能把这些个别原子的

磁矩排列整齐．在这一种情况下，磁矩试图堑匣磁场一起排列整齐（正如电介质中的永偶极
子会被电场所排齐一样），因而这感生磁场就有加强原来磁场的倾向．这一类物质就是顺磁

性的． 顺磁性一般都相当弱，因为那些对准力比起那来自企图扰乱秩序的热运动之力来相
当微小．由此也可以推断说，顺磁性通常都对温度敏感．（那种由金属中对导电性能要负责

的自由电子的自旋所引起的顺磁性则是例外．我们将不在这里讨论这一现象．）对于普通的

顺磁性，温度越低，效应就越强．在低温当碰撞的扰乱效应较少时就会有较高程度的整齐排
列．反之，抗磁性则大抵与温度无关．在任一种配有磁矩的物质中抗磁和顺磁两种效应都

会同时存在，但顺磁效应却往往占优势．

在第十一章中，我们曾描述过一种埜些佳材料，其中所有电偶极子都给它们本身的相互
电场所排齐． 也有可能设想铁电性的一种磁性模拟，在其中一切原子磁矩都会排列整齐而

共同锁紧起来． 如果你对这应该如何发生进行一些计算，你就会发现由于磁力比起电力来

小得那么多，热运动甚至在绝对温度十分之儿度上就应能把这种排列冲散． 因此不会在室

温上存在磁矩的永恒排列．

反之，这恰好就是铁中发生的事情一一磁矩的确会被排列整齐． 在铁里不同原子的磁

矩间有一种比起直垫壁互作用要强得多的有效力．这是一种只能由量子力学加以解释的间

接效应． 它比直接的磁互作用约强一万倍，而这就是在铁磁性材料中能把那些磁矩都整齐

排列起来之力．我们将在后面一章中讨论这一独特互作用．

现在已经试图向硃们提供一个有关抗磁性与顺磁性的定性解释，但我们仍必须作出改
正而申明，不可能从经典物理学的观点以任何一种忠实方式来理解材料的磁效应． 这样的

- - _-_- -

磁效应完全是一种量子力学现象． 然而，却可以作出某些虚假的经典论据而获得关千事情-_-_-- -于,- --- --_-_-_-_- _-_- -------

进行的某种概念．我们也许可以这样说．你可作出某些经典论证并得到关于材料行为的一
些猜测，但这些论证在任何意义上都不是“合法”的，因为在这些磁现象的任一种中都绝对必
须牵涉到童子力学．另一方面，有一些情况，诸如在等离子体中或在一个含有许多自由电子

的空间区域中，那里的电子的确会遵守经典力学．而在那些场合下，某些来自经典磁性的定
理才会有点价值．并且，经典论证由于历史原因也有一些价值．人们最初几次能够猜测到

磁性材料的意义及其行为，的确是用了经典论据的．最后，正如我们上面所指出的，经典力

学也还能够向我们提供有关或许会发生的事态的某些有用猜测一一尽管要研究这一课题的

真正忠实途径应该是先去学好量子力学，然后再用量子力学来理解磁性．

另一方面，我们却不想等到量子力学都弄通了以后才来理解象抗磁性这么一种简单东

西．我们不得不依靠经典力学作为对发生过程的一种半证明，但始终必须认识到，那些论据

实际上是不正确的．因此，我们会作出一系列有关经典磁性的定理，这些定理将使你们发生

混乱，因为它们将证明另一些东西．除了最末那一条定理外，其他每一条都将是错误的．而

且，作为对物理世界的描述它们全都是错误的，因为量子力学被漏掉了．
·, 

§34-2 磁矩与角动量

我们所要证明的第一个来自经典力学方面的定理如下：如果电子在一个圆周轨道上运

动（比方，在受一辏力的影响下环绕着核旋转），便有磁矩与角动量间的一个固定比率．对于

电子在轨道上的运动，让我们称它的角动量为 J, 而磁矩为 JI,. 角动量的大小就是电子质量

- --- -- -- - - - - ~·... -· 今·····...
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乘速度再乘半径（见图 34-2). 它的方向与轨道的平面垂直．

J=叨叨詹 (34.1) 

（当然，这是一个非相对论性公式，但它对千原子却是一种很好近似，因为所涉及的电子其

心压值一般都属于~/加一1/137 或约百分之一的数掀级．）

这同一轨道的磁矩是电流乘面积（见 14-5 节）．电流是经过轨道上任一点的电荷 q 乘

以每秒次数，也即 q 乘以转动频率． 频率等于速度除以轨道的周长；所以

l=q 芒-·
面积则为元九因而磁矩为

J

儿

µ, qvtf' 
= 2 . (34.2) 

这也是指向与轨道平面垂直的方向．所以 J 与µ是在同一个

方向上：
m~Q 

户熹J(轨道） . (34.3) 图 34-2 对任一圆周钜筐，

它们间的比率与速度和半径都无关．对于任一个在圆周轨道上
磁矩µ为 q/2-m 乘角动量 J

运动的粒子，其磁矩等于角动量的 q/2m 倍．对于一个电子来说，电荷是负的一一我们把它
叫做一q,; 因而应有 • 

p.== --立 J(电子轨道）．
2叨

(34.4) 

那是我们按照经典理论所该期待的，但足够奇怪，这在量子力学中却仍然正确．它属于

这类事情中的一件．可是，若你继续应用经典物理，你就会发现在其他一些地方，从它得出

来的答案乃是错误的，因而要试图记住哪些是对的与哪些是错的将是一场大竞技． 我们也
许可以立刻向你们提供在量子力学中二塾正确的东西． 首先，式(84.4)是对轨道运动正确

的，但那并不是唯一存在的磁性．电子也有对其本身之轴自旋的运动（有点象地球绕地轴的
转动），而由于这一自旋的结果它也拥有角动量和磁矩．但出自纯粹是量子力学方面的原因

并没有经典方面的解释一一对电子自旋的µ与 J 的比率乃二倍于该自旋电子的轨道

运动方面的，即

µ一一立 J(电子自旋） •· · (34.5) 
叨

在任一个原子中，一般说来，既有几个电子，又有关于自旋和轨道运动的某种结合，因而
会造成一个总角动量和一个总磁矩． 尽管没有经典方面的理由可以说明为什么会这样，但

在量子力学中却始终正确，即（对于一个孤立原子）磁矩的方向恰好与角动量的方向相反．

这两者之间的比率不一定要或者-q,,/m 或者-q./2叨，而是介乎这两值之间，因为有来自轨

道和自旋两方面贡献的混合．我们可以写成

p.= -g(亲） J, (34.6) 

式中 g 是一个标志着原子状态的因数．对于纯轨道矩它该是 1, 对于纯自旋矩它该是 2, 若

对于一个象原子那样的复杂系统，则 g 该处于 1 与 2 之间的其他某一数值．当然，这一公式
并不会告诉我们很多东西．它申述磁矩巠往千角动扭，但可有任何大小．然而，式（汹.6) 的
形式却很方便，因为被称作“朗德 (Lande)g 因子”的这个 g 是一个大小为 1 的数量级的无量

--、----- - - .• . 气....
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纲常数．量子力学的任务之一就是对任一特定原子态预言这个 g 因数．

你或许对核里发生的情况也会感兴趣． 原来在核里存在着质子和中子，它们可能在某

种轨道上环行跑动，而同时，象电子一样，也有一内禀自旋．磁矩再度平行千角动量．只有

现在这两者比率的数量级是你对一婴工在圆周上运动时所该期待的，即式(34.3)中的叨应
等于座王质量．因此对千核来说经常可以写成

p.=g(圣） J, (34. 7) 

式中仇，为质子质量，而 g一一称为整堕 g 因子一一是一个接近于 1 的常数，要对每一种核

分别加以测定．

关于核的另一个重要差别就是质子的自旋磁矩并不象电子那样具有一个等千 2 的 g 因_-_- - - - -_-_-_-

予对于质子而言， g=2(2. 79). 足够奇怪，生工；也有一自旋磁矩，而此磁矩相对于其角动量

则为2(-1.93). 换句话说，在磁的意义上，中子并不严格表现“中性”．它好象是个小磁体，

而且具有一个旋转着的负电荷所该具有的那种磁矩．
-c-_ 

§34-3 原子磁体的进动

磁矩与角动量成正比的一个后果是，放在磁场中的一个原子磁体将会进动．首先，我们

将按照经典方式来作论证．假设有一个在匀强磁场中自由悬挂

着的磁矩 P,. 它将感觉到一个等于 µ.xB 而试图将它转至与场

同向的转矩．但原子磁体乃象一回转器—一它具有角动量 J.

因此，由磁场所产生的转矩并不会使该磁体排列整齐．而是，磁
体将会堂翌，正如我们以前在第一卷第二十章中分析回转器时

所见到的．角动量—一因而也有磁矩一一对一平行千磁场之轴

进动．我们可以通过与在第一卷第二十章中所用过的相同的方
法来找出这个进动速率．

假设在一段短时间出内角动量从 J变至 J', 如图 34-~ 所

示，而相对千磁场B 的方向始终保持在一个相同角度 0 上．让
我们叫这一进动角速度为吵，使得在时间 Lit 内进动的角度为

．一一一_- - - -_ 

吟Lit, 从图中的儿何形态就可看出，在时间 At 内角动抵的改变为

B 
I 

图 3今3 一个具有角动量 J

和与之平行的磁矩µ的物体

袚置在磁场 B 中时、将以角

速度叩进动

这应等于转矩

于是进动的角速度就是

AJ = (J sin 0) (w11L1t). 

因而角动量的变率为

dJ 
百＝叩T sin 0, 

T=µ,Bsin o. 

(34.8) 

(34.9) 

吟一兮 B. (34.10) 

由式 (34.6)代入 µ,/J, 我们便见到，对于一个原子系统来说，

qJJ 
吩-g玄n"l (驭．且）

这进动频率与 B 成正比．记住下列二个关系式很方便，即对于一个原子（或电子）
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f尸立=(1.4 兆周／高斯）gB, 
2冗

(34.12) 

而对于一个核

f,=立!!..= (0.76 千周／高斯） gB. (34.13) 
2兀

（关于原子与核这两公式不同之处，仅仅由于在这两种情况下有关 g 的公约不同．）

这样，按照坠赉理论，在一个原子里的电子轨道—一和自旋－—书［在一磁场中进动．是

否按照量子力学这也是正确的呢？基本上是正确的，但关于“进动”的意义却有所不同．在

量子力学中人们不能在与经典同一种意义上谈论角动量的空座；但无论如何，总会存在一个

十分密切类似一一类似得那么密切以致我们仍称之为”进动”．以后在谈论量子力学时将对

此再作讨论．

' 
'·· '.、 §34-4 抗磁性．

其次我们从经典观点来考察塾磁性． 它可以凭几种方法算出，但其中一种美妙办法则

是这样的．假设在一个原子附近我们慢慢地开动磁场． 当磁场改变时，就有一座堑由千磁

感应而产生．按照法拉第定律，环绕任一闭合路线的E之线积分等于穿过该路线的磁通量

之变率． 假设我们拣取这样一条路线互即是与该原子

中心同心的一个半径为门均圆周，如图 34-;4 所示．环绕

这一路线的平均电场E 由下式给出：

8,, 

E2元,,.i.. -立(B记），
dt 

因而就有一个强度为

五＇
,,. dB =- 2 dt , 图 34-4 作用千原子中的

的电场互 电子上的感生电力

作用千原子中一个电子上的这个感生电场会产生一个等千 -q.E,,. 的转矩，它应等千角
动量的变率心霞/dt: , 

F 

心 q.,,-2 dB 
dt 2 dt" 

(34.14,) 

从零场开始对时间积分，我们便会找出由千开动磁场而发生的角动量改变为

这就是当场开动时由于给予电子一扭而产生的额外角动量．
这附加的角动量会产生一个恰等于一q,/2叨倍角动量的附加磁矩，

运动．这感生的抗磁矩为

&l - !l!!:.. B. 
2 

（汹.15)

因为那是一种塾逞

血＝－岳山＝一些B., . (趾16)
式中负号（正如你通过应用楞次定律就可以看得出是正确的）意味着这附加磁矩与磁场反

向．
我们想要把式(34.16) 稍为不同地写出．在该式中出现的产是指从一原子的平行于 B

之轴量起的距离平方，因而若 B 沿着 z 方向，则它应是沪＋扩． 如果我们所考虑的是球对

称原子（或对各原子的固有轴作遍及一切方向的平均），则汾＋护的平均值将是那真正从原

- - --
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子中心尽扯起的径向距离之平方的平均值的 2/3 倍．因此，把 (34.16) 写成下式往往更加方

便：
2 

血＝－且
6m ＜产＼平均B.

(34.17) 

不管怎样，我们已找出了一个与磁场 B 成正比而又与之反向的感生原子磁矩．这就是

物质的抗磁性．恰恰是这个磁效应对在一非均匀磁场中作用于一块柲上的那种小力要负责

任（你本来尽可以通过下述办法来算出这个力，即算出这些感生矩在磁场中的能量并看看

当该材料移进或移出千一个高场区时这能量究竟是如何变化的．）

我们仍然剩下这么一个问题：半径的均方值('1'2〉平坎到底是什么？经典力学不能提供任

何答案．我们必须回去并用量子力学重新做过．在原子里我们不能确实说出电子究竟在哪

里，但只知道它将位于某处的几率．若把<r2〉平均理解为对于该几率分布从中心量起的距离

之平方的平均值，则由量子力学所给出的抗磁矩就恰恰与式(34.17)相同．当然，这个式子

是关于一个电子的磁矩．总磁矩应由遍及原子里所有各电子之和所给出．令人惊异的事实

是，经典论证与量子力学都会给出同一答案，虽则正如我们将要看到的，这个会给出式

(34.17)的经典论证在经典力学中就并非确实妥当的．

即使原子已拥有一永磁矩，这同一抗磁效应仍依然会发生．此时系统将在磁场中进动．

当整个原子进动时，它取得一个附加的小角速度，而这一缓慢转动又会产生一个代表对该磁

矩修正的小电流．这不过是用另一种方式表达出来的抗磁效应；但我们在谈论顺磁性时就

无需真正去关心它． 如果这抗磁效应按刚才所做的先行算出，则我们不必对来自进动方面
的那个附加小电流操心寄它已经包括在抗磁性项之内了．

, 

§34-5 拉莫定理

我们已能够从迄今所获得的结果作出某种结论了．首先，在经典理论中磁矩µ始终正

比于 J,而对于某一特定原子就有一给定比例常数．既然过去所谈及的电子都没有自旋，则
该比例常数始终等于一q,/2m; 这就是说，在式(34.6) 中我们应该令 g=1. p. 对 J 的比率
与电子的内部运动亳无关系． 这样，按照经典理论，所有电子系统就该以匣二角速度进动

了．（这在量子力学中是丕正确的．）这一结果与我们现在要来证明的一个经典力学定理有
联系．假设我们有一组被指向一中心点的吸引力所维系住的电子一一就象各电子被核所吸
引似的．个别电子之间也彼此互相作用，因而一般可以有复杂的运动．假设你已对那塾直

磁场的情况解出过该运动，然后希望知道在迶一弱磁场时运动又会变成怎么样． 这一定理

申述，当有一弱磁场时运动总会等于该无场解加上一个绕场之轴并具有角速度吵=q8B/2m
的附加转动．（这与设 g=1 的 Cup 相同．）当然，会有许多种可能的运动．要点是，对于无场
时的每一运动就有一个与之相对应的在场中的运动，那就是原来运动加上一个均匀转动．

这称为拉莫 (Larmor)定理，而彻称为拉莫频率．

我们愿意来表明这定理可以如何加以证明，但详细过程将留给你们自己去做．首先，取

一个在辏力场中的电子．对其所施之力只是朝向中心的 F(,r). 如果现在开动一匀强磁场，
就会有一附加之力 qV'XB; 因而总力为 . ' 

F(,,-)+qvxB. (34.18) 

现在让我们来从一个以角速度 0环绕着一根通过该力心而与 B 平行之轴旋转着的坐标系

• -· 、········ 一一· - -· 一•·•-·..、.. .. 
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上观察这同一系统． 这不再是一个惯性系，因而就得把那些适当的膺力一一在第一卷第十

九章中所曾经谈及的离心力及科里奥利力一一都放进去． 我们在那里找出过，在一个以角
速度 o旋转着的参照系上，会有一个正比于速度的径向分量少的表观塑应力：

F,=-2叨O切． (34.19) 

又有一个由下式给出的表观法向力：

F,.=叨w2'f+2m妞,., (34.20) 

其中仇是在该转动着的参照系中量得的速度切向分量．（法向分量 Vr 则对于该转动系统和
惯性系统都相同．）

现在，对于足够小的角速度（也就是，如果叨．＜＜伪），我们可以在式 (34.20) 中同第二项

（科里奥利力）相比忽略那第一项（离心力）．于是式(34.19)和 (34.20)就可以合并写成
F- -2m,,,XV (34.21) 

现在若把转动和磁场塾全起来，便应将式(34.21) 之力加千式(34.18)那个力之上． 总力便

是

F(午） +qvxB+2彻V X a, ·(34.22) 

［我们掉转了式(34.21) 中的叉积并改变其符号以便获得这末一项］．考察上述结果，便会明
白，若

场..;.-qB,

则右边两项互相抵消，而在该转动参照系上就只有该唯一之力 F(r) 了．电子的运动正好如
同没有磁场——而当然也就没有转动一—时那样．我们已对一个电子证明了拉莫定理．由

于这一证明假定了一个小 w, 那也就意味着只有对于弱磁场这一定理才正确．我们唯一要

求你们作点改进的事情就是去考虑有许多个彼此互作用着的电子的那种情况，并证明该同
一定理．因此，不管一个原子多么复杂，若它有一个辏力场，则这一定理便会正确．但那是
经典力学的末日，因为事实上原子并不会象那样进动的．式(34.1功的进动频率只有当 g 碰
巧等千 1时才会等千 WL.

,, .... 了俨 I 

§·34-6 经典物理不会提供抗磁性或顺磁性

现在我们愿意来证明，按照经典力学完全不可能有抗磁性或顺磁性． 这听起来有点象
发疯似的一一既然我们前已证明了存在顺滋性、抗磁性、进动轨道等等，而如今却又要证明
那是完全错的．的确，我们将要证明若你跟随经典力学走得足够远，便不会有这样一些磁

w -: 一

效应，它们全都对消掉了．如果你在某处开始一场经典论证而并不走得太远，你可以获得
任一个希望获得的答案．但唯一合法而又正确的论证却表明不会有任何一种磁效应存在．

经典力学的一个结论是：若你有任一种系统一一比如含有电子、质子或其他任何东西
的气体一一被禁铜在一个箱子中而这个整体又不能够转动，则不会有任何磁效应发生． 如
果你有一个孤立系统，比如由其本身维系在一起的一颗星体，当你开动磁场时它会开始转
动，那么就可能有磁效应．但如果你有一块材料，它的位置被固定得不能开始转动，那么就
不会有磁效应了．所谓将自旋抑制住，我们指的意思可以总结成：在某一给定温度下，假定
只有一个热平衡状态．于是这一定理申述：如果你将磁场开动并等待到该系统已达到热平-_ - __ - __ -_- - - -

衡状态，则不会有顺磁性或抗磁性一一不会有感生的磁矩．证明：按照统计力学，一个系统

将有任一给定运动状态的几率与 e-U/1'T 成正比，其中 U 为该运动的能量．那么，运动能量

---气 - --- -·-· 
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又是什么呢？对于一个在匀强磁场中运动的粒子，其能量等于寻常势能加上动能叨V11/2, 磁

场并不会附加任何东西．［你知道，来自电磁场之力为 q(E+vxB), 而作功的时率 F•V 只

不过是 qE•v, 并不会受磁场影响．］因此一个系统的能量，不管是否处于磁场之中，始终由

动能加上势能所给出． 既然任何运动的儿率仅取决于能量－—－这就是说，取决千速度和位

置一一是否有磁场存在都完全一样．因此，对于塾平衡来说，磁场并不会产生任何效应．如

果有一个贮藏于箱子中的系统，然后又有一个贮藏于另一个箱子中的系统，不过这回是具备

磁场的了，那么在第一个箱子中的任一点上具有某一特定速度的几率将同在第二个箱子中

的相应几率一样．如果在第一个箱子中并没有平均环行电流（这将不会出现，倘若是与静止

箱壁达成平衡的话），那就不会有平均磁矩．由于在第二个箱子中一切运动又都是一样，那

里也就同样没有平均磁矩． 因此，如果温度保持不变而热平衡在开动了磁场之后又重新建

立起来，则按照经典力学，不可能有由磁场感生的磁矩．我们只能从量子力学方面得到有关

磁现象的满意理解• C 

可惜，不能假定你们对量子力学已有了充分理解，因而这不可能是讨论这一课题的场

所． 反之，我们也不愿意在学习某一种东西时总要先学好一些正确法则然后才来学习如何

把它应用于不同情况上．在本科中几乎所已考虑到的每一课题都曾经按照另一种方式处

理． 对千电学情况，我们曾在“第一页”就写出了麦克斯韦方程组，然后才推导出一切后果

来．那是一种途径．但我们现在决丕试图去创立新的“第一页＂，把量子力学的各个方程都

写下来并从而推导出一切东西． 在你们还未弄清楚其出处以前，只能告诉你们某些量子力

学结果．于是在这里我们就要来这样千．
俨｀

., 

§34-7 量子力学中的角动量

上面已向你们提供了在磁矩与角动量之间的一个关系式．这很令人高兴．但这磁矩和

角动羞在量子力学中又意座斐什么呢？在量子力学中，事实证明最好是用象能量那一类的
概念来对诸如磁矩等东西下定义，才能保证人们懂得到底指的是什么｀原来，要用能量来定

义磁矩并不困难，因为磁矩在磁场中的能量按照经典力学为 µ•B. 因此，下述定义就曾为

量子力学所采用：如果我们算出一个系统在磁场中的能量并发现它正比于该场强（对于弱场
来说），那么这一比例系数就称为磁矩在该场向上的分量． （目前我们无需对工作要求得那
么尽善尽美；可以仍然按照那种普通的、在某种程度上是经典的意义来考虑磁矩．）

现在我们愿意来讨论量子力学中的角动量概念——或者毋宁说，是在量子力学中所称

为角动量的一些特性．你知道，当你得到某些新型定律时，就不能只是假定每一个词都要指

与以前完全相同的东西．比方，你可以这样想，“呵，我懂得了角动量是什么．它是会受转矩

改变的那种东西＂．但转矩又是什么呢？在量子力学中我们不得不对一些旧物理量赋予新
的定义．因此，从合法性上来说，最好就是用诸如“量子角动量”或其他相似名称来称呼它，

因为它是在量子力学中定义出来的角动量．但如果你已能够在量子力学中找到一个在系统

变成足够大时便与我们关千角动量的古老概念相符合的董，，则去发明一个额外字眼就没有

什么用处了．我们也满可以仅仅叫它做角动量．有了这么一点认识，即将加以描述的这种

古怪东西也塾垄角动量了．它是在大系统中我们会按照经典力学认为是角动量的那种东
西．

首先，我们取一个角动量守恒、即诸如在空洞的空间里的一个孤立原子的那种系统．原

认
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来象这样一件东西（有点象对其本身之轴自转着的地球）本来就可以在寻常意义上环绕人们

所任意选取的轴旋转而对于某一种给定自旋，就会有许多不同之态，全都具有相等能量，

每一个“态”相当于角动量轴的某一特定方向．所以在经典理论中，对于某一给定角动量，就

有无限多个可能之态，它们全都有相同能量．

然而结果变成，在量子力学中却有若千件奇怪事情发生．首先，在这样一个系统中塾坒

登在的状态数目是受限制的，即只有一个有限数目．如果系统很小，这一有限数目也很小，

但如果系统大了，则这一有限数目便变成十分十分巨大．其次，我们丕堕通过给出其角动董

在以描述一个“态”，而只能通过给出沿某一方向一—诸如 2 方向一的角动量生覂来给

予描述．按照经典理论，具有某一给定总角动量 J 的物体，对千其 2 分量该可以有任一介

乎+J 与一J 间的数值． 可是按照量子力学，角动量的 1 分量只能取某些分立数值．任何

一种拥有某一定能量的给定系统一—一个特定原子、或原子核、或任何一种东西－—-都各有

一个特征数目 j, 而它的角动量的 2 分量就只能有下列这组数目中的一个：

j九 (j-1) 九 (j-2)九... 一 (j~2)九一 (j一1)九一j九 (34.23)

最大的 2 分最为 i 乘九；次大的是减少一个九单位，一直减少到一办为止． 这数值 j 叫做

“该系统的自旋＂（有些人却叫它做“总角动量量子数”；但我们将称之为“自旋").

你可能会担心我们现在所谈的只能对于某一“特殊":,轴正确． 但并非如此．对于一个
自旋为 i 的系统，沿佳二轴的角动量分量只能取(84.23) 中所列数目中之一．虽然这看来很

神秘，但却要求你们暂且接受它． 以后我们才回来讨论这一点．你至少在听到 z 分量会从
某一数值进至这负的匣二数值时感到欣慰，使得我们至少无需乎去决定哪一个才是 z 轴的
正方向． （肯定地，假如我们曾经说过它是从+j 进至负某一其他数值，那么就该会无限神

秘了，因为此时我们不能将掉转过来的方向定义为 z 轴．）

现在，如果角动量的 2 分量必须从+j 起按整数递减到一j, 那么 j 就必须是整数了．非
也并不尽然； j 之二倍才必须是整数．只有在十j 与一j 之间的差塑才必须是整数．所以，
一般说来，自旋 j 或者是整数或者是半整数，取决千 2j 是偶数还是奇数．例如，取一个象梩

那样的核，它就有一个等于三个半数的自旋，即 j一 3/2. 于是环绕着 z 轴的角动量，按九的

单位计算，就是下列诸值中之一：

+3/2 +1/2 -1/2 -3/2. 

总共有四个可能之态；若该核处在毫无外加场的空洞空间之中，则每个态各拥有相同能量．

如果我们拥有一个自旋为 2 的系统，则角动量的贮分量就只能有按九的单位计算的下列诸

数值：

2 1 0 -1 -2. 

如果你点数一下对某一给定的 i 共有若干个态，则总共有(2j+1)个可能性．换句话说，如

果你将能量和自旋 i 都告诉我，结果便变成，恰恰共有~2j+1)个具有那一能量之态，每个态

相当于角动量分量的那些可能不同数值中的一个．
我们想要再加上另一项事实．如果你随意拾起一个已知其 i 值的原子而测量其角动量

皿
实际上都是单态，而每个态同另一个态恰恰是一样好． 在世界上每个态都各具有相同“权

重''. (我们假定并没有预先挑选出一个特殊试祥．）这一事实偶尔有一个简单的经典类似．

如果你按照经典方式提出这同一问题若取一个全都具有相同总角动量的随机系统试样，对
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于某一特定角动量分量的可能性究竟如何呢？一一一答案是，从极大至极小的所有数值都同

样可能．（你可以容易对此做出证明）．这一经典结果就相当于在量子力学中那 (2j+1) 个

可能性的彼此相等几率．

从迄今我们所已有的，还能够得出另一个有趣而却有点令人吃惊的结论． 在某些经典

计算中，在最终结果上出现之量会是角动量 J 的大小的翌友一—换句话说，那就是 J•J. 事

实证明，通过利用经典的计算结果和下述的简单法则：由 j(j+1)沪取代 J2-J.J, 就往往
能够堕座该正确的量子力学公式．这一法则经常用到，而且往往会给出正确结果，但井斐总

是如此．我们可以提供下面的论据来证明为什么你也许会期待这一法则是行得通的．

J.J 这一标积可以写成

J•J=几＋几＋刀．

由于它是一个标量，就应当对于自旋的任一取向都相同． 假设我们随意从任一给定的原子

系统中摄拾试祥并作出对儿、九或九的测量，那么对千其中每一个的受些堡应该相同．（并

没有对各不同方向中的任何一个方向会有任何特殊优待．）因此， J.J 的平均值就恰恰是任

一分量的平方一一比方说卫一—的平均值之三倍：

<J•J'>吵一叙J今．
但由于 J.J 对所有一切取向都相同，当然它的平均值也就刚好是它的恒定值；我们便有

.'J•J-奴J!>. (34.24) 

如果我们现在说，对于量子力学也将采用这同一个式，则可以容易找出＜几＞平胸来．我

们只须取那(2j+1)个可能的几值之和并给该总数除：

＜乃＞平坊＝ 户 (j-1)耳 ···+(-j+l)耳（－沪胪．
2j+l 

对于一个其自旋为 3/2 的系统，这个式象是这样

＜几＞平均＝
(3/2)2+ (1/2)耳（一1/2)耳（一3/2)2_ 5 

4 胪＝－眨
4 . 

J心如沁~~-轩号（寺+1)眨
将留给你们自己去证明，式(34.25)加上式(34.24) 就会给出这个普遍结果：

J.J=j(j+1)尺 (34.26)

虽然我们应从经典理论想到 J 的 2 分量之最大可能值会恰等千 J的大小一一也即 .jJ.了
但按照量子力学 J. 的极大值却总要比这略为小些，、因为 jtt 总是小于 J只]+1)旧的．

角动量从未“完全沿 z 方向".

·. 

我们断定

Jl” 

4 

(34.25) 

4,z 

现在，我们又要再来谈论磁矩．
可用角动最由式(34.6) 写出：

§34-8 原干的磁能

上面曾经说过，在慧子力学中一个特定原子系统的磁矩

µ.=-g(盔） J, 

其中一IJ• 和叨各代表电子的电荷和质量．

一个置千外加磁场中的原子磁体将拥有一额外能量，这取决千它的磁矩在沿场向上的

分量．我们知道， ', 

（狙 .27)
力
一
二
力
1
/

- - - --- ·- .• 一一-· ···--- - 气- 、-·-· 气：｀
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u酴= -µ•B. 

选择 2 轴使其沿 B 方向，则

利用式(34 .27), 我们便有

(~.28) 

u畿= -µ,eB. ..'、. J .' 勺,. . 、, (84;29 •., ) 
,. 

石=g(古份）儿B.
量子力学申述， J霉只能有某些数值; j~, (j一 1)t., .,;.;. ~j九因此，一个原子系统的磁能并

不是任意的；它只能有某些值．例如，它的极大值为

g(免）岍．
q. 九/2叽这个量往往被赋予“玻尔磁子”这一名称而被写成P,o:

q办
匹＝．飞而·

..' 
~ 咖~ ~ ..~ 

' ' ., 矗矗 .. . . . . ... 

•• 

, 

七

, 

磁能的可能值便是 . 
,. 气』：：．

J u.=gµ, 让i "-.!.., 
九

其中 J』i 会取这些可能之值： j, (j-1), (j-2), … -, (j+1), 一j.

换句话说，一个原子系统当被置于磁场中时其能量改变了一个正比于场而也正比千J霉
的量．我们讲，一个原子系统已被磁场”分裂戒 2j+1个能级＂． 例如，在磁场外的能量为
u。而 j 值为 3/2 的一个原子，当被置在磁场中时，就会有四个可能能量．我们可以通过画
出一个象图 8生5那样的能级简图来表明这些能量．，任一个特定原子在任一给定磁场中只

Umoo,, . 能有这四个可能能量中的一个．这就是董子力

,rJz =廿伽｀ . \ 

学关千一个原子系统在磁场中，的行为所说的．

, 

. 

Ji=廿ti• .. ·.. • IL. • : ., . 
.•'! ,, ` , 
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图~--e 具有自旋为8店的原子系统在
一磁场 B 中的可能磁能

图 3,4七电子在一磁场S 中的

两个可能能态

嘈

•• 

最简单的“原子”系统乃是一个单独电子．电子的自旋为 1/2, 因而就有两个可能状态：

J.=初2 和 Jz=-九/2. 对于一个静止（没有轨道运动的）电子来说，自旋磁矩具有等于 2 的

g 值，因而磁能可以是土µ战中之一．在磁场中的可能能量示如图 34--6. 讲得随便一点，
我们提出电子或者具有“向上＂（沿场向的）自旋，或者具有,,向下＂（反场向的）自旋．

对具有较高自旋的系统，就会有更多之态了．我们可以设想自旋是“向上“，还是“向下",

还是翘起某一个中间”角度”，都要取决千 J露值．

在下一章中我们将应用这些量子力学结果来讨论材料的磁性．
: . I ::'. •.':, ," .. ,'.. " . ,·.... .,;`' 

~ ~．、
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顺磁性与磁共振

§35-1 量子化磁态

上一章我们曾描述过在量子力学中一物体的角动量如何不会具有任意方向，但在一给
定轴上它的分量却只能取某些间隔相同的分立值．那是一件令人震惊而又独特的事情．你

可能会想到，在你的思维达到更高水平并准备好接受这种概念之前也许不应该进入这样的
东西中去． 实际上，你的思维将永远不会变得更高级一—就能够轻易地接受这样一种东西
的意义上来说． 并没有任一种定性描述方法可以使其得到理解，而同时在其本身的形式上

又不会那么微妙和高级以致比起你企图要加以解释的东西还更为复杂．在小规模上的物质

行为一—正如我们曾经多次提到的一一与寻常所熟悉的任何东西都不相同，而且确实十分

奇怪．当我们沿着经典物理进行时，试图对小型东西的行为得到一个逐渐增长的认识，首先

作为一种缺乏任何深刻理解的经验，乃是一个好主意． 对这些事情的理解，那怕只有一点
点，也是很慢很慢地成长起来的．当然，人们逐步变成能够更好地懂得在量子力学情况下所
发生的事情——如果这就是所谓理解的涵义一一但人们却将永远不能够得到-个认为量子
力学法则是“自然的＂的那种舒舒服服感觉． 当然那些法则垫壅是“自然的＂，但却不是对千
我们本身在普通水平的经验上来说是自然的．我们对待这一角动量的法则的态度与过去对
待许多曾经谈到的其他东西的态度很不相同这一点必须有所解释．我们并不试图解释“它"'
但至少必须向你们陈述所发生的情况；要对材料磁性进行解释而又不提及有关磁性—一包

-_ -

括角动量和磁矩一一的那种经典解释乃是不正确的，那根本就不老实．

关于量子力学的一个最令人震惊而又激动的形势是：如果你沿任一条特定轴取角动量，
你将会找到总是等千一整数或半整数乘以九不管你取的是哪一条轴，终归是一样．这一奇

怪事实——你可取任一条其他轴并发现在它上面的分量也被锁住在那同一组数值上—一一所

涉及的微妙之处我们将留在后面一章中讨论，到那时你将看到这一表观佯谬如何最后获得

解决时，会感到一种欢欣鼓舞．

目前我们将仅仅接受这么一个事实，即对于每一原子系统就有一个数值 j, 称为该系统
的皇塾——那必须是一个整数或一个半整数一一而沿任一特定轴的角动量分量则将始终具

有下列在十外与一办间的那些值之一：

j 1'. 

i一i'
, 

` 
＇，仁2 l 

;! ，（郘 .1)

I -j+2 I 

I 丁 I
我们也曾提及每一简单原子系统都有一个与角动量的方向相同的磁矩．这不仅对于原

- ..... - .. - ------ --- -一-- .. -一---九『．．．
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子和核正确，而且对于基本粒子也都正确．每一基本粒子有其本身的特征值 j 和磁矩．（对

千某些粒子来说，这两者均为零）．在这一句话中，所谓磁矩我们指的是比方在一个沿 z 方
向的磁场中，系统的能量对于小磁场来说可

以写成一µ出．我们一定要有磁场务必不太
u 

大的那一条件，否则它就可能会干扰该系统

的内部运动，从而使能量不会成为对在磁场

发动前就已存在的那个磁矩的一种量度．但 Uo, ., 
如果场足够弱，则由该场所改变的能量就是

这么多：．

J - 1/2 

)7. 
..... \/2 

B 

J~•-1足

(a) 
．幻= -µ,,,B, (战.2)

默认在这个式子里的µ只要由下式来代替：

µ,.= g (-!;;;)九 (35.3)

其中 Je就是式（蹈.1) 中那些数值之一．

假设考虑一个自旋为 j=3/2的系统．在

没有磁场时，该系统就有四个不同状态，这些

状态对应于那些不同 J乞值，但都具有完全相
(bl 

同的能量． 可是一旦我们将磁场加上，就有

一个附加的互作用能量把这些状态分隔开，
形成稍为不同的能级．这些能级的能量是由

某些与 B 成正比而又乘以 3/2、 1/2、一 1/2

和 -3/2 个九的各 J名值而给出的．关于自

旋分别为 1/2、 1 和 3/2 的原子系统的能级

分裂示如图 3o-1 的那些简图上． （记住对

于电子的任何一种安排，磁矩始终与角动量
反向．）

你将从图上注意到，那些，能级的”重心”
. (Cl 

在有磁场和没有磁场时都一样． 并且注意 I 

到，对于某一给定粒子在一给定磁场中从一 图 35-1 自旋为 j 的一个原子系统在磁场

个能级至次一能级之间的间隔总是相等．我 B 中拥有(2j+l)个可能能量，对千小场来

们要来对在某一给定磁场 B 中的能量间隔 说这一能量分裂与 B 成正比
写成加，—-这不过是关于吩的定义罢了．利用式(~.2)和 (35.3), 我们便有

u 

u 

J=I 

Uo' 
jz=O 8 

j•3/2 

l~ 
．多小,~

Uo 加，P
1z .. -t/2 

---

B 

'.、 压~g女九B
.' 

或
、, t C 

q 
吩=g一B2m· 

(35.4) 

g(q/2叨）这个量恰好就是磁矩对角动量的比率——是该粒子的一种性质． 式（邸.4) 与我们

在第三十四章中所得到的有关一个角动量为 J 而磁矩为µ的回转器在磁场中的进动角速

度的公式相同．

-·-- -- ... -
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§35-2 斯特恩－革拉赫实验

角动量被量子化这一事实是那么令人惊异以致我们得稍为从历史的角度来谈论它．从

它被发现的那一刻起就开始形成一种震动（尽管在理论上已预期到了的）． 最初由斯特恩－

革拉赫 (S伈rn-Gerlach) 于 1922 年在一个实验上找到． 如果你愿意的话，尽可以认为斯特

恩－革拉赫实验就是关千角动量最子化这一信念的直接验证．斯特恩和革拉赫创造出一种
为测量个别银原子的磁矩的实验.-他们通过在一个热炉中把银汽化并让某些银蒸气穿过一

系列小孔而产生出一条银原子束来． 这一束射线指向一块独特磁铁的极尖之间的空隙，如

图 35-2 所示．他们的意图如下：如果银原子有一磁矩 p., 则在磁场 B 中便具有能量一µ,乞B,

其中 2 为磁场方向． 在经典理论中，µ,. 该等于磁矩乘以矩与场间所夹之角的余弦，因而在

场中的附加能量该是
AU= -µ,B cos 0. (35.5) 

当然，当原子从炉里跑出来时，它们的磁矩会指向每一个可能方向，因而应有 0 的一切值．
现在如果磁场随 z 变化得很快 有一个强大场陡度－那么磁能也将随位置变化，便将

有一个力施于磁矩之上，这力的方向取决于 cos 0 或正或负．原子将受一个正比于磁能的微

商之力拉上或拉下；根据虚功原理，
au aB 

Fz= --百=µ,cos0 页· ~. (35.6) 
, 

,, 
' 

熔炉

、·

:·... ~. 
磁铁 , 

小孔
A乞

'' .' 
夕 玻琨板

真空
• 图 35-2 斯特恩－革拉赫卖验 , ., 

斯特恩和革拉赫所制成的磁铁，其中一个极形成十i分尖锐的棱以便产生迅速变化的磁
场． 银原子束恰好沿这一尖锐棱边穿射而过，使得原子会在那个非均匀磁场中感到一个竖
向力．一个其磁矩按水平取向的银原子不会受任何力的作用并将笔直地经过滚磁铁．一个
其磁矩恰好是竖向的原子则该受到一个拉其向上指着磁铁尖棱之力．一个其磁矩指向下的
原子则该感到一向下推力．于是，当这些原子离开磁铁时，它们就会按照其磁矩的竖向分量
而给分散开了． 在经典理论中所有一切角速度都属可能，以致当这些原子由于淀积在玻璃

板上而加以收集时，人们应该期望在竖向上出现一抹银斑． 这条银线高度该与磁矩的大小
成正比．当斯特恩和革拉赫看到实际所发生的情况时，经典概念的沮丧失败完全被揭露了．

他们在玻璃板上所找到的乃是两个明晰斑点．那些银原子形成了两条束线．

一束自旋显然是杂乱指向的原子竟被分裂成两条分开的束线，这是最令人感到惊奇的．
磁矩怎么会包堂只允许它去在磁场的方向上取某些分量呢？噢，那实际上就是角动量量子
化被发现的开始，而与其试图给你一个理论上的解释，倒不如只是说你被这一实验结果所绊

编气气 •• 了｀心- • •• . . ...... . 
... -



第 35 章顺磁性与磁共探 437 

住的程度正如当年当这一实验刚做出来时物理学家们不得不接受该结果的那一种情况．这

是原子在磁场中的能量会取一系列分立值的实验事实． 对千这些数值中的每一个，能量总

是正比于磁场强度的．因而在一个其中场在变化的区域中，虚功原理告诉我们，作用于原子

上的可能磁力将会有一系列的分立值；对每个态所作用之力不同，因而该原子束就会分裂成

一个小数目的分开束线．从对这些束线的偏移进行量度，人们就能找出磁矩的大小来．

§35-3 喇比分子束法

现在我们要来描述一种由喇比(Rabi)及其同事们所发展起来的为量度磁矩用的仪器．

在斯特恩－革拉赫实验中原子的偏移很小，因而对磁矩的量度并不十分精密．喇比的技术允

许在测量磁矩上达到一种奇妙的精密度． 这一方法建立在这么一桩事实上，即原子的本来

能量在磁场中被分裂成一个有限数目的能级．一个原子在磁场中的能量只能有某些分立

值，实际上井不比原子二堑只拥有某些分立能级那一事实——－我们在第一卷中就经常曾提

及的事情－—－更为令人诧异．为什么这同一事态在原子处于磁场中时就不可以保持着呢？-----__ -_ 
它仍然保持着．但正是希望把这一事实联系到那取向＿磁矩一的概念上去的意图才给量子力学

带来某些奇怪的内容．

当一原子具有在能量上相差为 AU 的两个能级时，它可以通过发射一个满足下式

加＝叩 (35.7)

的频率为 0的光量子，从一个较高能级跃迁到一较低能级． 这同一事情也可以发生在处于

磁场中的原子．只是此时，能量差竟会那么小以致频率并非对应于光，而是对应于微波或无

线电波．原子从低能级至较高能级的跃迁，也可通过对光的吸收或在原子处于磁场中的情

况下通过对微波能量的吸收而实现．这祥，如果有一个原子处千磁场中，我们便可以通过加

一频率适当的附加电磁波而使其从一态跃迁至另一态． 换句话说，若有一个放在强磁场中

的原子，而我们用一个弱的变化电磁场来对该原子“摄痒＇），则会有某一能把它撞到另一个能

级上去的几率，倘若频率接近千式（郘.7) 中的 o值的话．对千一个处在磁场中的原子，这一

频率恰好就是我们以前曾称之为 l,)p 的而由式（郘.4)用磁场所给出的那个频率．若该原子

受一错误频率所撮动，则能够引起跃迁的机会将十分微小．于是在 卫

引起跃迁的几率上就有一个在 w, 上的尖锐些塑．通过在一已知磁
场 B 中测董这一共振频率，我们便能以巨大精密度测得 g(q/2叨）这

个量一一从而也测得该 g 因子．

十分有趣人们从经典的观点也会得出这同一结论．按照经典

图象，当我们把一个磁矩为µ,而角动量为 J的小回转器置千一外加

磁场中时，该回转器便将环绕一条平行于磁场之轴而进动（见图

踱3). 假设我们问起如何来改变该经典回转器相对于场—一也即
图 35-3 具有磁矩µ

相对于 2 轴—一的角度呢？磁场会产生一个环绕着一条坴翌轴的转 和角动量 J的原子的
矩． 这样的转矩你会认为是正在试图把该磁体转至与场同向／可是 经典进动

- - _-_-

它却仅仅引起了进动． 如果想要来改变该回转器相对于 2 轴的角度，那就必须对它施一还

堡的转矩．倘若所施的是一与进动同向的转矩，则该回转器的角度将会这样改变以给
出一个在 z 向上较小的 J 分量． 在图 35-3 中， J 与 z 轴间的夹角将会增大． 若试图阻止

进动， J 会朝着竖向运动．

- ------一－~ ~ ~ ~~__ 
--· 心
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对一个在均匀场中正在作进动的原子，我们如何才能加上所必需的转矩呢？答案是，从

旁加以一个弱磁场．你也许最初认为这一磁场的方向应

该同磁矩的进动一样旋转，使得它总是垂直于磁矩，如图

35-4(a) 中由场 B'所指出的那样．象这样的场会工作得

很好，但一个交变的水平场几乎也同样优良． 如果有一
-----_-_今

个小水平场 B', 它总是在（正的或负的）”方向上而且以

频率吩振动着，那么在每个半周期中施于磁矩上的转矩
就将掉转方向，使得它具有一个积累效应，儿乎与一转动

的磁场同样有效．于是，从经典方面说，我们就该期待，

若有一个恰恰以频率吩振动着的弱磁场，则磁矩沿 z 方

向的分量就应该改变． 当然，按照经典理论，出应该是

连续变化的，但在量子力学中这磁矩的 2 分董就不能作

连续调整．它必须从一个值突然跳跃至另一个值．我们

己作出了经典力学与量子力学两种结果的比较，来向你

们提供某种有关也许会在经典上发生的事情如何与在量

子力学中实际发生的事情互相联系起来的线索．你将会

偶尔注意到，该期待着的共振频率在这两种情况下彼此
B'= b cos (c.,t) 相同．

图 35-4 一个原子磁体的进动，角

速度可以通过一个始终垂直于人如
又一附注：从我们关于量子力学所曾谈到的，并没有

在 (a) 上的；或一个振动着、如在 (b) 明显的理由说明为什么不能够在 2w~ 的频率上也发生跃

上的水平磁场来加以改变 迁．碰巧在经典情况下既没有任一与此类似的东西，而

在量子力学中也不会发生这一种跃迁——至少在我们刚才所述的那种独特诱导跃迁的方法

上是不会发生的． 采用一个水平方向的振动磁场，以频率 2。II. 来引起同时作两步跳跃的几

率等千零．只有在频率叩上，无论向上或向下的跃迁才会有机会发生．

现在，我们准备来描述有关测量磁矩的喇比法． 这里将仅仅考虑对自旋为 1/2 的那种

原子的运用．仪器设备的一个简图示如图 35-5. 有一个熔炉，它会提供一条中性原子流一

直径行过三块磁铁．磁铁 1 恰好象在图郘-2 中的那一件，会产生出具有强大陡度之场
比方说其 aB,/如是正的．如果原子带有一磁矩，而且 J2= 十九/2, 则它会被偏转向下；如

果 J.= 一九/2, 则将被偏转向上（因为对千电子来说，µ的方向与 J 的方向相反）．若只考虑

1e 

(a) B'~,,,· 、、
夕、

B 

,. 
、｀．
、

(b) 

. 

炬炉
` 

磁铁2
// I .I/;,,/ 
吐1

图 35-5 喇比的分子束仪器设备

探测器

--
狭缝 2

' 

. -·- - --- -- -- -
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那些能穿过狭缝岛的原子，就有如图所示的那两条轨道．凡具有 J.= 十九/2 的原子应该沿

曲线 a 穿过该狭缝，而凡具有 J.=-九/2 的则应该沿曲线 b. 从熔炉跑出来沿其他路线的

原子将不会穿过该狭缝．

磁铁 2 产生一个匀强场．在这一区域中不会有施于原子上之力，因而它们将沿直线进

入到磁铁 3 中去． 磁铁 3 恰好象磁铁 1, 但其场反转过来，使得 a且／加具有相反符号．那

些具有 J.一十九/2(我们讲“具有向上自旋")的原子，先前在磁铁 1 中被推向下的，现在在磁

铁 3中却被推座上了；它们将继续沿着路线 a并穿过狭缝岛而到达探测器．那些具有

J.= 一九/2(即“具有向下自旋:')的原子，在磁铁 1 和磁铁 8 中也各受到反向之力而沿路线 b

穿过狭缝品以达到探测器．

探测器可以按各种不同方式制成，取决千被测量的原子． 例如，对于象钠一类的碱金

属，探测器可以是一根连接至一灵敏电流计的细热鸽丝．当钠原子到达鸽丝上时，它们被作

为 Na十离子蒸发了出去，一个电子便遗留下来． 从这一根导线出来的就有一个正比于每秒

到达的原子数目的电流．

在磁铁 2 的间隙中有一套能产生一个小水平磁场抒的线圈．这些线圈由以一可变频

率0 振动着的电流所推动．所以在磁铁 2 的两极间就有一个强大而恒定的竖向磁场 B。和

一个弱小的振动着的水平磁场 B'.

现在假设该振动场的频率0被调在吟一—即处千场 B 中原子的“进动“频率一一上．

这交变场将使某些经过的原子作出从一个 Jz{直至另一个 J, 值的跃迁．一个原来自旋“向

上"(J.一十九/2) 的原子可能给翻个筋斗而变成“向下"(J.= 一九/2). 现在这个原子已把它

的磁矩方向倒转了，因而它将在磁铁 3 中感觉到一个匣王之力并将沿着路线 a' 运动，如图

踱5 所示． 它将不再穿过狭缝岛而到达探测器了． 同理，有些原子的原来自旋是向下

(J.== -初2) 的，当经过磁铁 2 时将被翻转向上(J乞＝十九/2). 于是它们将沿着路线 b' 而不

会到达探测器

若该振动场丑具有一个与吩相当不同的频率，则它将不会引起自旋的任何倒转，从而

各原子将按照它们不受干扰的路线到达探测器

上．因此你可以看到，原子在该 B。场中的“进动”

频率叩是可以这样找出来的，即通过变更场 B

的频率0 一直到了一个对抵达探测器的原子流的
减弱被观测出来．原子流的下降将发生在 o 与

吟出现“共振”时．该探测器流作为0 的函数画

成曲线或许看来就会象图 35-6 所示的那样．既
然知道了~,, 就能得到原子的 g 值．

象这样的原子束、或往往被称为“分子”束的
共振实验，是测量原子客体的磁性的一种漂亮而
又精细的方法． 这共振频率可以测量至极高的精密度——事实上，比起我们能够对那个必

须预先知道才能找出 g 值来的磁场 Bo 进行的测量要准确得多．

II 

t 
p 

IIIIIl3 

CII 

图 35-6 当如-w/P 时，在该束

线中的原子流就会减弱

, . 

§35-4 大块材料的顺磁性

现在我们愿意来描述大块材料的顺磁现象． 假设有一种其原子具有永磁矩的物质，比

- . - - -----
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如象硫酸铜那样的晶体． 在这种晶体中存在这样的铜离子，在其内电子壳层中有一净角动

量和一净磁矩．所以这种铜离子就是一个具备永磁矩的东西．让我们只来说一句，哪些原

子会拥有磁矩而哪些不会拥有．任一个比如象钠那种含有变~个电子的原子，将具有磁矩．

钠有一个电子位于未填满的壳层上．这个电子将会给该原子一个自旋和一个磁矩．然而，

一般当化合物形成时，在外壳层中的额外电子便会与自旋方向恰与之相反的其他电子互相

耦合，使得所有价电子的角动量和磁矩都经常被抵消掉． 这就是为什么分子一般都不拥有

磁矩的原因．当然，如果你所拥有的乃是钠原子的气体，则不会有这样的抵消作用骨．并且，

如果你有那种在化学中所谓“自由基＂的—一一种具有奇数个价电子的东西——则键不会完

全被满足，因而就有一个净角动量．

在大多数成块材料中，只有当其中存在一些其座电子壳层并未曾填满的原子才会拥有

净磁矩．此时会有一个净角动量和磁矩．象这样的原子要在周期表中的“过渡元素”部分才

能找到一一诸如恪、猛、铁、镜、钻、把和铅等就是这一类元素． 此外，所有的稀土元素也都

具有未填满的内壳层和永磁矩．还有其他两三种奇怪的东西也碰巧具有磁矩，诸如液态氧，

但我们将把它留给化学系去解释其原因．

现在，假设有一个充满了具备永磁矩的原子或分子的箱子．我们想要知道，、当加上一外

磁场时将会发生的情况．当塾直磁场时，原子被热运动撞来撞去，因而它们的矩在所有方向

上穿来插去．一旦有了磁场时，它便会对那些小磁体起到排列整齐的作用；千是朝向场的矩

比起离场的矩就会多些．、即该材料已被“磁化”了．

我们将把材料的磁化强度M定义为每单位体积中的净磁矩，而这指的就是在单位体积
内这些原子磁矩的矢量和． 如果每单位体积中有N个原子，它们的受拽磁矩为(p,)罕询，则

M可以写成N 乘以这一平均原子磁矩：

M=N(p.>-. 垮．（邸8)

M的定义相当于第十章中关于电极化强度 P 的定义．

顺磁性的经典理论恰好就象第十一章中曾向你们表明的有关介电常数的理论．人们假

定每一原子有一磁矩 p., 它的大小固定，但其方向是任意的． 在场 B 中，其磁能为一p.•B

= -µ,B cos 0, 其中 0 为矩与场间的夹角． 根据统计力学，取任一个角度的相对儿率为
e-~•l_kT1 因而靠近零度之角比靠近元之角要较为可能发生．同以前在 §11-3 节中所曾进行

的步骤一样，我们会找出对于小磁场来说 M既平行于 B 又具有这么一个量值

M 
Nµ,2B 
?,kT 

（郘 .9)

［见式 (11.20)]. 这一近似公式只有对于 µ,B/kT 比起 1 小得多的那些情况才正确．
我们已经找出了感生磁化强度—一每单位体积中的磁矩一一与磁场成正比．这即是顺

磁性现象．你将会看到，这效应在低温上较强而在高温上较弱．当我们加一磁场于该物质

上时，对千小场会发生一个正比于场的磁矩.M对 B 的比率（对于小场而言）称为覂也
率．
-__ 

现在，我们按量子力学观点来考察顺磁性．首先考虑一个自旋为 1/2 的原子．在不存
在磁场时，原子具有某一能量；但当处于磁场中时，就有两个可能能量，每一能量相当于每一

．儿值．对千 J.= +'ft/2, 能量受磁场改变了这么一个量

骨寻常的钠蒸气大多是单原子的，虽则也有一些 N幻分子存在．

• -···· 气、. -·-
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巫=+g(兰）号•B. (35.10) 

（由于电子的电荷为负＊，因此 LIU1 这一能量移动对于一个原子来说就是正的．）对于 J产

一九/2, 能撮被改变了一个最

I 巫=~u(昝）分·B. (35.11) 

为了简化书写，让我们令

µ。飞（辇）·½, ? 
,, 

... 
(35,12) 

--

于是 .. 
AU= 土µoB. (35.13) 

阳的意义很明显；一阳是自旋向上的那种情况下磁矩的 z 分量，而＋陨则是自旋向下的那
种情况下磁矩的 2 分搅．

原来统计力学告诉过我们，一个原子在一个态或另一个态上的几率正比千
e 一（态之篆最）/ii.T . 

当没有磁场时，这两个态具有相同能最；所以当在一磁场中建立了平衡时，几率就正比于
` 

e -4U/1o7' . 
每单位体积中自旋向上的原子数为

而自旋向下的数目为

N肩上．＝＂飞B/111'1'1

N向下一 ae古B/li:7'. 
常数 a 要从这么一个关系中确定下来：

N向上+N向下 =N,

式中 N 为单位体积中的原子总数．因此就得到

N 
a= 矿µ0B/1<T+e一心心·

.• : :·.』

.. 

~、·.. ·.• 

(85.14) 

（郘 .15)

(35.16) 

(35.17) 

(35.18) 

我们所感兴趣的乃是沿 z 轴的平均磁矩．自旋向上的那些原子将各贡献一个一/J,o 之
_- 

矩，而自旋向下的那些原子则各贡献一个+µ,o 之矩；因而平均矩为

勺心平均＝
N向上 (-µ,o)+N向下(+ JJ,o) 

N 
(35.19) 

于是每单位体积中的磁矩M 就是 N(µ,)平均．利用式 (35.15) 、 (35.16) 和 (35.17), 便可

得到
,:~ ~` 

M=N 
e+µ,B戊l'_B-µ,B/立＇

灼0,,十旧B/J<T--1..0一µ,B/1'T• (35.20) 
.... 

这就是关千具有 j=1/2 的原子的 M 的量子力学公式． 偶尔，这个式也可以用双曲正切函

数来较紧凑地写出：

M = Nµ,0·tanh竖kT· (35.21) 

M 作为 B 的函数画成曲线示如图 35-7. 当 B 变得十分巨大时，双曲正切函数会趋千
1, 因而 M 会趋于其极限值 Nµ,o. 所以在高场上，磁化达到堡扭．我们可以明白为什么会这

督在上一章 §84--2 节中曾令电子电荷为一q•• 因此 q. 已是正的了．一一译者注

·-- ---- -
- - -一
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样；在足够高的场中，所有磁矩都被排列在同一个方向上了．换句话说，它们全都处于自旋

, 
I 

!," 

r/ 

M= N风B,,.a, ... r kT· 

图 35-7 顺磁性磁化强度随 正如我们曾在经典理论中见到的， M 与 B 成正

磁场强度B的变化 比．事实上，这个式子儿乎和以前的完全相同，除了
有一个 1/8 的因数似乎不见了以外．但我们仍需要把量子力学中的 µo 同在那经典结果即

式(35.9) 中所出现的µ联系起来．

在那经典公式中，出现的是忙=µ.•µ., 即该矢量磁矩的平方，也即

. µ,•µ= (u 去）勺.J. (35.23) 

我们曾在上一章中指出，通过用 j(j+l)胪代替 J.J, 你就很可能会从经典的计算结果中得

到正确答案．在我们这一特殊例子中， j一 1/2, 因而

。 I 
2 ` ` 

向下的状态，因而每一原子贡献了一个磁矩 µo.

在大多数正常情况下——比如说，对于典型矩、
室温以及我们通常能够获得的场强（诸如 10,000

高斯）一-µoB/砍这个比值约等于 0.02. 人们一

定要在极低温度上才能见到饱和．对于常温来说，
我们往往能够用＂来代替 tanhCl1, 因而可以写成

(35.22) 

归+1)胪＝主尺
若用此来顶替式(35.23) 中的 J.J, 则可得

,,..,,.= (u尝）2平，
或者用式(35.12)所定义的归来表达，又可得

p.-p.=3点．

把这一结果代入该经典公式(35.9) 中的记，的确会再现那正确的量子公式(35.22).

关千顺磁性的量子理论很容易引伸至具有任一自旋 j 的原子．该低场磁化强度为

., 

M=Ng• 气哨， (35.24) 

其中
qe九

归一军- (35.25) 

是一个具有磁矩量纲的各常数的组合．大多数原子都拥有大概这么大小的磁矩．它被称为

玻尔 (Bohr)磁子．电子的自旋磁矩就几乎恰好是一个玻尔磁子．
,, 

§35-5 绝热去磁冷却法

有一种十分有趣的关千顺磁性的特殊应用． 在十分低的温度下，在一个强磁场中有可

能把原子磁体都排列整齐起来．这时就能够通过一种所谓的绝热去磁过程来获得非常低的
- - - - - - - - _- - - - -

温度．我们可取一种顺磁性盐（比方，象硝酸错按那样含有一些稀土原子的盐），并在强磁场

中用液态氨来把它降低到绝对 1 或 2度．这时该因数 µ,B/kT 就会大于 1一比如说比 2

或 8 还要大．大多数自旋已被排列整齐了，因而磁化就儿乎达到了饱和．让我们轻松一点

. .. .. . .. -- ·-- -·- .. . ···-. ..... 
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地说，磁场很强而温度很低，因而几乎所有原子都被排列整齐了吧．然后，你就从热方面使

该盐隔离（比如说，通过移去液态氮并留下一个高真空），并将磁场撤除．盐的温度便会降低

下来．

现在假如你窒登把磁场除去，那么晶格里的原子的那种轻摇慢摆就会逐渐把所有自旋

都从整齐排列中撞散开来．它们有些会自旋向上，而有些则会自旋向下．但若没有磁场（并

略去原子间的互作用，那只会造成微小误差），则翻转那些原子磁体时可不需要任何能量．

它们会在能量不发生改变的条件下打乱本身的自旋，从而也就不会有任何温度变化．

然而，假定正当那些原子磁体被热运动所翻转时还存在一些磁场． 那么当把它们背着

场翻转时就需要作某些功一—它们必须反抗杨而作功． 这会从那些热运动中取出能蜇，从
而降低了温度．因此，如果该强磁场并非消除得太快，则盐之温度将会降低一—它是被去磁

所冷却的．根据量子力学观点，当场十分强大时所有原子都处于最低能态，因为要反抗任何
会处于较高能态上的几率非常之大．但当场降低时，就逐渐较有可能使热起伏把一个原子

撞至其较高态上．当此事发生时，该原子吸收了能量瓜T=µ出．因此，若场慢慢除去，则这

些磁性跃迁会从晶体的热振动中取去能量，因而就把它冷却了． 用这种办法能够将绝对温

度几度降低至千分之几度． , 

你是否愿意造成甚至比这还要冷的东西？事实证明，大自然已提供了一条途径．我们

曾经提到过原子核也有磁矩．关于顺磁性的公式对核也同样适用，不同之处仅在于核磁矩

约比原子磁矩少壬堑．［它们具有咋/2叩的数董级，其中叫，为座王质量，所以磁矩较小的
程度就是电子质量与质子质量两者之比．］对于这样的磁矩，即便在 2K 的温度上，该因数

µB/kT 也才只有千分之几．但如果已利用顺磁性的去磁过程来把温度降低至千分之几度,.

那么µ,/J/iT 就会变成一个接近于 1 之值一-在这种低温下，我们便能开始使核磁矩饱和．

那算是幸运，因为此后便可利用垫磁性的绝热去磁效应来达到更低温度．这样，就有可能做

出两级的磁冷却．首先，利用顺磁性离子的绝热去磁来达到千分之几度．然后，再利用这寒
冷的顺磁性盐来冷却某些具有强核磁性的材料．最后，当我们从这一材料中移去磁场时，它

的温度就会降低到兆分之一的绝对度数以内一一如果对一切事情都曾十分小心地去做的

话．

§35-6 核磁共振 ,·. 

我们曾经说过，虽然原子顺磁性已很小，而核的磁性甚至比它还要小近千倍．因此通过

核磁共振的方法来观测核方面的磁性是相当容易的．假设取一种象水那样的物质，其中一

切电子自旋都完全互相对消，使得它们的净磁矩为零．但水分子仍将有一个十分十分徵小

的磁矩，那是起因于氢核的核磁矩的． 假设将水的一个小试样放在磁场B 之中． 由于（属

于氢的）质子具有一个等于 1/2的自旋，它便将有两个可能能态．如果水处于热平衡中，则

在那较低能态上将有较多的质子一一它们的磁矩指向与场平行的方向．在每单位体积中便

有一个小净磁矩．既然核磁矩才约等于原子磁矩的千分之一，与忙成正比的磁化强度

应用式(35.22)-就只有典型原子顺磁性的约兆分之一那么强．（这就是为什么我们得先

挑选一种不具有原子磁矩的材料．）如果你把它算出来，那些自旋指向上的质子数目与那些

自旋指向下的质子数目相差只有一亿中的一个，因而这效应的确十分微小！然而，它仍然可

以按下述办法测出来．

--· 
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假设对该水试样用一个能产生一小水平振动磁场的小线圈来加以包围．如果这个场以

频率吩振动，则它将在该两能态之间诱导跃迁——正如在 35--3 节中我们曾对喇比实验所

描述的那样． 当一质子从一较高能态跃迁至一较低能态时，它便将给出能量 µ,,B, 而这正

如我们曾经见到的，乃等于加），．如果它是从低能态跃迁到较高能态，则它会从线圈那里覂

堂能量加，．由于在较低态上的质子数略微多于在较高态上的，便将有从该线圈的净能量覂

收 虽然这一效应十分微弱，但那轻微的能量吸收仍可以用一部灵敏的电子放大器来加以

观测．

正如在喇比的分子束实验中那样，这能量吸收将只在该振动场处于共振之中，也即当

eu=w, 一 g(盘）B
时，才能见到．通过变更 B 而保持 o 固定不变来寻找共振往往较为方便．能量吸收显然将
在

` 
B=竺1w

gq. 

时出现

一部典型的核磁共振仪器示如图 35-8. 一个高频振荡器驱动着置于一座大电磁铁的

两极间的一个小线圈．两个绕于极尖上的小附加线圈由一每秒 60 赫的电流驱动着，以便使

,I' ✓/ 附加线珊
磁极~ 1 

/ I I 

,. 

·•• 

' 振荡器

输出

损耗
讯号

整个磁场围绕其平均值作十分微小的＂摇摆＂．作为

一例，比方说该磁铁的主电流被调至会给出一个等

于 5000 高斯的磁场，而这些附加线圈则围绕这一值

产生一个士1 高斯的变化．如果该振荡器被调至每

秒 21.2 兆赫，那么每次当场扫过 5000高斯时它就

会处在质子的共振中了［应用式-(84.18), 对千质子

要用g=5:58].

这振荡器电路还被安排得能够给出一个附加的

输出信号，这信号与从该振荡器所吸收的功率的任

V I 何茎翌成正比．把这一信号馈给一示波器的竖向偏

芦~三 转放大器中．示波器的水平扫描在该磁场摇摆的每
、一周中触发一次（更经常的是，这水平偏转被布置

图 35-8贮～一部核磁共振仪器
. 成与该摇摆场的大小成正比．） .. 

在水试样还未放进该高频线圈内之前，从振荡器所吸收的功率就有某一定值．（它不会

随磁场改变）然而，当一小瓶水放在线圈中时，示波器上就出现一个信号，如图所示．我们

见到由于质子翻转所引起的功率被吸收的一个图象！
在实践中，很难掌握如何去把主磁场恰恰调在 5000 高斯上．人们所做的是将主磁电流

调至使共振出现在示波器上为止、 事实证明，这是目前对磁场强度作出精密测量的最方便

办法．当然，过去得要查入对磁场和频率加以准确量度才能测定质子的 g 值．但现在这一

步已经做过了，因此一部如图所示的那种质子共振仪就可用作“质子共振磁强计”了．

应该提一句关于该信号的形状． 假如磁场十分缓慢地摇摆，就该期待会看到一条正常

的共振曲线．当吩恰好达到振荡器频率时，能量吸收就会表现出一个极大值．在附近的频

率也有一些吸收，因为并不是所有质子都处在完全相同的场上一一而不同之场就意味着稍

~·.、........
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为不同的共振频率．

偶尔，人们也许会怀疑，是否在那共振频率上真的会看到任何信号．我们应否期望该高

频场会把在那两个态上占据的粒子数都弄到相等一一使得除了水刚放入的那一瞬间之外就

该没有任何信号？不完全是这样，因为尽管我们企图使该两态的占据粒子数相等，但热运动
---------c 

方面却总在试图把对于温度 T所应有的那一种适当比率保持住．如果处在共振态上，则被
核所吸收的功率恰好就是丢失给予热运动方面的． 然而，在质子磁矩与原子运动之间只有

相对微弱的“热接触＂．质子被相对地隔离开，以处于一些电子分布的中心．因此在纯水中，

该共振信号实际上往往太小，以致不能够观察到．要增加吸收，就必须加强“热接触＂．这通

常是通过添加一点点氧化铁于水中而做到的． 这些铁原子象小磁体一祥；当它们在其热舞
蹈中到处震摇时，就会在质子上造成一种微小的摇摆磁场． 这些变化着的场会把质子磁体

"耦合”到原子振动之土并倾向于建立起热平衡． 正是通过这一“耦合”，才使处于较高能态

上的那些质子能够丢失它们的能量，以便再有可能从振荡器方面吸取能量．

实际上核共振仪器的输出信号看来并不象一条正常的共振曲线．经常是一个更复杂的

还含有一些振动的信号一一象图上所示的那样．这种信号的出现是由于该变动着的磁场．
俯释本应由量子力学来提供，但也可以证明，在这种实验中有关磁矩进动的那些经典概念总

会给出正确的答案．按照经典概念，我们便应该说，当到达共振时就开始在同步地驱动一大
堆进动着的核磁体． 当这样做时，就是在促使它们一起共同进动｀当这些核磁体全部一起
转动时，将在该振菊器线圈中以频率吩建立起一个感生电动势，但由于磁场正在随着时间

增长，该进动频率也将随着提高，因而这感生电压不久就会处在比振荡器频率稍为高一点的

频率上． 当这感生电动势与振荡器间交替地同相与异相时，该”被吸收”功率就会交替地或

正或负．因而在示波器上我们就会见到在质子频率与振荡器频率之间的那种拍频．由于质
子频率并非全都相同（不同质子会处在稍为不同的磁场上），而也可能由于来自水里的氧化

铁的干扰，那些自由进动着的磁矩不久就会异相，从而该拍频信号也消失不见了．
这些磁共振现象已有广泛应用？作为寻找关于物质的新东西的工具一一特别是在化学

和核物理上．不用说关于核磁矩的数值会告诉我们有关核的结构．在化学中，从共振的结
构（或形态）中使许多东西已被弄清楚了． 由于从附近核所产生的磁场．核共振的准确位置
稍微有点移动，这取决于任一特定之核本身所处的环境． 测量出这些移动会帮助人们去确

定哪些原子靠近其他哪些原子，并帮助解释分子结构中的细节． 同样重要的是关于自由基
的电子自旋共振．虽然在平衡时并不会存在太多，这种自由基往往是化学反应中的中间态．
对电子自旋共振的测量是对自由基存在的一种精细检验，心而往往也是理解某些化学反应机
制的一把钥匙． , 
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§36-1 磁化电流 . 

在本章中，我们将讨论某些材料磁矩的净效应远大于顺磁性或抗磁性的那种情况． 这
一现象称为坒壁丝．在顺磁性或抗磁性材料中，感生磁矩往往过于微弱，以致我们无需担心

磁矩所产生的附加场．然而，对埜壁佳材料来说，那些由外加磁场所感生的磁矩就很大并对

场本身会产生巨大影响．事实上，感生磁矩竟会如此之强大，以致它们往往是产生所观测到

之场的主要效应．因此，我们必须关心的事情之一，就是有关那些巨大磁矩的数学理论．当

/ / / / / 
然，那不过是一个技术性问题．真正的「

乌气+P!eo/////// 么磁矩会那么强－—－到底是怎么一回事？过了一会
2 我们就要来讨论这一问题

,,,,,,,,, 
E大-E+P/知

/ 

磁性材料中的磁场·

电场的问题相当相似． 你将会记起，我们曾用一矢

量场 P-一即单位体积中的偶极矩—一开始描述

/ 电介质的内部特性． 然后，算出这极化效应， P 之
散度相当于由电荷密度 p极化所提供的：

P虹= ----V•P. (36.1) 

在任一种情况下，总电荷都可以写成这一极化电荷

再加上所有其他龟荷，其密度我们将写成*p其隧． 于
是那个会把E之散度联系到电荷密度上去的麦克
斯韦方程便变成

或

v-E~ 立=p妞+PA• , 
句 Eo

'7·P V•E=-—+.&.!!. 
句句．

然后，我们便可把电荷的极化部分抽出来并置于方

程式的另一边，以得到一个新的定律

V• (句E+P)=p其健. (36 .2) 

这一定律申述，（和E+P)这个量的散度等于其他电

荷的密度．

图 38-1 在电介质里的空穴中，

电场取决于该空穴的形状

象式(36.2) 中那样把 E 和 P 扯在一起，当然

只有当我们懂得了它们间的关系时才会有用．以前

就曾经见过，将感生偶极矩联系到场上去的理论是

一件相当复杂的事情，而实际上只能应用于某些简单情况，并且即使那样也还只是一种近

羞假如所有其他电荷都是在导体上，这 p其僮就会与我们在第十章中的 p自扁相同. 
. 

. -·. . 
~ 一~ 气- ----
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似．我们想向你们提醒有关曾经用过的那些近似概念之一．即要得出在电介质内部一个原

子的感生偶极矩，就必须知道作用于各别原子上的电场． 我们作过这么一种近似－~那在

许多情况下还是不太坏的一一即作用于原子上之场与我们把该原子挖出来（保持所有附近
其他原子的偶极矩都不变）而留下的小洞中其中心处所该有之场相同．你也会记起，在受极
化了的电介质中的空穴里，电场取决于该空穴的形状． 我们就把以前的结果都总结在图
36-1 上．对于一个垂直千极化的薄盘形空穴，穴里的电场由下式给出：

E空穴=E心111t 十·
p' 
-—, 
句

` 

这是我们用了高斯定律而证明的．另一方面，在一个针状而平行于极化的槽沟里，我们曾

经证明一—利用 E 之旋度等于零那一事实—一槽内电场与槽外电场相同． 最后，对于一

个球形空穴我们也曾找出过其中的电场是在槽里之场与盘里之场间走过了三分之一的路
程：

E塞穴=~扈介震＋
1 p 
--(对于球形空穴） • (36.3) 3 Eo 

这就是我们在考虑受了极化的电介质中一个原子的遭遇时所曾用过之场．

现在我们必须用这一类似来讨论磁的情况．为完成此事面采取的一种抄捷径的简单办

法是在千申明：每单位体积中的磁矩 lJ!, 完全与单位体积中的电偶极矩 P相似，因而M的

负散度就应相当千一个“磁荷密度"p,..一一不管它可能指的是什么． 当然，困难在于物理世

界中并没有任何象“磁荷“那样的东西．正如我们所知道的， B 之散度总是零．但这并不应

阻止我们去作一个人为的模拟并写出
-- 

(86.4) 

其中 p呻默认是纯数学形式的．千是就自然地能够作出一个与静电情况完全类似并从静
电学中引用我们所有的旧方程．人们往往做过象那样的一些事情．事实上，从历史方面讲，

人们甚至相信这种模拟是正确的．他们确信 p.,. 这个量就是代表＂磁荷＂密度．然而，一些日

子以来我们知道，材料的磁化乃起因千原子里的环行电流—一或者来自电子本身的自旋，或

者来自原子中电子的运动．因此，依照物理观点，对事情如实地用原子电流而不用某种神秘

莫测的“磁荷＂密度来加以描述，是较为美妙的．偶尔，这些电流有时被称为“安培“电流，因

为安培最早提出物质磁性起因于环行的原子电流．

\ I•. 
... •. < 

,.'.. , V•M=~p噙，

当然，在磁化物质中的实际微观电流其密度十分复杂，它的数值有赖于你在原子里的哪

个地方进行观察一—它在某些地方会较大而在其他地方则较小；它在原子中某一部分会指

向这一方向而在另七部分又指向相反方向（正如微观电场在电介质中变化很大一样）．然
而，在许多实际问题中，我们所感兴趣的只是在物质外面之场，或在物质里面的翌堕场~

那我们指的是对许许多多个原子取的平均． 只有对于这种茎墨问题，用每单位体积中的平
均偶极矩M来描写物质的磁态才有意义．我们现在所要证明的是，磁化物质中的原子电流

能够产生一种与直联系起来的大规模电流．

于是，我们要做的就是，把电流密度 j一那是磁场的真正来源－—一分成几个部分：－

部分是描述那些原子磁矩的环行电流；而其他部分则为描述那里可能会存在的其他电流．

把电流分成三部分往往最为方便． 在第王十二章中我们曾作过这样的区别，．即在导体中能

够自由流动的电流，以及在电介质中由于束缚电荷的来回运动所引起的电流．在 §32-2 节

- --、. ----- - -- -一· 一一- - - - -- - - - -- - - - - - -- -
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中我们就曾写出 ,. 

.. 
J,=J邱+j其镶，

式中 j虹代表来自电介质里那些束缚电荷的运动的电流，而i其幢则代表所有其他各种电流．
现在我们要再进一步，即把 j其恤再分成一部分 j毗描述该磁化材料内部的平均电流，以及

一个对任何遗留下来的我们可称之为 j作琴的那种电流的附加项．这最后一项一般将指导体
中的电流，但也可包括其他电流一一比如由穿过空洞空间里的自由运动着的电荷所产生的

电流．所以我们对于总电流密度将写成：

1~1衱化+11111化+1传导．

当然，正是这个总电流才是在麦克斯韦方程

(36 .5) 
'' 

•....... -.. 誓+ 
j-S 

=- B `X v 2 c 
, ,· 一－

'. 
'., ·' 

(36.6) 
• l. ...'''、，．．、•• 

中属于 B 之旋度的．

现在必须把电流 j隘化联系到磁化强度矢量 M上去．为了使你们能够明白今后将往何

处去，此刻就告诉你们即将得到的结果无非是
; J霾化 =vx·M. · . · . - . · · ··.· ·. ' .>(36.7) 

若在一磁性材料中给出每一处的磁化强度矢量扭，那么该环行电流密度就要由M之旋度
来提供．让我们来看看能否理解为什么会这样．

., 首先考虑一根柱形棒中有一个平行于其轴心的

均匀磁化的那种情况． 从物理方面讲，我们懂得象
这样的均匀磁化，实际上意味着在材料内部每一处
都有原子环行电流的均匀密度．假设我们试图想象

在这材料的横截面上那些电流看来象个什么．应该

y.,, I 期望，会看到如图 36-:--2 所示的那种电流．每一原子

., 电流在一个小圆周上兜着圈子，而且所有这些环行

电流都是沿同--;方向打转转的．钏那么这一物体的有

效电流究竟怎么样呢？噢，．在棒里的太多数地方并

配 30-2 从一根沿 2 方向被磁化了的铁棒横 没有什么效应；因为在每一电流旁边恰好有另一个
截面上所看到的原子环行电流的简略图形

与之反向的电流，如果设想一个小面积一一-m比起

一单独原子来却要大得多的面积一一诸如图 36-2 中由工B 线所标明的那个面，穿过这个
面的净电流等于零．在该材料内部任一处都没有净电流．可是要注意，在材料表面上会有

未被其附近的反向电流所抵消的一些原子电流．！在表面上有一个始终以同一方向环绕着该

棒的净电流．现在我们明白，为什么以前曾经说过，一根均匀磁化之棒会相当于载有电流的

一个长螺线管．｀

这个观点怎么会与式（部 .7)相符呢？首先，在材料内部，磁化强度＂是一恒量，因而它

的一切微商就都等千零．这与我们的几何图象相符．可是，在表面上， M却不是真正的恒

量一—它只在到达边缘之前才不变，然后便突然龟缩至零．因此，刚好在表面上会有巨大陡

度，面这按照式(36.7)将会给出一个高电流密度． 假设我们是在考察图 36--2 中 0 点附近

所发生的情况．选取如图中的那种＂和 g 方向，则磁化强度 M将沿 z 方向．，把式(86. 7)的

各分量写出，便有 , 

,. 

` 
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oMz . 
匆

(J磁化江，

-oM. . 
彻

(J毗化)'fl.

(36.8) 

在 0 点上，微商 oM,/匈为零，而 oM:t!知则很大并为正值．式(36.7) 申述，在负 g 方向上

有一个巨大电流密度．这符合于环绕该棒的表面电流的上述图象．

现在要来找出材料里的磁化强度会逐点变化的那种较复杂情况的电流密度．定性地看

出这一点挺容易，即如果在相邻区域里磁化强度有所不同，则那些环行电流便不会完全抵
消，因而将在该材料休积中存在着净电流． Mz· 
我们想要来定量算出的正是这一效应．

夕；

牛-- -I - - -
b~,.. ., 

,... ,... .. 上 --1 一一夕
'' 

:、· : . : . µ 
, 

·J' ..... ' 

. 
' 

. 
; 

,,:Y,I. •. 

，表~·积 4 丛
阳30-3 一个电流回路的磁 图 38-4 受了磁化的一小块材料与一

偶极矩µ为IA 环行的表面电流相当

首先，我们必须回忆起 §,+4'-5节中的结果，即环行电流 I 具有一个由下式所给出的磁
矩 /J,: .' 

µ=IA, .. (36.9) 

其中A 为该电流回路的面积（见图 36-3). 现在让我们考虑在一磁化材料中的一个小矩形

块，如图 36-4中所草画出来的那种模样．我们选取这块材料是那么小，以致能够将其中的
磁化强度视为均匀的．若这一块材料在＾
z 方向上有一磁化强度止，则其净效应 I Mz 

将如同一个围1绕着图上所示的那些竖立

面上的面电流．我们能够从式(86.9) 找
出这些电流的大小．这块材料的总磁矩
等于磁化强度乘以其体积： .• 

µ,=M.(abc), 

由此得到（取该回路的面积为 aa) z 
I =M.b. f J, 

换句话说，在每一竖立面上每单位（竖 一

向）长度的电流等于 M,.

现在假设我们想象两个彼此相邻的

小块，如图 36-5 所示．由于第二块与第一块间稍为有点位移，它便将有一稍为不同的磁化
强度垂直分量，这我们称之为 M畜+.dM•. 在两块之间的界面上，对总电流现有两种贡献．
第一块将产生一个流向正 g 的电流 I1, 而第二块则将产生一个在负 g方向上的面电流I,.

, b ̀  L 

Mz+AMz 

I I .. 

勹飞
,. 

, 
一1一一/ 

. .. . 
图 38-!5 如果两相邻块中的磁化强度不一样．

便将有一表面电流存在于其间

已 ~ ~ ．一一、 - - - - - -- -- - 、- ----
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沿正 g 向的总面电流等于两者的代数和＊：

I =I1-I2=M.b-(M,+LIM,)b = -LIM,b. 
可以将 AMz 写成 M, 在勾方向上的微商乘以从第一块至第二块的位移，那刚好是生

8M, AM,=— a. ax 
这样在两块间所流经的电流就是

I= aM. 
az 幼．

要把电流 I 联系到平均的体积电流密度 i 上去，就必须认识到，这一电流 I实际上乃布满于

某一横截面积上的． 如果我们设想材料的整个体积是由这样的一些小块充填起来的，则每
一个（垂直千＂轴的）这样的侧面便可以与每一小块联系起来＊外．千是我们便看到要与电流

。
I , 

.... .,. 

I -J---1---I , ,, ,, ,,, 
.,.,. , 

, 
Mx + 4Mx 

I 

I • M 
` I 

I 联系的面积就恰好是那些表面中之一的面积心．

我们得到这样一个结果

I aM. 
i11=荔=-a了·

至少巳有了 M之旋度的初步．

在 i11 中，还应有来自磁化强度＂分量跟着 2 变

化的另一项．对i 的这一贡献，起因于如图 36-6 所

示的那种上下重迭的两块．利用刚才所作的论证，

你便可以证明这一个面将对儿贡献一个 aM雾／加之

量．这些就是能够对电流 g 分量作出贡献的唯一一
些面，因而我们便有在 g 方向上的总电流密度

忙旦红－鸟az oa; : 图 38-8 高低相重迭的两

块也可贡献出儿来 ，计算在一个立方体其余表面上的电流一一或者在利
用了上述 z 方向完全是任意的这一事实一一我们便能够断定，该电流密度矢量确实是由下
式给出的：

J==VXM. 
因此，若我们选择用每单位体积的平均磁矩M来描述物质中的磁性情况，则便可发现，

那些环行的原子电流乃相当于由式(36.7)所给出的在物质里的一个平均电流密度．如果该

材料也是一种电介质，则除此之外还可能有一极化电流i彶化 =8P/dt. 倘若该物质又是导
体，则还有可能出现一传导电流i传导．我们可以将总电流写成

j=J忡导+vxM+ ,:,., . aP 

§3&.r2 H 场

,, 

` 

其次，要来将式(36.10) 中所写出的电流代入麦克斯韦方程组中．得出：

六xP=f+誓士（扣+vxM+誓）＋誓·
”这里原文是“和气我们将其改为“代数和气似较确切些．一译者注 , 

”或者如果你乐意的话，每一个面上的电流 I应可以用那些小块块在两侧上分裂成50x60 个．

- -勺- --
•• • - • 一

'.. 

, (36 、 10}
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可以将M项移至式的左边：

c2vx(B-鸟）＝兮分 (E+f). (36.11) 
句C

正如曾在第三十二章中提过的，许多人喜欢把(E+P/€0)写成一个新的矢量场 D/€0, 同理，
把(B-M压句写成一个单独的矢量场也往往相当方便．翌但决定由下式定义一个新的矢
量场 H:

. .. . 

H==B M 
心. (; 心2 • …· 

(36.12) 
气. • --·、... 身｀｀

于是式(36.11)便变成：

和C气7xH=j传导十 aD (36.13) 

这看来似乎很简单，但一切复杂性都被隐藏在D 和 H这两个字母之中了．

现在必须给你一个警告．许多采用米，·千克·秒(mks)制的人们却曾选择用一个与这里

的 H不同的定义．将怹但堕场叫做 l/'(当然，他们也仍然叫它为 H, 而不加上一撇的），那
是这样下定义的：

H'=心B'-M.'(36.14)
（并且，他们还往往把 €oC3 写成另一个新的符号 1/µo; 那么他们所要记住的常数就又多了一
个D采用这一定义，式(36.13)甚至会表现出更为简单：

V.x H1 =:=/tt.,.+ 誓. (36.15) 

但这一个关于 H' 的定义其困难之处在于：第一，它与不采用米·千克·秒制的人们的定义不

相符，而且第二，它还使得 H' 和B 有不同的单位．我们认为， H 具有与B相同的单位
而不是象且，那样具有M的单位一—那是较方便的．但如果你将要去当一名工程师，并且

正在从事对变压器、电磁铁等的设计工作，那你就得小心注意．你将会发现许多书本是采用

式(36.14)作为 H 的定义，而不是采用我们的定义，即式(36.12) 的，还有其他许多书一—－特
别是有关磁性材料的手册一—还把 B 和“按照我们所己做的那种方式联系起来．你得小
心估计他们用的是哪一种惯例．

一种判断的办法是根据他们所用的单位如何．应该记住在米·千克·秒制中， B一从而
塾但笆H一一都是以如下单位计算的；每平方米一韦伯等于 10,000 高斯．在米·千克·秒制
中，磁矩（电流乘以一面积）具有这么一个单位 1 安培·米＇．于是激化强度 M就具有单位：
1 安培座米．对于 H' 来说，其单位与 M的一样．你可以看到，这也与式(86.15)相符，因为
V 具有 1 被长度除的量纲．那些从事电磁铁工作的人们，也有把H(采用那 H' 的定义）的
单位叫作"1 安培座每米”的习惯一一想到绕组上的导线匝数．可是一“匝“实际上是一个无
量纲数目，因而不至于打扰你们． 既然我们的H乃等于丑＇／动r,et, 所以如果你正在采用米·

千克·秒制，则 H(以韦伯1米，计的）就等千 4兀x10一7 乘以且＇（以安培每米计的）．记住 H
（以高斯计） =0.0126H'(以安培／米计），也许会更方便. .' ,~ 

还有另一桩更令人吃惊的事情．许多采用塾但关于H的定义的入们还决意要对 H和
B 的单位赋予不同名称！尽管它们具有相同量纲，但人们还是要叫B 的单位为覂堑，而 H
的单位叫做垦堑主（当然，是为了纪念高斯和奥斯忒两人）．因此，在许多书本中你会找到一
些用高斯表达的 B和用奥斯忒表达的H而作成的曲线．它们实际上是同一种单位一—即

米占F觉尧夕制的单位的 10-• 倍．关于磁性单位的混乱情况我们已将其综合列千表 36-1 上．

.... 
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表 36-1 磁量单位

[B]=韦伯／米2一1沪高斯

[HJ 一韦伯／米2一1沪高斯或 104 奥斯忒

[MJ=安培／米

［丑']=安培／米

方便的换算式：

B(高斯） =lO'B(韦伯／米勾

H(高斯）一丑（奥斯忒）一0.0126H'(安培／米）

§36-3 磁化曲线

现在要来考察某些磁场为恒董、或其中场变化得足够缓慢以致同 i伶．相比可以略去
.aD/at 的那些简单情况．于是场便将遵守这些方程：

V•B=O, 

(a) 

工
一. 

（部16)

VxH=j传导/e况， (36 .17) 

H=B, —M/钮心:a. (36.18) 

假设有一个由铜线圈包围着的铁环（炸面圈模样），如图 36-7(a)所示．导线中有电流 I
流动．这样，磁场将会怎么样呢？磁场将主要存在

会 千铁环之内；那里， B 线将是一些圆圈，如图 36-7
(b)所示．由千B 通量是连续的，它的散度便是零，
而式(36.16)被满足了．其次，通过环绕图部-7(b)

～所示的那个闭合曲线 r进行积分而把式 (86.17) 写

．成另一种形式．根据斯托克斯定理，我们有

炉·心＝志t比·吵，（部19)
其中对i,的积分是要遍及任一个由 I' 围绕着的面
积而进行的；这一面积被绕线的每一匝都穿过了一
次． 每一匝对积分都贡献了电流~, 若总共有 N
匝，该积分便是 Nt." 根据我们问题中的对称性， B
环绕整个曲钱 r 都处处相同；若还假定磁化强度

`\ 一—从而丑场-—沿着 r线也是恒定不变的，则

"'矗式（部M便变成 1 . . NI . 
、丑尸i--

句C

叩f 其中 1 为该曲线 F 的长度．因此，
，切

~~ 于夕＇
、兰多

、!

仿

(b) 
, 

1 N1 H=方干. (36.20) 

正是由于象在这样一种情况下 H 与磁化电流成正

比，因而 H才有时被称为壁也堑．
圈的铁环； (b)铁环截面中的场线 ，现在，我们所需要的一切就是一个将B 联系到

B上去的式子．但不存在任何这样的式子！当然，我们有个式子(36.18), 不过那没有什么

帮助，因为对于象铁那样的铁磁性材料并没有＂．与B 之间的直接关系式．磁化强度川．取

图 38-7·(a)一个绕上了渔缘导线

` 

• -嘈. .。- - .. ~ ~ 尸·, • .. .. 
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决于铁的整个过去历史，而不仅取决于在该时刻上B 之值．

然而，并不是一切都输掉了．在某些简单情况下我们还是能够获得解答的．如果从一块

未曾起磁化的铁质开始一—让我们说该块铁已在高温上退了火一一那么在铁环的那种简单

几何中，所有一切之铁就都有相同的磁性历史．这样，我们就能根据实验测量结果对M

从而对 B-和 H间的关系说出某些东西来．根据式(36.20), 铁环里的 H场是由一常数

乘以绕线中的电流 I 给出的．而 B 场则可通过对在线圈中（或在绕于图示的那个起磁线圈

上面的另一个附加线圈中）的电动势遍及时间的积分而量度出来．电动势等于 B 通量之变

率，因而对电动势的时间积分就等于 B乘以该铁环的横截面积．

图 36-8 显示出用一个软铁坏所观测到的 B 和 H间的关系．当电流初接通时， B 沿曲
线“随着 H的增大而增大．要注意， B 和 H的不同标度；起初，只要一相对小的 H就能造

成一个大的 B. 为什么一用了铁， B 就会比在空
气中该得到的大那么多呢？这是因为有一个大的
磁化强度 M, 那相当于在铁表面上有一个庞大表

面电流一一B 场乃是来自这一电流与在绕线中

的传导电流两者之兜．为什么 M会那么大，我们
将在以后讨论．

在较高的H值上，磁化曲线变得平坦，我们

就说那铁块已经饱和了． 用图上的那种标尺，曲
-4 会S -2 刁

线看来已变成水平． 实际上，它还稍为有点继续

升高一一对于大场来说， B 变成正比于 H, 并有 、. -

一单位斜率.M不会再增加了．顺便提一下，我
们应该指出，假如该环是由某一非磁性材料所制
成的，则对于所有之场M均为零，而 B 便就等于

H 了． 一长～
我们所注意到的第一件事，是图部-8中曲线

a一－那就是被称为巠也典望的一一的高度非线 图 36-8 软铁的典型磁化曲线和磁滞回线

性．可是下述情况比这还要糟：若达到了饱和之后，我们把线圈里的电流减少以便将H带
回到零，则磁场 B将沿曲线 b 下降．当 H达到零时，仍会有些 B 遗留下来．即使没有磁
化电流，在铁虽仍有磁场一一它已被永远磁化了．如果我们现在接通一奂电流于线圈中，则

B-且曲线仍将继续沿着 b 走下去，一直到了铁在负向上饱和为止．此时若我们再把电流带
回到零，则 B 将沿曲线 c 变化．如果将电流在大正值与大负值之间交变，则 B-H 曲线将会
活着极接近于 b 与 C 的两条曲线来回奔跑•., 然而，若对丑按照某一任意方式变化，则可获
得更为复杂的曲线，那一般是处在 b 与 c 两曲线之间的某些地方． 由场的反复摆动所形成
的回线称为铁的磁滞回线．

- _-

于是我们见到，不能够写出一个象 B=f(H)的函数关系，因为在任一时刻 B 值不但取

决于在该时刻之H 值如何，而且还取决于它的整个过去历史． 自然，磁化曲线和磁滞回线

对于不同物质是不同的． 这些曲线的形状密切依赖于该材料的化学成分，也依赖于在其制

备时及在其后受物理处理时的细节．我们将在下一章中讨论对这些复杂性的某些物理解

释

I 

lc 

-10,000 

4 s· 
五（高斯）

.. -··.. ... 
~｀~－可----·

-- - .. . - ...... . 



454 费曼物理学讲义（第二卷）

§36-4 铁芯电感

磁性材料的最重要应用，是在电路中一一－诸如在变压器、电动机等器件中用到．一个原

因是，有了铁我们就能够控制磁场的走向，并且对于某一给定电流能够获得远为巨大之场．

例如，那种典型“环式”电感就很象图 86-7 所示那样的物体．对于某一给定电感，在体积上

就比一个等值的“空芯“电感要小得多，所用的铜也少得多．对于一给定电感，我们可以得到

在绕组中小得多的电阻，从而该电感就更接近于“理想”的了—一特别对于低频更是如此．

要在定性上理解这样一个电感如何动作将十分容易． 如果 I 是绕组中的电流，则在其内部

产生之场 H会正比于 I一一如式(36.20)所给出的那样．，跨越线端的电压 V 与磁场 B 有

关． 略去绕线中的电阻，这电压 V便与 oB/组成正比． 自感 L, 那是 V 对 aI/at 的比率

（见 §17-7 节），因此就牵涉到在铁中 B 与且的关系．由千B 远大于 H, 我们便在电感中

得到一崎个很大倍数．从物理上讲，发生的情况是在线圈里的小电流，寻常仅会产生一个小

磁场的，在铁里就会引起一些小＂奴隶“磁体全都排列整齐因而产生了一个比起在绕组里的
外电流来要大得非常多的“磁性”电流．似乎我们已有了比实际流经线圈中大得多的电流
了． 当我们把电流的方向掉转时，所有这些小磁体都翻转了过来一一一所有那些内在电流就
都掉转了方向－一－从而得到一个比起没有铁时该会得到的要高得多的感生电动势．如果我

们要算出自感，则可通过算出能量而做到一—如在 §17-8 节中所曾描述过的那祥．从电流

源释放出来的能量的时率为 IV. 电压 V 等于该铁芯的截面积 A, 乘以 N, 再乘以 dB/de_
根据式(36.20), I= (1:0c2L/N)H. 因而我们有

B(高斯JI'

--- -- 

, -/// 

- .,., 
,, ,,.. / 

~ / 

dU VI=(e心ZA)H
dB 

，飞了= Tt· 
对时间积分，得到

-4 -s -2 一1
I. 

ll 

ll 

囡
l

4 
丑（高斯）

(36.21) 

注意 ZA 乃是该环的体积，所以我们就已证明了在

一磁性材料中的能量密度 u=U/体积，是由下式
给出的；

(36.22) 

这里涉及一种有趣的事态．当我们运用交变
1 电流时，铁环中的磁性会循着一条磁滞回线被驱

动．由千 B 并非H 的一个单值函数，所以环绕一

完整循环的

于该磁滞曲线所包围的面积． 这样，策动源在一

周期内就会付出某一定净能量一一一个正比于磁滞回线内的面积的能量． 而这一能量”损

失”了．它是从电磁行为方面丧失了的，但却变成了铁里之热．这称为巠翌想生．要确保这
种能量损失小，我们该希望磁滞回线尽可能地窄． 减少回线面积的一种办法是将每周中所

达到的最高场值降低． 对予较小的极大场，我们可得到一条象图 36--9-所示的那种磁滞曲

线．并且，具有十分狭窄的回线的特殊材料亦己设计出来．那种所谓变压器甩性——含有

" 
1, 

I I / I 

/~,,,," ;, 

_ 二一 ,. 

图 36-9 一条未达到饱和的磁滞回线

-一｀一矗 一~~＿＿＿~－＂、~ 气.. _ 
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少量硅的铁合金—一就是为具备这种特性而发展起来的．

当环绕一小磁滞回线而运用电感时，B 和丑的关系可用一个线性方程来近似．人们经

常写成

B=µ,H, (36.23) 

µ,这个常数并壅我们以前曾用过的磁矩．它称为该铁质的壁巠!!- (有时称为“相对磁导
燮".)寻常铁的磁导率其典型值为几千．有几种象“超透磁合金”的那类合金，磁导率可高达
一兆．

如果我们把 B=µH 这一种近似式应用到(86.21) 中去，便可将一环形电感的能量写成

U=(心Z.A)µ,J HdH = (心ZA) µ,H• 
"• 0 • 

(36.24) 

因而能量密度近似地为 ..、、．｀，一
. 
u~-竺~µ沪．

现在可令式(36.~4) 的能量等千一电感的能量 LI2/2, 并解出 L, 从而获得

L=(心lAJµ,浮）2. 

利用来自式(36.20) 的 Fl/I, 就有小
` 

L 
µ,N2A 

=" (36.25) 

自感与µ成正比． 如果你想要有一件诸如为声频放大器这一类东西用的电感，你就得尝试

将其运用于 B-H关系尽可能线性的那种磁滞回线上．（你将会记起，我们曾在第一卷第五

十章中谈论过关于非线性系统中谐波的产生．）对千诸如这样的目的，式(86.23)乃是一个有
用的近似．反之，如果你蚕望产生谐波，则可以采用一种故意按高度非线性方式而运用的电
感．此时你就得利用全部 B-;丑曲线，并由图解法或数值计算法分析出所发生的情况．

变压器通常是由安置两个线圈于同一个磁性材料的环一二或芯一一上而制成．（对千
较大型的变压器，～为了方便起见，铁芯是按矩形的尺寸比例制作的．）这样在“原＂绕组中变化
着的电流就会引起铁芯中磁场的变化，而那又会感生一电动势于“副＂绕组中． 由于穿过两

绕组中甡显的磁通蠹都相同，该两绕组的电动势比值就会与其匝数的比值相同． 加千原绕
组上的电压在副绕组中就变成一个不同的电压既然要产生那一必需的磁场变化就要求环
绕铁芯有某一登电流，因而两绕组中的电流住覂和就被确定，并且等千所必须的＂磁化“电
流．若从副绕组所取出的电流增加，则原绕组中的电流也应按比例增加—一既有电压方面

的，也有电流方面的相互“转变". ,l, ·,· 

§36-S 电磁铁

现在让我们来讨论一种稍为复杂些的实用情况．假设有一块属于相当标准形式的电磁
铁示如图 36-10-一由一块"0 形”辄铁，和一个多匝导线圈绕在这块辄铁上制成蛔 这样在

缝隙中的磁场 B 将会怎么样呢? .... ~ 

如果缝隙厚度比起所有其他尺寸来都很小复作为第一次近似，可以认为 B 线将环绕整

个回路，正如它们以前在铁环中所表现的那样；｀它们看来有点象图郘,1;1.(a), 在缝隙处将稍

微倾向于散开，但若缝隙很窄，这散开只是一微小效应． 假设 B通量在扼铁的任一截面上

-一~＿ -- -~- -尸.,•• , ••• ... • • 
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. 
都恒定不变，这就是一个相当好的近似． 如果辄铁有一个均匀横截面积一而我们又忽略

在缝隙处和在转弯处的边界效应——那么便可以

讲，在环绕枙铁中之 B 处处都均匀．

并且，在缝隙中 B 将有同一数值． 这是从式

l·.'(36.16)得出来的结论．试想象那示如图 36-11(b)

的闭合面s, 它包括一个位千缝隙中的平面和另一

·1 
个位于铁中的平面．从这个闭合面跑出来的总B通

量应为零．如果把那缝隙中之场称为 B1. 而铁里之

场称为 B,, 则我们有
J 

.. 

.. 

图 38-10 电磁铁

B1A:1-B!l丛 =0.

既然 A1=儿（在我们的近似程度上），便可推断凡

现在让我们来看看 H. 可以再利用式(36 :19), 取图 36-ll(b) 中环绕曲线 r的线积分．

右边照旧是 NI, 即匝数乘电流．然而，现在在铁里和空气中的 H 将不相同． 把在铁里的
场称为 H,, 环绕辄铁的路线长度称为 i,, 则这一部分的曲线将对该积分贡献一个 H.j,ll 之

量．把在缝隙里之场称为 H1, 缝隙厚度假定为 Z1, 则可获得来自缝隙的贡献为 H1'1. 于是

我们有

,-..B2. 

,' 
H1Z1+H山＝一

NI 
l2 • 

．中：，句C
(36.26) 

;,' 鸟，H公
, 

(a) 

' 

铁
".-. 

, 

• 

... 

·(bl 

',I. 
., 

曲线r. 
--1, __, 

，一一， S面

. .、.

: f7 
I -, .,, - - - T• -一--.、

I , I 

I 
! 'I I , 

I I I 
. , I --一.. I 

I ' 0NI I 

, l I 

! ` l , I 
'\ .、 ■, ,., .. • ··- ..''''·- - ., - - - J 

, , ,, 
', .. 

编

®', NI .. · ` 

. . l 

、... 少．
_'., 

图38-1{ 7 电磁铁的截面 ' 

现在还知道另一点情况：在空气缝隙里，磁化强度可以忽略，因而 B1==H1. 由于 B1=
斗，式 (36.26)便变成 _ 

B必+HJ,=-翌
句02.

我们仍然有两个未知数．要要找出斗和丑，来，还需要另一个关系式
B 联系到丑上去的关系式．

如果可作 B,=叫石这么一个近似，则能用代数法解上述方程式．然而，让我们来考虑
那种普遍情况，即其中铁的磁化曲线有如图部一8所示的．我们希望得到的就是这一函数关
系与式 (36.劝）结合后的联立解． 这个解可以这样找到，·习｀在磁化曲线的同一个图上逼出式

（部 .27)

即一个把在铁中的

,,. , , ,, 
- --· 贮. - -- --一·

...、~ ~ .. . .... .. . . 
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(36.27) 那样的曲线，如图 36-12 所示在两条曲线相交之处，便有了我们之解．

对于一给定电流 I, 函数 (36 .17) 就是那条在图 36-12 上标明为I>O 的直线．

在 H 轴(B,=0)上割于 Hs=NI/幼飞处，而其斜 1B 

率则为-Z,/Zi. 不同的电流只不过将该直线沿水平

方向移动罢了．从图 36-12 我们见到，对于一给定
电流可以有几个不同之解，这取决于你怎样到达那 ` 

里． 如果你刚好制成该块磁铁，并接通电流而达到

了 I, 则乌场（也即 B1 场）就将有如点”所给出之

值．如果你已经通入某一十分巨大电流而正在降低
到 I 上去的，则场将由 b 点给出． 或者，如果在磁
铁中你刚好有一个高负值电流然后才把它君座至

I, 则场是在 c 点上了．因此，缝隙里之场将取决于
你在过去曾干过什么事情．

当磁铁中的电流为零时，式(3~:27) 中出和H,

的关系示如图上标明为I=O的那条直线．仍然会有
各种不同之解． 如果你已经先把铁弄饱和了，便可

能有一个由 d 点所给出的存在于磁铁里的相当大的
剩余磁场．你可以将线圈除掉，从而得到一个永磁体．由此可见，若要制成一块优质永磁体，
你应该需要具有宽磁滞回线的材料．铝银钻 V 那一类特种合金，就具有十分宽阔的固线．

令俨

工•O\

这条线

d 方程(36-27)

NI 
~c2fe 

H 

', 
、~

图 36-12 求解电磁铁中之场

',,', 
§36-6 自发磁化- . . ·, ' 

现在要转到这样一个问题上来，为什么铁磁性材料中一个小磁场就足以产生那么巨大

的磁化强度．诸如铁和铢那种铁磁性材料的磁化强度乃来自原子内壳层中电子的磁矩．每

一电子都具有一个等于 q/2叨乘以其 g 因数，再乘以其角动量 J 的磁矩 P.. 对于一个不具

有净轨道运动的电子， g=2, 而 J在任一方向——比如在 z 方向一一上的分量为士九/2, 因
而沿 z 轴的磁矩分量就是

归＝立=0. 928 X 10-23 安培·米:a. (36.28) 
,, ·2m 

一个铁原子中，实际上存在两个会对铁磁性有所贡献的电子．为了使讨论比较简单，我们将
论述有关铢方面的磁性，它是与铁相似的一种铁磁性材料，不过在其内壳层中却只有一个电
子．（要把论证引伸到铁也挺容易; J 

现在重要之点是，在一外加场B存在的情况下，那些原子磁矩倾向于与场一起排列整
齐，但受到热运动的冲撞，正如同我们对顺磁性材料所曾经描述过的那样．在上一章中，我

们曾找出企图把原子磁体排列整齐之场与企图把它们打乱的热运动之间的平衡会产生出这

么一个结果，即每单位体积内的平均磁矩将归结为

', 

, 

昊~｀飞

＇，气｀，

1\,1 = Nµ, tanh骨. (36.29) 

所谓凡，我们意指作用于原子上之场； kT 为玻耳兹曼能量．在顺磁性理论中，我们曾仅仅

用了 B 本身作为凡，忽略了由附近其他原子对任一给定原子所贡献的那一部分场．在铁磁
性情况下，却有一种复杂性． 我们不应当引用铁里的平均场作为作用于一个个别原子上的

- - -- -- - - --- --- -- - -



458 费曼物理学讲义（第二卷）

Ba. 反之，必须象在电介质情况下所曾做过的那样来做一—－我们必须找出作用于一单独原

子上的胜邢磁场． 在精密计算中，我们应当把由晶体点阵中所有其他原子对该有关原子所

贡献之场都相加起来．但正如我们对电介质所做过的那样，将作这样一种近似，即在一个原

子上之场与我们在该材料里一个小球形空穴中应找到之场相同——假定在其附近的原子磁

矩都不会受该空穴的存在所改变．

根据我们曾在第十一章中所作出的论证，也许会认为应当写成

B空穴=B+令乌 （错的立
但这却不对了． 然而，若我们把第十一章中的式子和本章中有关铁磁性的式子仔细比较一
下，就会发现那里的一些结果还是座甡利用的．让我们把对应的方程都并列在一起．对不

存在传导电流或传导电荷的那种区域里，，我们就有：

静电学
p 

V•(E+言） =0 

E-+B--M 
E:o02' 

这与作出下列的比拟相同：

贮H,

换句话说，若我们将铁磁性的方程写成

静铁磁性

V•B=O 

VxE=O __ vx(B-兰） =0 

这两组方程可认为彼此相类似，只要作出如下的纯数学性对应：_- -_-_-_ - -

p 
E+--+B. 

Eo' 

P~M/c气
f. 
·' l 

侈6.30)

(36.31) 

v-(H+旦） =0, 却2

,Vxll=O, 

那末它们看来就很象那些静电学方程了．
_-_-__ -_-______ -_ --、仁

这一纯代数的对应性，过去曾经引起过某些混乱． 人们倾向于认为 H 就是＂痉磁场”
了．可是，正如我们已经见到的，．在物理上 B 和 E 才是基本场，而 H只是一种导出来的概

念．所以尽管方程式彼此类似，但其堕理内容却不类似．然而，这不必阻止我们去运用相同
_---_- - -一

方程就有相同解答的那一原理．妒
可以利用有关电介质中各种不同形状的空穴里之电场的以前结果—一归纳在图 36-1

上的——来找出在各对应空穴中的 H场．一旦知道了 H, 便可以确定 B. 例如（利用那些
我们在第 1 节中总结出来的结果），在一个平行于M的针状空穴中，其且场与在材料里的
H 相同， · 

(36.32) 

H•~=ll, 叩·
但既然在空穴中的 M等于零，便应该有

B室穴=B叩
M 
- -2. 

另一方面，在一个垂直于 M的盘状空穴中，我们曾经有过

(36.33) 

, 

... p' 
E龛穴=E电介质＋－一，
'` , Ect·'' 

- 一一 - - • 疹喻 ·• 

-.,,,, --刁节，少， 『＇＇，＇ , ', ,, 
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这可翻译成

或者用 B 来表达，则是

H室穴=B:材料+ - -2. 
M 

B空穴=B叩·

最后，对于一个球状空穴，通过与式(36 .3) 作对比，我们便应有

H空穴=R叩＋嘉

(36.34) 

或

B空穴=B叩－奇兰. (36.35) 

这一结果与我们以前对于 E所得的很不相同．

当然，通过直接利用麦克斯韦方程组，有可能更能按照物理的途径来获得这些结果．例

如，式 (36.34)就是直接从 V•B=O 推断得来的． （你可以用一个一半在材料里而另一半在
材料外的高斯面．）同理，你可以通过利用沿一条在空穴里往上跑而在材料里又跑回来的曲

线的线积分而得到式 (36.33). 在物理上，空穴中之场，由于表面电流－那是由 VxM提

供的一一而被削弱了．将留给你们去证明：式(36.35) 也可通过考虑在该球形空穴的边界上
的表面电流效应而获得．

要由式(36.29) 求得在平衡态上的磁化强度，事实证明，最方便的乃是去同 H打交道；
从而写出

B。=H+入
M 气. (36.36) 

€oC 

在那球形空穴的近似中，我们该有入=1/3, 但是，正如你将会看到的，我们以后要用到某一
其他值，因而就保留它作为一个可调整的参数．而且，我们还将假定所有之场都在同一个方

向上，使得无需去担心那些矢量方向． 假如现

在将式(36.36)代入(36.29) 中，就会有一个把
磁化强度 M 联系到磁化场 H上去的方程：

M=Nµ,tanh( H+入M/€心
kT .). 

然而，这是一个不能够明显解出的方程，因而将

用图解法来做．

让我们把式(36.29) 写成

·I; 
解答,.01-- - - - - - - -- - -. 一

---- 
方程(36-37) ' 

－－－夕

。

方程 (36-38)

M _ _ = tanh x (36 .37) 
饱和

而将问题置千一种普遍形式之上，其中 M饱和为

磁化强度的饱和值，即 Nµ,, 而少则代表叫14/kT.

的曲线 a 所表示．我们也可以把＂写成 M 的函数

. 0.5 • 

井
1.0 .. , . 

阳 38-13 (36.37) 和 (36.38) 两方程的图解法

M/M叩对 z 的依存关系由图 36-13 中

利用关于 B11 的式(36.36)一一如下：

＂＝心卫生（专休） -J!-. (36.38) 

对于任一给定H 值，这是一个介乎 M/M饱和与＂间的直线关系．其幻交点落在 a;-µ,H/印＇

处，而其斜率则为心kT/必M叩．对于某一特定 H, 我们该有一条象在图 36-13 上标明为

b 的直线．曲线 a 与直线 b 的交点向我们提供有关 M/M馆和之解．这样我们就解决了问

题．

气，千~ ~ 
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让我们看一看，各种不同情况下的解答将会怎样．从H=O 处开始，有两种可能情况，

分别示如图 36-14 上的 b1 和 b2 两直线． 你将从式(36.38) 注意到，这直线的斜率与绝对温

度 T 成正比．因此，在座岂上就该有一条象从的

线其解答为M/M饱和 =0. 当磁化场H 为零时，
以／“饱和

高 T

l,Ot- - - ,_ - - - ,,_ - - -

0. 

- 磁化强度也为零 但在惩覂上，我们会有一条象

b~ 之线，而对于 M/M饱和就有两个解答－－—一个

是 M/M111.. =0, 而另一个则是 M/M饱和接近于 1.

事实证明，只有那个较高之解才是稳定的一~正

如你可以通过考虑围绕这些解的微小变化而看到

0.5 ID 1.5 -,_的．
图 36-14 找出当 H=O 时的磁化强度 那么，按照这些概念，磁性材料在足够低的温

度下就应当且茎挫将其本身磁化．总之，当热运动足够小时，在原子磁体间的耦合作用就会
引起它们全都平行地排列起来—~我们已有了一种与第十一章中曾经讨论过的铁电性相仿

的永磁材料．
若我们从高温出发而逐渐降低温度，则会有一个称为居里点饥的临界温度，在那里铁

磁性行为突然开始出现． 这一温度对应于图 36-14 上的曲线 ba, 那是切于曲线 G 上的，因
而具有等于 1 的斜率．居里温度是由下式给出的：

€otrkT0 =1 
.µ,},,,M饱和 . (36.39) 

如果我们乐意的话，还可以利用优将式(36.38)写成简单些：

无＝骈令（七）. (36.40) 

现在要来看看，对于小的磁化场H'有什么情况会发生． 我们可以从图 36-14 上看出，
如果将那些直线稍为往右挪动一下情形将会怎么样． 对于低温情况，交点将沿着曲线 a 的
低斜率部分移出一点点，而 M就将改变得相当少．然而，对于高温情况，交点却沿曲线 a 的
陡峭部分往上升，而 M 便将改变得相当迅速．事实上，可以将曲线 0 的这一部分用一条具

有单位斜率的直线来作近似，并写成：

k=无＝骈＋朵（志）．
现在就可以解出 M/M饱和：

卫＝－卢
M袍和 k(T-'1心）·

(36.41) 

这里有一条象过去曾对顺磁性所有过的定律．关于顺磁性，、我们曾有
M··µ,B 

- - = . -·· 一· ·(36.42) 
立止地和. W.L 

眼前一个差别在于，我们有一个用丑表达的磁化强度，在H 中含有各原子磁体互作用的某
些效应；但主要的差别还在于，磁化强度是与 T 和九之间的堂堂、而不是仅仅与绝对温度 T
成反比的． 略去相邻原子间的互作用就相当于选取入＝、0, 这根据式(36.39)乃意味着取 T。
'!'=0. 于是结果便是第三十五章中我们所曾有过的． ` 

可以把有关铢的理论图象与其实验数据作一对照． 在实验上已经观测到，当温度升高

'』俨"' - - - -、．．
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至超过 631K 时铢的铁磁性行为便消失．我们可将此值与由式(36.39)所计算出来的优相

比较．记住 M饱和 =Nµ, 便有

To=入 N忙1 _9• 

根据铢的密度和原子量，可以得到

N =9.1 x1028 米气

从式 (36.28) 取µ,, 并代入炉卡，便得
T。 =0.24K.

竞有一个约等于 2600 倍数的差异！我们关千铁磁性的理论竟完全失败了．

可以象外斯(Weiss) 曾经做过的那样，通过申明由于某种未知原因，入不是等千三分之
1 

一，而是等于 (2600) X--—或约 900一一来试图“补缀“我们的理论．其结果使人们对诸如
3 

铁那样的其他铁磁性材料也获得一些相似之值．要看出这意味着什么，让我们回到式

(36.36)上去．我们看到，一个巨大 M 值意味着作用于原子上的局部场比表现出比起我们

所想到的要大得多．事实上，若写成 H=B-M/E况，便将有

Ba=B+ 
('A-l)M 

e。C

按照我们原来的意思一~令入＝－一8 局部磁化强度M会把有效场 B<J堕翌了
2 

--M/€0这
3 

么多．即使我们的球形空穴假定不见得十分好，仍然预期会有圣控削弱．与此相反，要解

释铁磁现象，我们却必须想象场之磁化作用会把局部场燮理某一巨大-—一比如一千或更多
的一倍数． 似乎没有任何合理办法，在一个原子

上造成这么巨大之场一一－甚至属于适当符号之场也 M/M饱和

都不可能 显然，我们关于铁磁性的“磁“性理论竟

是一场可悲的失败． 于是必须断定，铁磁性应该与

相邻原子里的自旋电子间的某种世巠竺、互作用有
关．这一互作用必然会在一切相互靠近的自旋之间

产生出沿一个方向整齐排列的强大趋势．以后我们
将会明白这是与量子力学以及泡利 (Pauli) 不相容

原理有关的．

最后，还要来考察在低温——即 T<T。一一下

0.5 

所发生的情况． 我们已经看到，此时将有一种自发 Tl飞

磁化一即使对 H=O——－由图 36-14 上＂与加两 图 36-15 镂的自发磁化作为温度的函数

曲线之交点所给出．如果对于各不同温度一通过变更该直线 b2 的斜率——解出 M, 我们

便能得到那条示如图 36-15 的曲线． 这条曲线，对于所有其中原子磁矩都起因于一个单独

电子的那些铁磁性材料都应相同．对千其他材料的曲线，只稍微有点不同．

在极限上，当 T 趋于绝对零度时， M 变成 M饱和．当温度升高时，磁化强度会逐渐减少，

直至居里温度就降低至零．图 36-15 中的那些点是对铢进行观测而得到的实验值．它们与

该理论曲线符合得相当好． 尽管我们并不理解其基本机制，但理论的一般情势却似乎是正

确的．

~”“尸- .•. 
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最后，在对铁磁性理解的尝试中，还有一个令人烦恼的偏差．我们已发现，在高于某一

温度时该材料应该象一顺磁物质，其磁化强度 M 与 H(或 B)成正比，而在低于该温度之下

则它应变成自发磁化．但那不是我们曾对佚测定其磁化曲线时所找到的．只有在我们对它
“磁化了”之县，它才会变成永远磁化．按照刚才所讨论过的意思，它就应当本身磁化嘛！毛

病出在哪里呢？噢事实证明，如果你对一块足够小的铁或铢晶体进行观察，它的确是完全
亡一一~．＿－－ . 

磁化了的！但在一大块铁中，就有许多沿不同方向而磁化了的区域或“畴＂，使得在大规模上

该翌堕磁化强度表现为零．然而，在每个小畴中，铁己有了被锁住的几乎等于 M饱和的磁化

强度 M. 这种畴结构的后果是，大块材料的宏观性质与刚才实际在进行处理的微观性质很

不相同．我们将在下一次演讲中谈谈大块磁性材料的实际行为．

.' 

』入 .. 

令

』可

, 

... 
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§37-1 已知的铁磁性

37 
磁性材料

在本章中，我们将讨论铁磁性材料和其他一些奇特磁性材料的行为和特点．然而，在对

磁性材料进行研究以前，我们将十分迅速地复习某些曾在上一章中学过的有关磁铁方面的
普遍理论．

首先，试想象材料内部那些要对磁性负责的原子电流，然后再用一个体积电流密度
i磁化=VxM来描述它．我们要强调，这并不能认为它就代表了那些燮匣电流．当磁化强度
均匀时，电流也并非夏的恰好互相抵消；也就是说，在甲原子中一个电子的旋转电流与在乙
原子中另.:...个电子的旋转电流并不是这样互相交迭，以致其总和恰好等于零的． 即使在一
单独原子内部，磁性的分布仍然丕是平滑的．比方，在一铁原子中，磁化强度被分布在一个

多少是球形的壳层上，它既不很靠近于核，也不离核太远．这样，物质中的磁性在其细节上

乃是一桩复杂的东西；它十分不规则．然而，我们现在不得不略去这种过细的复杂性，而从

一个粗大的平均观点来讨论那些现象， 于是在任一个比原子为大的有限面积上，当M=O

时，那在内部区域里的平均电流就确实是零．因此，在我们目前正在考虑的那种水平上，所
a_-___ 一---矗

谓单位体积的磁化强度以及jH 等等，我们指的都是对千比一个单独原子所占空间要大的
区域里的一种平均. ' '' 

在上一章中，我们也曾发现铁磁材料具有如下的有趣性质：在超过某一温度时，它并不

带有强磁性，而在这一温度之下才会变成磁性的．这一事实容易加以演示．一段镜线在室
温上会受一块磁铁所吸引．然而，如果用一盏气灯把它加热至高出千其居里点之上，则它便

变成非磁性的，此时即使被带至磁铁近旁，也不会为磁铁所吸引． 如果让它在磁铁近旁冷

却，则当温度降至临界温度以下时便会突然再度为磁铁所吸引！

我们一般来用的有关铁磁性的理论，都假定电子的自旋对磁性要负责． 电子具有等于
一半的自旋并带着一个玻尔磁子的磁矩 µ,•·µ,iJ==q.九/2仇．这种电子自旋可朝”向上”也可朝
“向下”．由于电子拥有一个负电荷，所以当其自旋“向上“时j就有一个负矩，而当其自旋“向

下”时则有一个匪矩．按照我们经常用的惯倒，电子的磁矩µ与其自旋反向．我们已找到
一个磁偶极子在一给定的外加磁场 B 中其取向能量为一p.•B, 可是一个旋转着的电子其

能量也有赖于邻近的别的自旋的排列情况．在铁中，若一原子的磁矩是“向上”的，则与之相

邻的另一原子就有使其本身磁矩也同样“向上＂的强烈倾向．这就是促使铁、钻、镜等具有那
么强大磁性的因素一—磁矩全都情愿互相平行．我们必须讨论的第一个问题就是这个为什
么．-_-_ 

在量子力学发展起来之后不久，人们就注意到有一个十分强大的表观力一一不是一种
.---------· 

磁力，也不是任何其他种类的真实力，而只是一种表观力—一试图把相邻电子的自旋互相区

包排列．这些力与化学键力密切相关．在量子力学中有一个原理一一称为不相容原理

两电子不能处于完全相同的态上，即它们的位置和自旋取向不能处于完全相同的状况上．

~ ~、- - -- -今＾一- - 一- -
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例如，及若它们位于同一点上，则唯一的可能就是它们的自旋相反．因此，如果两原子之间有

一个空间区域，其间的电子们乐于互相靠拢（象在化学键中那样）而我们也想把另一个电子

放在已经呆在那里的一个电子之上，则唯一办法就是将这第二个电子的自旋指着与第一个

电子的自旋相反的方向．要它们的自旋互成平行是违反规律的，除非电子间互相离得很开．
这样就产生了一个效应，即一对互相靠拢的自旋平行的电子拥有比一对自旋相反的电子大

得多的能量；净效应就好象是有一个企图把自旋翻转过来之力． 有时这种使自旋翻转过来

之力称为容垫力，但那不过使它更加神秘而已—一并非是一个很好的名称． 只是由于不相
容原理才使得电子具有一个促使其自旋相反的倾向． 事实上，这就是对为何儿乎一切物质

都塾乏磁性的解释！在原子外部的自由电子的自旋具有一个由相反方向而互相抵消的强大

趋势．问题是要来解释为什么象铁那样的材料却恰恰是我们所该预期的反面．

对所假定的排列效应我们已在能量公式中加上一个适当的项而加以概括，即宣布如果

那些附近的电子磁体具有一个平均磁化强度 M, 则这个电子的磁矩就会有一个要同这些附

近原子的平均磁化强度方向相同的强大趋势． 这样，便可以将那两种可能的自旋取向如此

写下鲁：

自旋“向上＂的能量＝丑(n+ 入M切，

自旋“向下”的能量＝于(~+艺）• , I 

当弄清楚量子力学会提供这么一个巨大的自旋取向力时—一虽则显然带有错误符号

人们就曾经建议过，铁磁性也许都起因于这同一种力，基于铁的复杂性以及牵涉到的大

量电子，这互作用能的符号该表现恰恰相反． 自从这一主意被想出来之后一一约在 19'1/7

年，当量子力学开始被理解的时候一—许多人就曾做出各种估计和半计算，企图得到一个关

于入的理论预言．关于在铁里两电子自旋间的能量的最新计算一一－假定互作用是一种介乎

两相邻原子里两个电子间的直接互作用一—畸仍然会给出一个错误符号．目\前对此的理解依

旧假定情况的复杂性总得要负责，并希望下一个根据更复杂情况而进行计算的人能获得正

确答案！

目前人们相信，在内壳层上那些造成磁性的电子中之一的向上自旋会倾向于使在外层

上到处奔跑的传导电子具有反向自旋． 人们也许期待此事该会发生，因为那些传导电子已

来到了与“磁性“电子相同的区域了．． 由于这些传导电子到处乱跑，它们可带同其自旋已经

翻转过来了的偏见来到另一个原子附近；这就是说，一个“磁性”电子企图强迫一个传导电子

与之反向，此后这传导电子又会促使次一个“磁性”电子与坚本身反向．，这双重互作用就相

当于企图使那两个“磁性“电子相互平行排列的一种互作用． 换句活说，造成两自旋平行的

趋势是由于一种媒介物作用的结果，这媒介物在某种程度上有与两者都相反的倾向． 这一

机制并不要求传导电子完全”被翻转？过来． 它们尽可以只有稍为把自旋指向下的偏见，刚

刚足够促使那些“磁性“电子指向另一方向就行．这正是那些曾经计算过这类东西的人们目

前所认为应对铁磁性负责的一种机制． 但我们仍必须强调，直到如今还没有人能够只由于

知道了该材料是属于周期表上的第泌才，号而便算出入的大小来．总之，我们对它还未曾充分

了解

骨为了要同上一章中的工作一致，我们用 R=B-M/如,, 而不是用d来写出这些方程．你也许喜欢把它写成 U
一士µB._一土µ(B+~'M/€况），其中入,_入一1. 但那是同一妈事．

b-J 

•• 

Ill. 

(37 .1) 

--( 

' 
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现在让我们继续来谈谈这一理论，待以后再回来讨论某一项涉及我们对这一问题的提

法上的错误．如果某一电子的磁矩是“向上＂的，能量便会来自外加磁场，也会来自使各自旋

都互相平行的那种倾向这两方面． 由于当自旋互相平行时能量较低，这效应有时被认为是

起因于一种“有效内场”．但要记住，这韭悲由于一真实塾力；而是一个更为复杂的互作用．

不管怎样，我们取式(37 .1) 作为对一个“磁性”电子的两个自旋态的能量公式．在温度 T上，

这两个态的相对几率正比于 e一筐A/1'T, 那我们可写成 e士缪，其中正=µ,(丑＋入M/Er/J2) /kT. 然

后，若我们计算该磁矩的平均值，则会（如同上一章中那样）找出

M=Nµ,tan加. (37.2) 

现在，我们想要来算出该材料的内能．我们注意到一个电子的能量恰与磁矩成正比，因

而对于平均能量的计算就与对于平均磁矩的计算相同一一－除了在式 (37.2) 中，我们该用

-µB 也即一µ,(H+入M/e。Cll)来代替µ,之外．千是平均能最就是

哥广尹(H+号） ta.迦．
原来这并非十分正确．入M./erJJ2 这一项代表所有各可能原子堕之间的互作用，但仍须记

住，每一对只能算进一次．（当我们考虑一个电子在其他电子之场中的能量而后又考虑第二
---------o 

个电子在其他电子之场中的能量时，我们就已将第一个能量中的一部分多算了一次．）这样，

我们就应当对该互作一用能项除以 2, 因而有关能量的公式变成

环~--胚 (H+差）纽心. (37 .3) 

在上一章中，我们曾经发现过一件有趣事情一一－在低于某一温度之下，该材料找到了一

个即使没有外加磁化场其磁矩也并不是零-_ 

的方程组之解．当我们在式 (37 .2) 中令
H=O 时，就曾经找出过 ' 

星--=钮nh(生兰-) (37:~) ... fl; M叫和 , 
式中 M地和一Nµ,, 而 T。＝沁M地和／耘武当

（按图解法或其他方法）解这一方程时，就 喜

发现比率 M/M叩作为叮饥的函数是一 妄
~ 

条象图 87-1 中标明为＂量子理论”的那种 ．．心

曲线．而那条标明为＇，钻、锦＂的虚曲线则

表示这些元素晶体的实验结果．理论和实
验符合得相当好．在这图上也显示出经典 `,, . 

』 1

理论的结果，其计算是在假定原子磁体可 ,, 心心心心心心山心心＇｀，息

在空间中拥有一切可能的取向而进行的. T/Tc 
你可以看出，这一假定提供了一个甚至不 图 37-1 铁磁性晶体的自发磁化强度（五一O)作为

会与实验事实接近的预言. .. 
温度的函数［摘自 Encyclopaedia Britannica.] 

即使是量子理论，在高温和低温两区域中，也都与所观测到的行为有所歧离．发生歧离

的原因是，在该理论中我们曾经作出过-个草率近似：即假定一个原子的能量取决于它的附
近原子的受挫磁化强度．换句话说，对每个在一给定原子附近的“向上“磁矩，就有由于那种

量子力学排列效应而引起的能量贡献．但究竟有若干个指“向上＂的磁矩呢!~ 在平均上，

、、

子、理论

I 
',' 

. 

.... . 
. 
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这是由磁化强度 M所量度出来的—一不过只是在平均上．某处一个特定原子也许会发现

归它的邻居都是指“向上”的．这样，它的能量便会大千平均值．另一个原子磁矩可能发

现其邻居有些“向上“，而有些“向下＂，或许平均为零，因而就该没有来自这一项的能量，如此

等等．我们所应当做的是，采用一种较复杂的平均法，因为在不同位置上的原子总会有不同

环境，因而对于不同原子就有不同数目的向上和向下的邻居． 不仅仅考虑一个受到平均影

响的原子，而是应该考虑每一个处于实际情况下的原子，算出它的能量，并找出一平均能晕．
但我们如何来找出在其附近的原子中，究竟有多少个“向上“和多少个“向下＇诃行当然，这就

恰恰是我们企图要算出的东西——“向上”的和“向下”的数目一一因而就有一个十分复杂的

有关关联方面的相互联系问题，即是一个从未得到解决的问题．！这是一个错综复杂而又令

人振奋的问题，已存在了许多年，而某些鼎鼎有名的物理学界人士对此也曾写过一些论文，

但即使是他们也仍未能完全解决该问题． \ 

结果变成，在低温时，当几乎一切原子磁矩都指“向上”而只有少数儿个指“向下”时，问

题易千解决；而在比居里温度还要高得多的高温上，当它们几乎全都混乱时，问题又再度容
易解决． 往往还不难算出某种简单而又理想的情况下的微小歧离，因而对千为什么会在低
温时与该简单理论有所歧离这方面就已有相当的理解．在物理上也已理解到基于统计原因

磁化强度座迭在高温上有所差异．但对千在接近居
里点的准确行为就从未完全算出来．那是一个有朝

T<: 
( - 一日会给做出来的有趣问题，如果你希望有一个从

未得到解决的问题的话．

u 

., .. 

, , 

lG) 
i 

Cv 

二～．．：
: (b), 

'' .. 

§~7-2 热力学性质

在上一章中，我们已奠定了为计算铁磁性材料

的热力学性质所必需的基础．这些性质自然与包括

各不同自旋的互作用在内而由式(37.3)所给出的那
种晶体内能有关．对于比悟里点为低的自发磁化能
量可以令式(3'1.3) 中的H=O, 因而一一注意到

T 'tan加=M/M饱和~找出了一个正比手＇正的平均
能量：

TC 

句＞、平~"";--
N必y2
9乙2M-_.•

如果现在把来自磁性方面的能量作为温度函数而作
图，我们便会得到一条等于图87-1 上那条曲线的负

平方的曲线，示如图 37-2(a) 、 要是此时测量这样

Tc; 
T 刁中材料的些悠我们便会得到一条作为图 37-2(a)

le:) 那条曲线的微商的曲线．这示如图 37....:2(b). 它随

图 37-2 ... 块铁磁性晶体的 温度增加而缓慢地上升，但在 T=玑上就突然降低
单位体积能量和比热 至零．这一急剧下降起因千磁化能量曲线的斜率刚

好在居里点上出现巨大改变．因此，完全不需要任何磁性测量，只凭观测这一热力学性质，
我们本来就可以发现有某一事态正在铁或铢中进行着~i然而，实验和经过了改进的理论（包

'' 
Cv I 

.. 

. h~,~

. T~ 
.. 

, 

: ... 心·

, (37.5) 
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括涨落）却都提示这一简单曲线是错误的，而真正的情况确实更加复杂．该曲线在那尖峰处

升得更高，而下降至零时则有点缓慢．即使温度已高至足以使在平均上打乱了那些自旋，但
．一- - - - _-_-

仍然会有局部区域在那里存在着某些磁化量，而在这些区域中各自旋之间便仍有一小量的

额外互作用能一一分之只有在温度进一步升高而事态变得更加混乱时才能缓慢地消失．、．因

此，实际的曲线看来就象图 37-~(o)那样．今天理论物理学的一个挑战就是要找出在居里转

变点附近关于比热特性的一个准确的理论性描述一—一个还未得到解答的盘根错节问题．

自然，这一问题与在同一区域里的磁化曲线形状会十分密切相关．
现在要来描述某些越出热力学范围以外的实验，这些实验会证明，我们对磁性的解释有

某些是延堕的．当材料在低温被磁化至，饱和程度时， M 很接近于M叩一一几乎所有自旋，

以及它们的磁矩，都互相平行排列了．这可以通过下述实验来加以核实．假设将一条形磁铁
用一根细丝悬挂起来，然后对它包围上一个线圈，使得不须接触到磁铁或施加任何转矩千其
上便能使磁场倒转过来．这是一个十分难做的实验，因为磁力那么巨大以致任何不规则性、
任何一种偏向、或在铁里任何一种欠完美性都会产生一些偶发转矩．然而，该实验已在减除

这种偶发转矩的小心谨慎条件下做出来了． 利用包围在磁铁上的那个线圈的磁场，我们一
下子就将所有的原子磁体全都翻转过来了．当我们
这样做时，也将所有自旋的角动量都由“向上“变成
了“向下”（见图 27-3). 如果在这全部自旋都翻转

过来时角动量守恒i 则铁条的其余部分就必须在角
动量上有相反的改变．、整块磁体将开始旋转．足够

确实，当我们做这一实验时，就曾发现磁铁的微小转

动． 可以测出给予整条磁铁的总角动量，而这不过
是 N 乘以九，后者就是每一个自旋在角动量上的变
化．由这样量得的角动量与磁矩的比率同我们计算

f 

.. J 

: .'f .' 

＼丿＼
出来之值相差约在百分之十以内．，实际上，. 我们的 ~.i',.•· ' 
计算曾假定那些原子磁体纯粹起困于电子自旋，但

图 37..:3'· 当铁条中的磁化方向倒转
过来时，铁条会得到集一角速度

在大多数材料中除了自旋之外，还有某些轨道运动． ` 

在晶格里，这种轨道运动不是完全自由的j 因而对于磁性的贡献就不会超出百分之几很多．

事实上，人们通过取M地和 "'f'Nµ 并利用铁的密度为 !,9 和音旋电子的磁矩µ,所得到的饱和

磁场约为20,QOO 高斯．但根据实验，它实际上是在21,500 高斯左右．这就是由于略去了

轨道磁矩方面的贡献、不把它包括在所作的分析之内、因而犯的错误的典型大小——百分之

五至十．，于是，上述回转磁测量中的小歧离就可容易得到理解． 俨-- ·. 
.、`

.' .. , 
. 

§37-3 磁滞回线

从理论分析上我们已断定，在某一定温度之下铁磁性材料应当自发地磁化，以使一切磁

性都指向同一方向． 可是我们知道，这对于一块寻常尚未经磁化的佚来说是不正确的．为

什么并非所有之铁都被磁化了呢？我们可以借助于图 87-4 而加以解释．假定铁全部是一

大块如图 37-4(0,)所示的那种形状的单晶，并都已在一个方向上自发地磁化了． 那么便有

相当多的休外磁场，即拥有大量能量．我们能够减少这一种场能量，如果布置得使铁块一边
被“向上“磁化，而另一边则被“向下”，磁化、如图 37~(b)那种情况的话．当然，这时在铁外

. --·- .. -- . 
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之场就会伸展至较小体积，因而使那里有较少能量．

啊，还须等一等！在两个区域的边界层上，我们已有了向上自旋的电子紧靠着向下自旋
的电子．但铁磁性只在这样的材料中才会表现出来，

即其中电子自旋若互相平行而非互相反向，则能量会
•-

塑． 因此，我们在沿图 37-4(b) 的那条虚线上就已

加进了一些额外能量；这种能量有时称为覂狸． 一个

仅有单一磁化方向的区域叫做磁畴．在两磁畴间的界
＿一_.

面一—"壁”一—上，会存在两边按不同方向自旋着的
原子，因而拥有每单位面积的壁能． 我们已把它描写

成好象是有两个相邻原子，以恰恰相反的方向在自

旋，但事实却证明，大自然会把事情调整得使转变较为

渐近些．然而眼下我们无需关心这样的细节．

现在的问题是：在哪个时刻去造成一个壁才算有
利或有弊呢？答案是，这取决于那些磁畴的大小．假设

一_._._._._.

把某一铁块的大小线度按比例增加，以致整个东西增

大一倍、则在体外充满某一给定磁场强度的空间就会

增大公倍，从而正比于体积的磁场能量也会增大八倍．可是在两邻畴间的壁匣面积，那将会

给出壁能的却只有匣倍之大．因此，如果铁块足够大，那么要把它分裂成多个磁畴便属有

利苛图．这就是为什么只有那些十分微小的晶体才能仅仅拥有单一磁畴的缘故．任何大的
东西一一比起百分之一毫米还要大的一将至少有一个磁畴壁；而任一寻常“厘米大小＂的
东西则将分裂成如图所示的许许多多个磁畴．分裂成磁畴的这种过程将继续下去，二直覂翌
添置一面壁所需的能量与晶体外面磁场能量的降低同样大时为止．

实际上大自然还发现了另一种降低能量的途径． 完全不须有任何磁场跑出外面，只要
有一小块三角形区域被侧向磁化了，如图 37-4:(d)所示的那样就行骨．这时既有了图 37-4(d)

-------

的那种安排，我们就丕会见到有体外磁场存在，只不过增加了一点点畴壁而已．
然而，那又会引起一个新的问题．事实证明，当一单独的铁晶体被磁化时，在该磁化方

向上长度给改变了． 因而一个“理想”立方体当其磁化强度比如是“向上”时，就不再是一完
美的立方体了．该“竖向＂尺寸将不同千“水平“尺寸：这一种效应叫做覂塾豐缆．由于这种
儿何形态上的变化，图 37-4(d) 中那些小块三角体便不再，比如说，“配合”到那些可资用的
空间里去一一该块晶体在,.....方已变得太长，而另一方则太短了．当然，实际上还是配合得上＿
的，只不过是硬挤进去罢了；而这就会牵涉到某些机械胁强．因此，，这种安排斐引进了一种
附加能量． 正是所有这些不同能量的互相平衡，才决定在一块未经磁化的铁中磁畴如何最

后按照那种复杂方式来安排它们自己的． .. 

现在，当加上一个外加磁场时又将有什么情况发生呢？为了挑选一个简单场合，试考虑
磁畴有如图87-4(d)所示的那一块晶体． 如果我们加上一个方向指向上的外磁场，该晶体

将以怎样一种方式进行磁化的呢？首先，那一中间畴壁可以愚迥（向右）整甡．之所以这样

．你可能会觉得奇怪，那些或者“向上”或者”向下“的自旋怎么又能够“侧向＇，着了呢！这问题提得好．但我们此刻不须

去担心它．我们将采取经典观点，认为原子磁体都是一些经典的磁偶极子，可以在侧向上受到磁化．量子力学要求
相当老练的技巧，上才能理解物体如何能够同时既受了“上与下、“的量子化而又受了“左与右“的量子化．

-- 
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图 37-4 铁的一块单晶中磁畴的形成［转载

自 C. Kittel, Introduction to Solid St.a切

Physics, 2nd ed., 1956] 
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移动，其目的在于使“向上“区域变成大于“向下“区域．有更多的基本磁体与场排列整齐了，

而这就提供一个较低能量． 因此，一块铁在弱场中一—即在磁化过程中的起初阶段——那

些畴壁会开始移动并挤进磁化与场反向的区域中． 当场继续增强时，整块晶体便逐渐转变

成一个单独犬畴，那是外场帮助排列起来的．在一强场中品体“喜欢“全都排列成一个方向，

只是为了在外磁场中它的能量会被降低——这时有关的就不再仅仅是晶体本身的外场．
如果几何形态不那么简单又会怎么样呢？若晶体的轴与其自发磁化方向相合，但我们

所加磁场却在某二：其他方向上一一比如说在必°上一一那又会成个什么样子？我们也许想
到，各磁畴会将其本身改造成使得磁化都与外场平行；然后和以前一样；它们就都可长成一
个畴了． 但这对千铁来说是不容易办到的，因为所需以磁也二块晶d~ 的能量依赖千相对千一
该晶轴的磁化方向． 要把铁在平行于其晶轴的方向上磁化是相对容易的，但要在某一其他

方向一一比如相对于其中一轴是 450 角的方向一一上把它磁化就需要较多能量． 因此，如-
果我们就在这样一个方向上加一磁场，则首先发生的是，那些指着各从优方向中之一而又垫

堑于该外加磁场方向的磁畴将会长大，直到磁化全都沿着

这些方向中之一为止． 此后加上更强大之场，磁化强度只
了二--

会逐渐被扭转至与场平行的方向，如图~7-5 所粗略表示的

· 那样. 
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图 37-8 -个与晶轴作成某一角 }, 图 37-8 对各不同的 H向（相对千晶轴而言），与 H平行
度的磁化场H将逐浙改变磁化强 的M分量［转载自 F. Bitter, Introduction t.o Ferro-

度的方向，而不会改变其大小 magnetism, McGraw丑ill,Book.Co., J严, ~37] 

在图 :87~上画出了铁单晶的磁化曲钱的一些观测结果．为了便千进行理解，我们必须
首先解释一些用来描述晶体中有关方向的符号的东西．一块晶体可以按照多种不同方式来
撕开成在其上面会布满许多许多原子的一些平面．任何曾驱车经过栗树园或葡萄匮的人们
都会知道这么一件事—一对之了望会使人消魂荡魄． 如果你朝一个方向望去，．会见到若干

行树一—若朝另一方向望，又会见到另外若干行树，如此等等．同样地，一块晶体也有干些
收容许多原子在其上的明确的平面族，而这些平面都具有这么一个重要特点（为较易于理解
起见只考虑立方晶体）：即如果观察这些面与那三条坐标轴相交于什么地方—一我们便发现

这些交点与原点间的距离的倒数会形成一些简单整数比率．就取这三个整数作为该组平面---------J 
的定义、例如图 31-1(a)中我们把一个平行于 gz面的平面描绘出来了．这叫做[100] 晶面；

" 
、.、. , •. 

G1, . 100 砌 " 

、~
-- .. 
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它与 y 轴和 z 轴的交点的倒数都是零．对于（立方晶体中的）这种面的垂直方向也给予这同
一组数目．在立方晶体中要理解这个意思是容易的，因为此时 [100]这些指数意味着在 Z方

" 向具有单位分量，而在 g 和 z 方向则都没有任何分量

的一个矢量．［且OJ这一方位是同＂轴和 g 轴均作成

',,,:~ . 450 角的那一个方向，示如图 37-7 (b); 而方位[ill]则

是沿立方体对角线的方向，如图 37-,-7(0) 所示．

现在回到图 37-6, 我们看到了铁的单晶在各个方

向上的磁化曲线． 首先应当注意，对千十分微小之场
弱至在标度上极难见到一~磁化强度非常迅速地

达到了一个十分大值如果这个场是在[100]方向上

一一即是沿那些漂亮而容易磁化的方向之一一一则该

曲线会上升至一个高值，稍为弯曲一点，然后就饱和

了． 所发生的情况是，那些巳经呆在那里的磁畴非常

易于移动． 只要有一小小之场，便足以召致畴壁移动

而吃掉所有那些“方向错误＂的磁畴．单晶铁比起寻常

的多晶铁，其导磁本领要大得多. :~ 块理想晶体非常
易千磁化．为什么毕竟还要弯一下呢？为什么它不会

立刻就达到饱和呢？我们不十分肯定．你或许会有一

．天要学习到的． 但我们的确理解到，在高场上该曲线
很平坦． 当整块都已是一个单畴时，额外磁场就不能
造成任何更多的磁化一一它已经是在 M饱和上，其中一

切电子都已经排列整齐了． ~ 

现在，若试图在［且OJ方向上一一那是与晶轴作成

45° 角的一也做这同一事情，那会发生什么呢？我

们试开动一个小小的场，而当那些磁畴长大时磁化就
会跳跃上去．然后，当把场再增大时，我们便发现需要

... 
有一个相当大的场才能达到饱和，因为此刻磁化已堡

.''v. 赉了那个“容易”方向．如果这一解释正确，则该［且OJ

曲线外推回至竖轴上的交点应为饱和值的 11✓歹倍．
图 37才标明各晶面的方法 事实上，已经知道这的确非常接近于 1/../歹．同理，在

[1且］方向上一一那是沿立方体的对角线一一我们发现，正如期待的那样，曲线会外推回至

约1/../百倍千饱和值； ·i·i

图 87书显示有关其他两种材料铢和钻的对应情况． 铢与铁不同． 在镜中，事实证明
仅11]方向才是易磁化方向．钻具有六角晶形，而人们对于这一种情况就曾笨拙地补缀了该

命名系统． 他们希望有三个用于六，角柱的底面上的指数和另一个与之垂直的指数，因此一

共用了四个指数. [0001] 这个方向指沿六角轴的方向，而[1010] 则是垂直于这一条轴的．

我们看到不同种类金属的晶体其行为各不相同. i • • :·i . ; 

现在我们应该讨论诸如一块寻常铁的多晶材料 在这种材料中，，有许许多多小晶体其

晶轴各指着任意方向．溶些是另速喷丕匣的．应该记住，t凡个磁畴可能属于同一巠业，但在
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图 ar-a 铁、镇和钻单晶的磁化曲线［转载自 C. Kittel, Introduction 
.. 

切如lid State Physics, 2nd ed., .1956) 

一块铁中就有许多其轴取不同方向的不同晶体，如图 8平9 所示． 在这些晶体的每一个中，

一般也将有几个磁畴.., 当对一多晶材料加上一个 ," _ 
少磁场时，所发生的情况是畴壁开始移动，而那 / 

, i 
.. . t I t·l 一--. -

些具有易磁化的有利方向的畴体积将会变得大 t't - 11 
、

、、

些．这一种成长过程是可逆的，只要场保持极小 一 九, ,I ·, 

、、

若我们把场除去，磁化强度就会返回到零． ，，、
,,,、\

,. ~ 

磁化曲线的这一部分在图 37-10 中标明为q
、

、 t' 、 :'\一 t I • I• 
盲

对于较大之场—一在所示磁化曲线的 b 区中 I· -~、 t 、;
情况变得较复杂．在材料的每一小晶体中， I . /. /. ··- }、

会有应变和位错存在；同时也会有杂质、1尘埃和 ~' ; /. J t, f -、＼
欠完美性． 而除了极小的场之外，在一切场上当 图37-9 未被磁化的铁磁哟才料的微观结
畴壁移动时就会被这些东西所阻挡住．｀在畴壁与 构，每一晶粒具有一”湿化方向，并分裂

一位错间、与一晶粒间界间、或与一杂质原子间， ' 
成一些平行千这一方向的自发磁化的磁购

总会有一种互作用能． 因而当畴壁到达其中之一时，它就会被阻挡住．这是在某一磁场上
... ·_被阻住的、但若此时将场逐渐增大，则畴壁会突然

猛扑过去．因此畴壁的运动并不象理想晶体中那样

顺利—-它不时被挂住，然后又作跳跃式的运动．

要是我们从微观，尺度来注视这一磁化过程，便会见
－另..:-: 一"~v-, /i~I到有些象在图 37一10 中那个插入圆圈内的情况．

.'• I ""' 
. . , ;,. . " .. " . \ 现在重要之点是,, -这些在磁化过程中的急剧跳

图 3卢0 多晶铁的磁化曲线 守 ' 跃会引起能量损失． 首先，当磁畴边界最后滑过一

个障碍物时，它会很快地移到次一个障碍物上去，因为场已超过两无障碍运动所需的了．迅
速运动意味着有迅速变化的磁场i这会在晶体中产生出涡电流．这些电流在引起金属发热，

丧失了能量．＂了第二种效应则是，，当磁畴突然变化时，晶体的一部分由于磁致伸缩而改变了它
的大小．畴壁的每一突然移动会造成一个带走了能量的小声波． 由于这些效应，磁化曲线

的第二部分就是丕匣堂的，并有能量损朱．这便是磁滞效应的来源，因为要把畴壁向前移动
猛扑一下-—然后又向后移动一—－又猛扑一下－－－会产生不同的结果．它象一种“痉

挛”式阻力因而带走了能量． ' 

最后，对于足够高的场，当我们已把所有畴壁都移动并将每-晶体都在其最佳的方向上

磁化了时，仍然会有某些小晶体的易磁化方向不在我们所加的外磁场方向上;l 这肘要将那

B 

\, . 
. 

- ..... 
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些磁矩转动就需要一大堆额外能量． 因此对于高场来说，磁化曲线会慢慢地但却平稳地升

高一—即在图上标明为 C 的那个区域里． 磁化强度并不会急剧达到它的饱和值，因为在该

曲线的最后部分原子磁矩是在一个强场中进行笆翌的． 因此，我们就见到为什么寻常多晶

材料的磁化曲线，如图 37-10 中所示的那样，会在开头升高一点点并且是理堂的，然后就不

可逆地升高，最后才再慢慢地弯过去．当然，在这三

个区域之间并没有明确的转折点－一－它们会平滑地

互相搀混．
要证明那磁化曲线中部磁化过程是跳跃式的

畴壁在移动时作了急跳猛扑一—并不困难．你

所需要的一切就是将一个一一绕上了许多千匝的

线圈接至放大器及扬声器上，如图 37-11 所示．

如果你把几张硅钢片（如在变压器中所用的那一种）

放置在该线圈中心并将一条形磁铁慢慢地移近该迭

钢片，那么磁化的突然改变就会在线圈中产生一些脉冲电动势，那又将在扬声器中听到分明
的滴咯声．当你把磁铁移近铁片时，你将听到一大串的滴咯声，有点象把一罐沙子朝一边倒

时沙粒竟相落下来的那种嘈杂声．当场增强时，畴壁就在跳跃、猛扑和摇动．这一现象叫做

百
> 

`" 

放大器

图 37-11 钢片里磁化的突然变

化在扬声器中发出滴咯响声

巴克好森(Barkha.nsen)效应．

当你把磁铁再移近铁片时，这噪声有一段时间变成越来越响亮，但之后当磁铁移至十分

靠近铁片时又只有相对少的噪声了．为什么呢？因为几乎所有畴壁都已移至尽可能远了．

任何更大的场都只是在毯型着每一磁畴中的磁化矢量，那是一种平稳过程．

如果你现在将磁铁拉出，以便使它沿磁滞回线的那条下降支路返回来，那么各磁畴便全

都企图再回到低能量上去，而你就会听到另一大串回头急跳．你也可注意到，若把磁铁带到
某一指定地点而在那里稍为来回移动一些，便将只有相对少的噪声、 再又象是把一罐沙倾
倒—一但一旦那些沙粒巳经站稳了位置，罐的小量运动便将不会对之造成扰动． 在铁中磁

场的小变化不足以促使任何边界越过任何＂驼峰”障碍．

, 

、

§37-4 铁磁性材料

现在我们愿意来谈谈在技术中用到的各种磁性材料，并讨论为不同目的而设计磁性材
料时所涉及的某些问题矗首先，“铁的磁性”这个人们经常听到的名词是一种误称一一并没有
这么回事．“铁“不是一种完全确定的材料-—铁的性质苛刻地取决千所含杂质份量和该块

铁是茎性制成的过程． 你可以体会到磁性将依赖千畴壁移动有多么容易，但那是一种塾岑
规模的性质，而不是各别原子的属性． 所以凡实用的铁磁性实际上并非一个铁原子的一种

一二二二_J

五—它是处于某一形态上的铁固体的性质． 比方，铁可取两种不同的结晶形式．普通
形式具有体心立方点阵，但它也可有面心立方点阵，不过那只在超过 1100节的温度上才会

稳定．当然，在该温度上体心立方的结构早已越过其居里点了．可是，通过加入恪和镜于铁
中而形成合金（一种可能的混合物，其中含有百分之十八的恪和百分之八的镜），我们便可

得到所称为不锈钢的，这虽然主要含的是铁，但即使在低温上也仍保留其面心点阵．由于它

的晶体结构不同，它便具有完全不同的磁性．大多数不锈钢品种并未带有可观程度的磁性，

尽管有某些品种稍为带点磁性一一这取决千该合金的成分．即使当这样一种合金是磁性

气

''' 

. 
` 

- -- -- -·. 卢..
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的，它仍不是象寻常铁的那种坒覂性一一一尽管它所含的成分大多数是铁．

现在我们愿意来描述几种为某些特定磁性而发展起来的特种材料． 首先，如果想制成
一块永磁体，就喜欢那种具有宽磁滞回线的材料，使得当撤去电流而把磁化场降低至零时，

磁化强度仍会保持强大．对于这样的材料，磁畴边界应该尽可能“冻结”在原地．这种材料

中的一种就是＂铝铢钻 V"(含有 51% 铁， 8% 铝， 14% 铢， 24% 钻， 3% 铜）．（这一种合金
的相当复杂成分标志着要制成优质磁铁所必须经历过的那种繁琐努力．要把五种东西湿合
起来，并试验到获得那最理想的物质，需要多少耐性和）当铝铢钻凝固时，就有一种“第二

相＂淀积下来，造成许多微小晶粒和十分高的内应变． 在这种材料中，畴壁根本难于移动．
除了应具备准确的成分外A铝镜钻在机械上是这样“加工＂的，即促使其中的小晶体会形成一

种磁化将要取的那个方向上的长粒． 这样，磁化就有在这些方向上被排列起来的一种自然
趋势，而凭这样的各向异性效应磁化也就给保持在那里了．而且，材料在制造时甚至被置
在一外加磁场中冷却，以便使晶粒按正确的晶体取向成长． 铝铢钠 V 的磁滞回线示如图
37--12. 你看它比在上一章图的书中为软铁所画出

的那条磁滞回线要宽约500 倍．
现在让我们转到另一种不同的材料上来．在制

造变压器和电动机时，需要一种＇，软＇，磁材料—一一­

种磁性很容易改变丁以便从一个十分微小的外加磁
场就能产生大量的磁化． 为对此作好安排，我们需

Br 

B(高斯）

15,000 

5,000 

要一些纯净的而又退火退得很好的材料，其中将只 — I I " I I I ,, i I ! 一 •• 

一如一400
含有十分稀少的位错和杂质，使得畴壁能够容易移
动．要是我们能使各向异性微小，那也该是美妙的．
这时，即使材料中有一个相对于场已取错了角度的
晶粒，它也仍然容易被磁化．原来我们已经说过，铁
倾向千沿{100]方向磁化，而镜则倾向于［卫1] 方向；｀

` 

.-. 

因此如果我们把铁和铢以各种不同的比例混合，也 图'31-12 铝银钻V的磁滞曲线

许就可希望用刚好恰当的比例来找到一种不会偏爱千任何-个方向的合金一一[100] 和
_-_ - - _-_-_ - J 

[111]两个方向彼此等价．事实证明，这发生于在泄合物中含有百分之七十德和百分之三十
铁时． 此外一一也许由于幸运，或可能由于在各向异性与磁致伸缩之间存在某种物理关系

已经查明，铁与镜的覂巠性缆具有相反符号．而在这两种金属的合金中，当含有约百分
之八十的镜时，这一性质况会通过零值．因此，在约含悚百分之七十至八十之间，我们将获
得一种十分“软＇，磁材料一一极易于磁化的合金．这叫做婆覂全全．这种透磁合金用千优质
（在低信号水平的）变压器中，但对于永磁则毫无用处． 透磁合金一定要很小心地制造和
使用． 一块透磁合金的性质将严重发生变化，倘若它被强制超过弹性限度以外的话
即不能把它弯曲． 如果把它弯曲，其磁导率将由于机械畸变所产生的位错、滑移带等等
而降低 畴壁再也不容易移动了． 然而，这高磁导率是可以通过在高滋中退火而恢复
的．

用某些数字来表征各种不同磁性材料往往很方便． 有两个有用数字，．那就是磁滞回线

与 B 轴和丑轴间的截距，如图 87-1:1拼标明出来的那样．这些截距分别称为翌会壅堑丑
和壁壅壁之止．在表 37:.i.:1 土我们把几种磁性材料的这些数字列举了出来．

. ---
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~., 

表 37— I 某些铁磁性材料的性质 . 
., " 

』,

材 料 名 称，－ 剩磁场 B, (高斯） 矫顽力耳（高斯）
, 
超

'.. 
合 金 (,:,5000) 0.004 透磁

硅钢（变压器） 12000 0.05 -·.. 

阿姆科铁（工业用纯铁） 4000 0.6 , .. 

铝 镶 钻 V 18000 500 
.. 咖、｀

. . : 

§37-5 特殊磁性材料 , 

我们现在想要来讨论一些祥式更为奇特的磁性材料．在周期表上有许多元素其内电子

壳层尚未填充完毕因而具有原子磁矩． 例如，紧靠着铁儿息钻那些铁磁性元素你就会找到

恪和猛．为什么它们并非属于铁磁性的
- - - -- . 

,1 呢？答案是，对千这些元素式(87 .1) 中

的入项有了相反符号． 比方，在恪点阵

中，恪原子的自旋逐个掉转方向，如图
俨-.-.-,

37-18(~)所示．所以铭从它本身的观点

• It +来看覂带磁性的，但在技术上却不会令
I J. {, 人感兴趣，因为缺乏处匣磁性效应．这

tc}'- (d}·. 

图 s1:..1a 在各种不同材料中电子自旋的相 那类材料的一个例子．象这样一种材料

对取向： (a) 铁磁性； (b)反铁磁性； (c) 铁氧 称为足铁磁性的．反铁磁材料中的自旋
休； (a) 忆铁合金（虚线箭头代表包括轨道运动 排i炕l也与温B度有关；．低于某一临界温

在内的总角恸量） 度，所有自旋都会在每隔一列上排列整
齐，但当品体被加热到高千这一温度一一还是称为居里温度一一时，自旋便突然变成杂乱无
章了．在内部发生了一次突然转变．这一转变可以从比热曲线中看到，也在某些独特的“磁
性”效应中表现出来例如，这种交错自旋的存在可通

过使中子从辂晶体中散射出来而加以证实．由于中子 , f 

本身拥有自旋（和磁矩），它就具有不同的散射波，取决
于它的自旋是平行还是反向于散射体中的自旋．这

样，当晶体中的自旋交错时与当它们具有无规分布时
我们会得到不同的干涉图样．

还有另一种物质，其中批子力学效应促使电子自

旋交错犹但无论如何却始终是铁磁性的一一这就是_. __ .·. 

说这种晶体具有净永磁化．在这一类物质中，其布置

格局如图37丑4 所示；图上显示出尘逼五、即氧化镁

铝的晶体结构，这如同图上所示，乃是丕豐磁性的．这
一氧化物含有两种金属原子：镁和铝．现在，若用两种

! 
. 

,`` I 昌. ` . 
. 

{al .. (b) 
'· 

飞..'

o!· 

卷心
• Al>• 

.,I . 

，图.a7-14 尖晶石 (MgAl2切）矿物

的晶体结构..Mg+2离子占据正四面

体位置，每个被四个氧离子所包围；

AP+ 离子占据八面体位置，每个被六 ' 

个氧离子所包围［转载自 C. Kittel, 

象铁和镜、或锌和猛的滋性元素来代替这镁和铝—一/, :;1 ; ,Introduction to Solid State Phy鱼，

换句话说，如果放进琶佳原子而不是原来的非磁性原 :, ,,. , . 2吐吐叶?.:5fj}
子一一一件有趣的事情就会发生｀过让我们称其中一种金属为”而另一种金属为心；那么下

- - - ---、 气， 一一 _ ,_ , 
..、.. ·- •• . --· 

、.. . . 
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述各种力的组合就必须加以考虑． 有一种正b 互作用，企图促使“原子与 b 原子具有相反
自旋——－因为量子力学总是提供那个相反符号（除了铁、锦和钻那些神秘的晶体以外）． 然
后，还有直接的矿正互作用，企图促使。与 G 间反向，另外还有企图促使 b 与b 间反向的那
种 b书互作用．现在，我们当然不能使每一件东西与其他每一件东西都相反一一a 与 b 反，
a 与“反，而 b又与 b反．大概是由于”与叮司的距离较大并有氧原子存在（尽管我们实际
上还不知道其所以然），巳弄清楚 a--b 互作用比起a-a 或 b书的都较强．因此，大自然在这
一场合下所采取的解答是使肵有之 a 都互担受往，而所有之 b 也都互想迁往，可是这两系统
却互相反向．这会给出最低能量，因为 a-b 互作用是较强的．｀结果变成：所有之”都是自旋

,·-----· 

向上，而所有之 b 则都是自旋向下一当然，或者与此相反．但如果 G 型原子与 b 型原子的
磁矩丕祖笠，则我们该得到示如图 37-13(c) 的那种情况，而在材料中就可以有一净磁化强
度了．于是材料将属千铁磁性的一一虽则弱了一点．象这样的材料叫做埜簦性．它们不具
有象铁那么高的饱和磁化强度——－由于明显的原因一—因而只对较弱的场才有用．但有一
个十分重要的差别一一它们都是绝缘体；铁氧体是铁磁性绝缘体．在高频场中，它们将有十

-~-- -一＿

分微小的涡电流，并从而可用于诸如微波系统中． 微波场能够进入象这样的一种绝缘材料
的内部，而在象铁那样的导体中则场将被涡流逐出于体外..

还有另一类直至最近才为人们所发现的磁性物质一—称为石榴石的那一族正交硅酸盐
--- - --

中的各成员 它们也是在点阵中含有两种金属原子的晶体，因而我们又有几乎可以随心所

欲地代替其中两原子的那种情况．在许多感兴趣的化合物中，有一种是完全磁性的．它在
该石榴石结构中含有忆和铁，而它所以具有铁磁性的原因又是很奇特的． 这里洹子力学又
再使相邻的自旋反向，从而形成铁中电子自旋指向一方，而忆中电子自旋则相反指向的，一个

锁紧系统．但忆原子比较复杂．它是一种稀土元素，并从电子的轨道运动中获得对其磁矩·----_-_-_. 

的一个大的贡献．对千忆来说，轨道运动的贡献与自旋方面的贡献相反，并且还比较大．于______ __ 急-·

是，以不相容原理而工作的量子力学，虽然会使忆的息塾与铁的自旋反向，但由于轨道效应
就仍能使忆的总磁矩平行千铁的一一如图 37-13(d)所简略指明的那样．因此，该化合物就

、一

是一种正常铁磁体． ' 

铁磁性的另一个有趣例子发生千某些稀土元素中．它与自旋的一种更特殊的安排有

关． 该材料既非在自旋全都互相平行的意义上形成铁磁性，也不在每一原子的自旋都相反

的意义上形成反铁磁性．在这些晶体中，处于某一层上的所有自旋都互相平行，并躺在该层·---- -_-_-_-_-__ -_-_-_-__ _ 

的平面之上．在次一层上，所有自旋又彼此平行，但却指着稍为不同的方向．在下面一层又

再有另一个方向，如此等等．结果是，局部的磁化强度矢量按螺旋式变化——当沿一条垂宜

于各层的直线通过时，逐层的磁矩在旋转． 试图分析当加一磁场千这样一个螺旋体时会发

生什么情况一一在所有各原子磁体中所必须进行的一切扭动和旋转—一很有趣味． （有些

人就喜欢用这些东西的理论来自我取乐！）不仅存在“平坦＂螺旋的那些情况，也还存在逐层
-----_-_-_. 

磁矩会形成一个锥面、以致它既具备一个螺旋分量而又具备沿某一方向的匀强铁磁性分量！

物质的磁性，在比我们这里所己能做出的更高的水平上，曾经使各种类型的物理学家都
神魂颠倒．首先，有些实际工作者，他们喜欢寻找以更佳方式制造出各种东西来的途径

他们乐于去设计出更为优良而又更加有意义的磁性材料．象铁氧体那类东西的发现或其应

用，立时把那些喜欢看到以较聪颖的新措施来做出东西的人们逗乐了．除此之外，还有那些

对千大自然能够用儿条基本定律就产生出那么令人惊异的复杂性方面感到欢欣鼓舞的人

、
咖吓 - - -、-- -- --- - -
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们．仅从唯一一个相同的普遍概念出发，大自然便从铁的铁磁性和磁畴开始，至恪的反铁磁

性，又至铁氧体和石榴石的那种磁性，以至一些稀土元素的螺旋结构，等等，等等．要在实验

上找出在这些特殊物质中所发生的一切奇异事态来，是挺令人向往的．然后，对于那些理论

物理学家来说，铁磁性代表着若干项十分有趣，但尚未得到解决，而又挺漂亮的挑战．一项
挑战就是去理解为什么铁磁性毕竟会存在．另一项挑战则是去预言在一理想点阵中那些彼

此互作用着的自旋的统计性． 即使忽略任何可能的附加复杂性，这一问题迄今仍不允许人

们去得到充分理解．之所以那么有趣的原因是它竟会是一个这么容易说出来的问题：给定

一大堆存在千一有规点阵中的、以如此这般的规律互作用着的电子，它们将如何动作呢？问
题虽然简单地提出来了，但就是多年不让人们对它作完全的分析． 尽管对于不太靠近居里

点的温度它已相当详尽地得到了分析，但在居里点上的突然转变的理论却仍有待完成．

最后，有关自旋的原子磁体系统一一在铁磁性材料、或在顺磁性材料』以及在核磁性中

的整门学科，对于物理系的高年级学生来说，也已是一种具有魅力的东西．这些自旋系

统可借外加磁场来加以推推挽挽，从而人们就能够利用共振、张弛效应、自旋回波、以及其他

各种效应而做出许多把戏来．它被用作许多复杂热力学系统的原型．但在顺磁性材料中情

况却往往相当简单，而人们对于做实验以及如何从理论上解释那些情况这两方面都曾感到

高兴

我们现在已结束了电学和磁学． 在第一章中，我们曾谈到自从早期希腊人对于珧珀和

磁石的奇怪行为进行了观察以来，已经迈过的一些巨大步伐．可是在我们一切冗长而又繁琐

的讨论中，却从未解释过为什么当我们摩擦一块唬珀时会在它上面坚毁皂现，面我们也并未
解释过为什么了一块磁石会被磁化！ 你可能会说，“阿！ 我们不过未能得到一个正确符号罢
了．“不，比这还要糟些．小囥为即使我们假定会获得该正确符号，仍然会有这么一个问题：为

什么在地壳里的磁石会被磁化呢？当然，存在那个地球磁场，但地球磁场又丛哪里来的呢？
实际上并没有任何人知道一一只能有一些良好猜测． 所以你看，我们这一套物理学竟是一
大堆骗术一—从磁石和就珀的现象出发，而就在对这两者都不很了解处收场．不过，我们在
这一过程中也就旦丝学到了大量十分令人振奋而又非常实用的知识！
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§38-1 胡克定律

38 
弹性学

弹性学这一学科，是与具有当产生形变之力被撤去后即能恢复其大小和形状的那些物

质行为打交道的．对于所有固态物体，我们都在某种程度上发现了这种弹性．要是我们拥
有用来详尽处理这一课题的时间，便应该乐于去考究下列许多事情：材料行为、弹性的一般
规律、弹性学普遍理论、决定弹性的原子机制、以及最后当力大至足权召致范性流动和破裂
发生时的弹性定律限度． 要包括全部这些课题该花费比我们所拥有的更多的时间，因而将

不得不遗漏其中某些东西．比方，我们将不讨论范性或弹性定律的限度．（当过去谈论金属

中的位错时，就曾稍为接触过这些课服．）并且，也将不能讨论弹性的内在机制—一所以下述
处理就将不会有如我'l在以前各章中所试图达到的那种完整程度． 目的主要在于使你们熟
悉怎样去处理诸如梁的弯曲那样的实际问题的慕些途径．

当你对一块材料挤压时，它将“屈服”一一材料发生了形变．如果力足够小，材材料中各点
的相对位移与力成正比一—我们说这行为是登挂些．下面将仅仅讨论弹性行为；首先，要
将弹性的基本定律写下，然后，又将其应用于各种不同情况. ... . .... ,, .' .. 

假设取一根长度为 l、宽度为切、而高度为 h 的矩形杆，如图 38-1朊示．如果在其两端
i..w+ 心霞·用力 F来也其长度将仲长生我们将在一切情况 ;, 

下都假定这长度的改变是原来长度的一个微小分
C ;; • • ·.: 1.' 

;,r- -_ ,. __ 一一一～一一一一打；；
超过其原长的百分之几，则该材料便将断裂．对千 二fr I 

大多数材料，实验证朋，在伸长足够小时工力与伸长 f .; ,· ·It· h心，

成正比＄ . 一:"t 一 c."'!. - . 面积 A

(~.1) 仁＿，心'~-.}'·'F_oc&. · · · ·., · · · · · 

这一关系称为胡哀定律., 图aa-1 一根杆在受均匀张力时发生的伸长

杆的这一伸长 4 也取决于其长度．我们将通过下述论证来理解怎么会是这样．若把全

同的两块一头接一头地互相粘着，而施于每块上之力彼此又相同；则每块都将伸长巫这

样，长为 2i 的一块的伸长即为横截面与之相同但长度为＂内另一块的伸长之二倍．为要得
到一个更能表征该材料，而却较少表征任何一种特殊形状的数字，我们将选择与伸长对原长

之比率4(1打交道．这一比率与力成正比但与 l 无关：
. & 
Foe一一．, J, , (38.2) 

,', ' ' '.:''. 
力 F 也将取决于该块材料的横截面积．假设将两块材料侧面对侧面地井列．那么，对

于一给定伸长生我们加于每块上之力就各为兄亦即对这两块的组合加上了二倍之力；对
千一给定伸长量，力应该同该块材料的横截面积 A成正比．为获得十个比例系数与物体的
大小无关的定纪我们把对于一矩形块的胡克定律写成这么一个形式: . .、七

-- - -- - -- .、- •. 一. .• ----··- . 
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Lil 
F=Y.A一．

常数 Y 仅代表材料属性的一种性质；被称为杨氏模量．（你将经常见到杨氏模量写成垃但
我们已把B 用于电场、能量和电动势了，因而就倾向于采用另一个字母．）

每单位面积之复称为座覂，而每单位长度之伸长－~生覂伸长一一则称为塾翌． 因此
式 (38.3)便可重新写成：

•• 

(38.3) 

F 凡：，＇
-=Yx一A i• 

胁强＝（杨氏模量） x(胁变）．
对于胡克定律还应加进另一部分：当你在一个方向上对一块材料拉处时，它将在与这一

伸长垂直的方向上坚强.; 宽度的收缩正比千原来宽度，也正比千 4/Z. 这侧向收缩对于宽
度和高度两方面都有相同比例，并经常被写成

(38.4) 

..::1w 丛 ..::1Z
, .''-=-=,-<7, 一，

切 -h , l' ·• (38.6) 

其中 0是另一种称为迫埜些的材料性质． 在符号上它总是正的，而且是一个小于 1/2'的数
目. Cu 一般应取正值，那是“合理”的，但为什么二座要这样，就不十分清楚．）

Y 和 6 这两常数就完全规定了一种均匀务向同性（即非晶体）材料的弹性．在结晶材料
中，伸长和收缩在不同方向上可以不同，因而可以有比这多得多的弹性系数．我们将暂时把
讨论局限千其性质可以由 Y和6加以描述的那些均匀、，而又各向同性的材料中．照例会
有描述事物的各种不同方式——有些人喜欢用不同的常数来描述材料的弹性．但始终需要
两个，而且它们都可联系到 C和 Y 上来．

我们所需要的最后一个普遍原理是迭加原理．既然（邸.4)和（郘.5)两定律在力和位移

上都是属于线性的，迭加就将有效．如果你有一组力并得到某些位移，然后你再加上一组新
的力并得到某些新加上去的位移，则合位移将是你从这两组力独立作用时所该得到的两位
移之和． , 

现在，你已有了所有的普遍原理___:迭加原理和式（骆.4)与(38.5)-一而弹性学也就

不过如此了．但这也好象是在说，一且有了牛顿定律，力学也不过如此．或者，给出了麦克
斯韦方程组，电学也就不过如此了．当然，有了这些原理你便可以得到许多东西，因为具备
了你目前的数学本领你该能够跑过一段很长的距离丁． 不过，我们还将演算几个特殊应用
问题． 一一 、

、, ! , 

• 

• 3.~-:2 匀 胁；，变．

作为第一个例子，让我们来找出在均匀的流体静压强的作用下，一个矩形块将会发生什
p 么情况．现在把一块东西放进压力柜的水里．那

么，对于这一块东西的每一个面就都会施加一个

正比于该面积的向内力（见图 38--2). 由千流体
P 静压强是均匀的，所以施于该块每一面上的座窒

（每单位面积之力）就都相同．我们将首先算出在
p 长度上的变化．该块东西的长度变化可以想象成

图 38-2 受到均匀的流体静压强作用的一根杆 是图38-8 中所简示出来的那三个独立问题中会

','' L 

, 

, 

` .//// 
I 

'-
--气．一-··- - • . - ~·. 
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发生的长度变化之和．

牢若在该块材料两端我们用压强p将其推挤，则压缩应变为 p/Y, 而且符号是负

的，

.&1 p 
=-

i y·F1 

匣若加压强p于该块材料两侧，则

压缩胁变又是 p/Y, 但此刻我们所要的乃是纵

向胁变，可以通过把侧向胁变乘以一 c而得到

它．该侧向胁变为

竺＝－卫．
w Y' 

因而
Llls 丁＝＋呼·

包若在该块的顶上加以挤压，则压

缩胁变又是p/Y, 而在其侧向上的相应胁变再

是一up/Y. 因而得到

生= +uJ!.. z y· 

F, 

F2 

Fz 

/~// 
仁＂、把这三个问题的结果都合并起来一一也就

是说，取必=Jli+少+&ii-:-:-一我们便得
图 38-3 流体静压强是三个纵向压缩力的迭加

, '·,. ,, 
JZ 

，雪=-

z J!..(1一 2<T).
• . y 

当然，这一间题在所有三个方向上都对称；因此可以断言，

．俨~；

（邸 .6)

, ... 

1 号弓产＝－和1一2u). (38.7) 

在受流体静压强作用下的体积变化也多少会令人感兴趣．既然 V刁叨h, 便可以对千小_-_-_- -

位移写成

，亚＝生＋竺＋生
V. ·i·w h• 

利用传8.6)和 (38,7), 我们便有

必_._.:._3 名(1一 2u).

人们喜欢叫加r;v 做体积胁变，并写为

p=-K卓．

该住座坠壁p与体积胁变成正比－—－又再是胡克定律．
其他常数间的关系为 , 

y 
, K=~," -

I 

(38.8) 

系数K 称为体积弹性模最;. 它与

(8&.9) 

由于 K 具有某种实用价值，许多手册便常给出 Y 和 K而不是给出Y 和 a-. 如果你想要得

到 a, 就总可以由式(38 .'9)获得它、我们也可从式(38.9)看出，泊松比 6 必然会比一半为
小．假如不是这样的话，体积弹性模量便该是负的，而材料便会在增大压强时发膨胀．这使得

..•. . . . . .... ··-·.. 
、-- -
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, 我们能够丛任一块老相识的东西中获得机械能量一一这意味着该块东西处千一种不稳定的
平衡中．如果我们开始让它膨胀，它就会继续膨胀而释放出能量来．

现在我们要来讨论，当加一“切“变于某件东西上时将会发生的情况．所谓切变，我们指

图 88--4 所示的那种畸变． 作为对这一问趣的准备，让我们考察受如图 88-5 所示的那种力
的一块立左巠材料的胁变再度可以把它分解成两个问题：竖向推力和水平拉力．若这立
方体每一面的面积为 .4, 则对千水平长度的变化便是

牛＝少于叶于宁~. .. F 

(38.10) 

竖向高度的变化恰好就是此式的负值．
G F 

,, {-;::_了2

艺乡乡~乙
I F 

图 38-5 在顶部和底部都受到压缩力而在两侧

图 38-4 受匀切力作用的一个立方体 、 则受到相等的拉伸力的一个立方体

现在假设该同一立方体受到图 38-6(a)所示的那些切力．注意！若不会有净转矩而该
立方体得以处于平衡之中，则所有之力势必相等．（相似之力也必须在图 38-4 中出现，因为

该块东西是处于平衡态上．这种力是由使这块东西能够紧贴千台面上的那种“粘胶“提供
的．）这时，该立方体被认为是处于纯切力状态上．但必须注意，，若用一个必°角之面——比如
说图中的沿 A 对角线一一来割切该立方体，则作用于这一截面积上的总力乃垂直于这一面
积并等于 J可G. 受这个力所作用的面积为 J了At因此，垂直千这个面上的张胁强就不过
是 G/A. 同理，如果我们检查一下与另一方向作成必°角之面—一图上的对角线B-一便
会看到一个垂直于这个面的压缩胁强-GIA. 由此可以见到，在一“纯切力”中的坠翌相当

于彼此大小相等、互相正交、并与原立方体的面作成 450 角的那个张胁强和压胁强的组合．

内胁强和内胁变与我们在图 38-6(b)所示的那种力作用下的较大块材料中所该找到的相
同．但这正是我们刚才解答过的问题．对角线长度的改变由式(38.10) 给出：

.. /. 

iIlIIIIII _ r 
, 

r - --- --- -7 

, I 

I I 

I I 
F 

I I 
I , I 

．、 I , . , I I 、·

I ·, 
'` I ' .. 今｀ , 

L- -- -- 
_.., 

在G
G 

(al 
•• 
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. G~ 

图 38-8

.. 

, 

'(b) 。

，范G

、｀

, .. 

面积一J歹丛

在G 入~-H:G

(a)中的两对切力产生了与在(b)中的压缩和拉伸力相同的胁强

·•. 
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应＝土兰：旦
D Y A" 

（其中一条对角线缩短；另一条则伸长．）

把切胁变用该立方休受扭歪的角度一一－图 88-7 中的 8 角——一来表达往往很方便．

这个图的儿何形态上你便可以看出，顶边的水平移位 8 等于 J歹L1D. 因此

0=-= 8 喜LID LID , =2-
i t D' 

切胁强 g被定义为施于一个面上的切力除以该面面积，即g=G/A. 引用式 (38.11) 于

(38.12) 中，便可得 心';
8=2罕g,

,,?.-
或者，把这个式千写成“胁强一常数乘胁变”的形式，， 8~ 
即

g=吵. . . (38.13) • '18 

µ这个比例系数称为切变模量（或者有时称为刚性
－－仁－－一一-, lo - - -

系数）．如果用 Y 和c来表达，则是 ,, i',·' -. ~ 

Y'' . ,I . 

户页百万. (38:14) - / /刀夕九．

顺便提一下，这切变模量必须是个正值一一要不然 ''i 图 3贮1 切胁变 0为缸切D

你就可以从正在其本身作自切的一块材料中获得功．根据式(38. 卫）， C必须大于一1.

1 样，我们便知道6一定要在一1 与＋一之间；然而，实际上，它却总是大于零的．..'2 . 

" 
．作为贯穿全部材料其中胁强都均匀的那种类型

上习 , 情况的最后一个例子，让我们考虑-块受了拉伸而
干 同时又红皿使其不得发生任何-侧向压缩的那种

F~ 问题．（在技术上，要对它进行压缩而同时又保持不
} 在侧向上凸起来会稍为容易些的一但这毕竟是同

一问题．）究竟会发生什么情况呢？噢，必然会有为保

持它的厚度不变的那种侧向力的一一－一些我们并非

马上懂得但又必须给计算出来之力．这与上面曾经

做过的问题种类相同，只是要稍用一点不同的代数罢了．我们设想如图路-8 所示施于所有
三对面上之力；要算出各种线度的改变并要选择一些横向力以便使宽度和高度都保持不
变按照寻常论证，对那三个胁变可以得到：

令压沁f令}[岳飞飞）］，
令抖岳－叶气＋岳）］，
令昭［左-er(令句］．

现在，既然生和.1i. 都假定为零，式(88.16)和（邸．立冲且可提供两个会把凡和凡联
系到凡上去的方程式．对它们一起求解，得到 ·.' , . .. . - . ··. 

(38.12) 

-t 

` 

·11111 
. 

.. 

F  ̀ 。

FZ 
。

- F 
'I 

图 38-8 没有侧向收缩的伸长

` 

,0 

(38.11) 

G 

从

( 

lIIIIII 

这

(38.15} 

.. 
', 

(38.16) 

(38.17) 

....•. ··•·· _~ ~ -- - - --·- - -一- -·· 一 - - -
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代入式 (38.15) 中，便有

费曼物理学讲义（第二卷）
. -

~=生－－二立Av Ac 1-u A怎．
(88.18) 

令沁兰）生分(1-t一了）仑． （鸥19)
你以后会经常看到这个式倒过来的形式，并将那个 c 二项式分解成因子，即写成

F 1-u ..& _ 
A (l+u) (1-2u) Y一．

(38.20) 

当我们把各侧都约束住时，杨氏模量就得变成由一个复杂的 6 函数乘上． 正如你可以由式
(38.19)最容易见到的，在Y 前面的那个因子总会大于 1. 当各侧都固紧时，要把一块东西
伸长较为困难一一这也就意味着，一块东西当其各侧都被固紧时会比不固紧时为要．

§38-3 扭棒；切变波

现在让我们把注意力转到一个较复杂的例子上来，因为这里材料的不同部分会受到不

等量的胁强． 试考虑诸如你会找到作为某种机械的驱动轴的一根被扭转的棒，或在一部精
密仪器中用来作为悬丝的一条被扭转的石英纤维．正如你可能会从各有关扭摆实验中知道
的，作用于一根受扭转的棒上之毯桓与座竖成正比——该比例常数显然取决于棒之长度、棒
之半径、以及材料的性质；何题是：按怎样一种方式？我们目前才处于能够解决这一问题的
地位；因为那不过是演算某一个儿何问题罢了． 、

图 38-9(a)表明一根长度为L、半径为 Q其一端相对于另一端被扭过一个角度中的柱
形棒． 如果要把这胁变同我们所已知道的东西联系起来，便可以设想该棒是由许多个柱形
壳所构成的，并分别算出每个壳所发生的情况．从对一个薄而短的、半径为,,.（小于 a入而厚
度为占的柱形壳一一如图 88-9(b)所示的那样－~ 现在，如果我们考察这
个柱壳上原本是一个小正方形的部分，那么便会发现它已被扭歪成一个平行四边形了． 象
这样的每一柱壳元受到了切力，而其切角则为

0一生 . . . . L. 

』''(.

因此，材料中的切胁强 g[根据式仔8.J~)]就是
' 

•i• C• •• 

i ., • ,, • ·g..;. 吵叩生
' 

.'.'\, .' . L. 
, 

(38. 组）

，土三 ,;'.' 

. •' ,,-' 

`` 
, .. 

~I L 
\ ` ,) 

.. 

Ar 
f (c) 、(bl \ 

丘力／ r 
矗温， I ~, I , I心 , 

I 
.. 

' 扑，·';' ., . ，、：
.,'. , 

图 88-9 (a)一根受扭转的柱形棒； (b)一个受扭转了的柱形光； -Cc>壳中每一小鄙分都会受到切丸- 勹`

- -- -一一- - - --一-- 一--- -
-·-·-·、--- - -
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切胁强乃作用于该正方体一端上之力心，除以其端面积 4凶r围~m 88-9(a)], 

g=竺JiiJ,r • 

施于这么一个正方体一端上之力 JP 贡献出一个等于下式的环绕着柱轴的转矩 4-r:

上一,,.庄 =,rg,1l占. ' (38.22) 

总转矩了就是绕该柱壳一个整圆周的这种转矩之和．所以把足够多的部分拼凑在一起使得
所有戊之和为 2吓,,.，我们便得到一个窐心堂的总转矩为

•', rg(2右）山． （邸 .23)

或者，利用 (38.21), 则 ·,'' 

下一 2wµ,
产4呻

L . (38.24} 

我们得到一根空心管的转动劲度 -r/0 是与该管半径,,.的立方和厚度血成正比、而与其长度
L 成反比的．

现在可以想象一根实心棒是由一系列同心管所构成，而每个管受到同一个角度今的扭

转（虽则对于每个管内座塾是彼此不同的），总转矩为所需以转动每一个壳的这些转矩之和；
因此对于该实心棒,'- -_ 

、

.~ 雪'' ,, 
'. 

其中积分是从,,.==0 积至,,. =-a 的； G 为该棒的半径．经过积分后，便有

-r:= 弓奇冲. , (38.25) 

对千一根受扭转之棒，转矩与角度和直径的旦迟巠都成正比一—一根二倍粗的棒对于扭转
将有十六倍的强硬．

在离开扭转这一课题之前，让我们把刚才所学到的东西应用到一个有趣的问题：即扭波

上．如果你取一根长棒并突然扭转其一端，则一个扭波将会沿该棒发展下去，如图 38-10(a)
所简略表示出来的那样．这比一个稳恒扭转更令人精神振奋－—－让我们看看是否能算出所
发生的情况

.. •• . (bl , 一一一．一，一. 
. ., 

(o) 

·、·•'', ,, 

: 

」; •• 
.,, .' ,---1 

'.'•,! . . -

. ',,., I•· 

-' 
,·. . 

' 

i \ ,,• . __ , 

图 88-10 (a)在一根棒上行进的扭波； (b)棒中的一个体积元

1 
端ì  .J 

. 

、；＼

一尸一，- I 

I ., z 
百'-"'-.一·I 端2

.z•Az 

令 2 为沿棒从一端至某一点的距离．对于一个静扭转来说沿棒每一处都有相同的转
矩，并且正比于中/L, 即总扭转角给总长度除．就材料方面说，有关紧要的乃是局部扭转胁
变，那你该体会到即是孙／加，当沿棒的扭转不均匀时，便应由下式来代替(38!25):

动＝卢乒譬． （邸．滤）

现在让我们来看看放大后示如图 38-lO(b)的那个长度为止的体积元所发生的事情．在该

/ 

'• 『··- ,. 胃..雹, •• J 一｀ ．一一. • - -- -俨．． 、 -· -- • • - 令- 、 - -
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小段棒的端 1 处会有转矩 T (z), 而在端 2 处则有一不同的转矩 -.(z十Lb), 如果上足够小，

则可采用泰勒级数展开写成

如玉）＝论）＋（譬）生 (38.27) 

施工 1 与叶上间那一小段棒上的净转矩显然等于 1:(z) 与 T(Z 十上）之差，即 Ln'= (衍／

oz)生对式(38.26)取微分，便得 ,. 

.d-.,;,. µ, 字喜生 （昭.28)

这一净转矩的效应是对该小段棒提供一个角加速度．小段的质量为

LIM= (~a2Az)p, 

式中 p 代表材料密度．我们曾经在第一卷第十九章中算出过一根圆棒的转动惯量为叨r/2;

若把上述那一段材料的转动惯量叫作 JI, 便有
'. .. ·• 

，且＝王对生
2 

牛顿定律陈述转矩等于转动惯量乘以角加速度，即

&.=L11空
祝:a • 

把一切东西都拉来凑在一起，我们便得 , 

,~ 

` ',~` 

µ于岩上一号pa'气忙，
或

(38.29) 

r 

. (昭 .30)

尝飞告,.,;o_ (38.31) 

你将会认识到这是一个一维的波方程．我们就巳找出了扭波将以这一速率沿棒传播下去：

。四飞*· . (滤 .32)

棒垫巠壁一一对于相同的劲度来说一—波行得就垫堡；而棒垫竖巠，则波发展下去就堕笆
这速率与棒的直径无关．

扭波是翌苤塾的一个特例． 一般说来，切变波是胁变不会改变材料里任一部分的性巠
的那种波．在扭波中，我们有这种切胁强的一个特殊分布一一即分布于一个圆周上．但对

于切胁强的任一种安排，波将以同一速率一即由式 (38.32)所给出的那一速率一一传播．

例如，地震学家会发现，这种波在地球内部四处奔驰．
在一固体材料内部，我们还可以有另一种波存在于弹性世界中． 如果你推动某一件东

西，你就可以发动＇，纵“波一一也称为“压缩＂波． 这有如空气或水中的声波一一位移与波之
传播沿同一方向．（在一弹性体的表面上也还可以有其他类型之波一一叫“瑞利\~凸~leigh)
波”或“乐甫(Lov旬波＂．在其中胁变既不是纯纵向的也不是纯横向的．我们目前没有时间
来对此作任何研究．）

乘我们还在波的这一课题上，试问象地球这样一块旦去的固体中纯压缩波的速度究竟
如何？我们讲“巨大”，因为在一粗而厚的物体中的声速与在一根比如细棒中的声速会有所
不同的．所谓“粗厚“物体，指的是其横向尺寸比起声音的波长来要大得多．于是，当我们推
压该物体时，它就不能向旁伸展一~只能在一维上受挤压．幸亏，我们已曾算出过一块受约

束弹性材料的特殊压缩情况．．亦曾在第．一羞第四十七章中算出过气体中声波的速率．兹腊

. .•• .、.. 忱. •• • ••• - -- -- - -
- - - - -
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同一些论证你可以看出，在固体中声音的速度会等千 J了可；，其中 Y' 为受约束情况下的
“纵向模量”一一或压强给长度的相对变化除．这恰好就是我们曾在式（邸.20) 中得到的
F/A 对 AZ/J 的比率．因此，纵波的速率就是由下式给出的：

心＝旦= 1-u 工．
p (1+u)(1-2a-) p 

（部 .33)

只要C落在零与一之间，那切变模量µ,就会比杨氏模量 Y小些，而 y, 则比 Y 还要2 
大，因而

µ,<Y<Y'. 
这意味着纵波比切变波跑得更快． 一种用来量度物质弹性常数的最精密方法，就是来测量

该材料的密度和两种波的速率．从这一种知识我们就能得到 Y 和 u. 偶尔，通过对发自一
次地震的那两种波到达时间之差的测量，一位地震学家——甚至仅从一个站所收到的信号

就能够估计出振源的距离．

§38-4 弯梁

现在要来考察另一项实际事务—一棒或梁的空典恤当我们对一根具有任意截面之棒进

行挠曲时，力会怎么样呢？试设想一根具有一圆截面之棒而将其算出来，其答案会对任一种
形状都适用．可是，为了节省时间，我们宁走捷径，因而即将得到的理论仅仅是近似的．我
们的结果将只在弯曲的半径比起梁的厚度来要大得多时才正确．

假定你抓住一根直棒的两端而把它弯成象图 38-11 那样的曲线．在该棒内部会发生什

么情况呢？噢，如果它被挠曲了，那意味着在该曲

线之内受到压缩，而在曲线之外则受到拉伸． 有

某一个多少与棒轴平行的面既不被拉长也不被缩

短．这个面叫做史立面．你该会指望，这个面接

近千横截面的“中间”．可以证明（但我们将不在

这里做出）：对于简单之梁的微小弯曲，这中立面，
会穿过横截面的“重心”．这只有对于“纯＂挠曲

即如你不同时对梁拉挽或挤压一一才正确，
L 

, 

．义

;, . 
',. 

.. 
-

'---』
畸..

'·、': • I\ I I 
R /' 

•••• 『

- 

y 

中立面

. 

一F_ 

~气·'...

仁阜

(a) 
... -, 

勺｀＇，

.,-: ·tb) ; 

图 38-12 (ar一根弯梁中的一小片段；
图 38-11 一根弯梁 ' ' (b)梁的横截面

这样，对于纯挠曲来说，梁的一块横向薄片就会如图 38-12(a)所示的那样变形． 在该

中立面之下的材料具有过从这一中立面量起的距离成正比的压缩胁变；而在其上的材料则

- -·- . -·- -- .. --- - --- --一- -、- -气一~
~ 咖
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被拉伸，也是正比于与这一中立面间的距离．因此，纵向性迟4 与高度 g 成正比． 其比例

常数恰好就是 i 给该棒的曲率半径除一—见图 38-12:
.Lfi 1// =. 
i R· 

所以在 g 处的一条小带上每单位面积的力一一胁强一一也与从该中立面量起的距离成正
比：

AF =Y y 
互五·

(38.34) 

现在让我们来看看产生出的这一胁变之复如何．施于图 38-12 中那一小段上的各个力

示如图．如果设想任一个横向割面，则作用于其上之力在中立面之上是朝向一方，而在中立
面之下则是朝另一方．它们成双成对地构成一个“挠矩"IDl一一这指的是围绕着该中立线的
转矩． 我们可通过对图 38-12 中那祥一小段的一个面上之力乘以与中立面间的距离，然后

进行积分因而计算出总转矩来：

(38. 郘）

. 根据式(38.34), dF= (Yy/R)心，因而

扩d.A 的积分就是我们可称之为该几何截面围绕着一根穿过其“质心”的水平轴的“转动惯

扯＇，＊；我们将它叫作 I:

YI 
部=-

R' 

z-J扩dA.

(88.36) 

(38.37) 

于是，式(38.部）向我们提供有关挠矩狈与梁之曲率 1/R 间的关系．梁之“劲度”与 Y
和转动惯量 I 均成正比．换句话说，如果你要用比如说某一定数量之铝来造成一根尽可能强
硬之梁，那你就得把尽可能多的铝放在离中立面较远的地方，以便形成一个大的转动惯量．
然而，不能把此推至极端，因为这么一来该件东西就将不会如我们所假定的那样弯曲—一但

却将弯折或扭曲，因而又会变成较脆弱了．可是现在你已明白，为什么结构梁要造成工字形
或 H字形一一如图 38-18 所示的那样．

` 
L 

曹

图 38-13 "工字＇，梁 图 38-14 一端加有重量的一根脓梁

作为梁方程(38.86)的一个应用例子，让我们算出有一个集中力 W作用于其自由端的

.:....根肮梁的偏斜，如图 88-14 所约略示意的那样．（所谓“肮“我们指的只是梁被支持得使其

．当然，那实际上就是每单位面积具有单位质重的»~么一片东西的转动惯量．

、. - • • -· ·-气｀＇ . ···- - -- ... --· 
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一端的位置兜斜率都保持固定一一它被紧固于一面水泥墙之内．）这根梁的形状将会怎么样

呢？让我们把从固定端量起、距离为无处的偏斜量叫作 Z; 我们希望知道 z(~). 只想对千小

的偏斜计算出结果来．并同时假定梁的长度比其截面要大得多．现在，正如你从数学课中

所懂得的，任一条曲线z(亿）的曲率 1/R 是由下式给出的：

d2z d沪-万= r~' 心二、27 8/21 (郘 .38)
既然我们只对于小斜率感兴趣一一呻这往往是在工程结构中出现的情况一一就可以对 1 比较

起来略去(dz/血）气从而取

1 d2z 
万＝忑. . (邸．盼）

我们同时需要知道那挠矩部．它是一个工函数，因为它等于围绕任一个横截面的中立轴的

转矩．让我们略去梁本身的重量而仅仅考虑在梁端的那个向下之力 W. (如果有需要的话，

你满可以把梁之重量也放进去．）千是在无处的挠矩就是

ID?(a:)-W(L—幻），

因为这正是由重量 W 所施加的围绕着“点的转矩－一一梁必须在 Z 处加以承受的转矩．我

们就得到 -
, YI' 护2

W(L-x)=-=YI-
R 血3

'. 
上、

或
护z w 
罕－＝可(L-吩．

对此人们可以不施任何技巧就能算出来；结果得到

（邸.40)

(38.41) 

我们已利用了在 a:=0 处 z(O) =0, 而 d刃血也等于零的那些假定．
的位移为

.. z(L) 
; WV 
＝百飞； '(3~.42) 

即一根梁的端位移是随长度的立方增加的． ` 

上面在导出梁的近似理论时，我们曾经假定过梁之
横截面不会因梁受挠曲而改变．当梁的厚度比曲率半径 ' 

微小时，横截面改变得十分轻微因面我们的结果便是对
的．不过，一般说来，这一效应是不能忽略的，正如你能够
通过把一块软橡皮擦放在手指上挠曲而容易自行验证出 (I>) 

来的那样．如果原来的横截面是一个矩形，你将会发现， '"""-L_TJl.f~ • 

当它被挠曲时在其底部会鼓胀起来（见图 38-15). 此事 图 38-,,t5, (GI斤块妇担阁象

之所以发生，是因为当我们挤压其底部时，材料便向旁伸
皮擦； @横截面

张一一正如由泊松比所描述的那样．橡胶是容易弯曲或伸长的，但它有点象液体，即很难改

变其性墅一一犹如你在挠曲那块橡皮擦时它所明白表现出来的那样．对于不可压缩的材
料，泊松比应该恰好等于 11.:_'-----,橡胶几乎就是这祥. ·. . . ' ,:-. ·•·• . . .'". 

那就是梁的形状．梁端

s 

' 
`4 

s 
,~ 

, 

-、“ --- -- -、- 一．一 ..... •. -一_气- - . ·---- . 
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§38-5 弯折

现在要用我们关于梁的理论来理解有关梁或者柱和棒的弯折道理．考虑图 38-16 中一

根原来是直的棒，在其两端受一对反向力所挤压而保持为弯曲形状的那种情况． 我们要来

算出这根棒的形状和施于两端上之主座岑生．

令在棒两端之间任一点与直线的偏离为 y(少），其中无为从一端量起的距离． 在图中
p-----=---- p 点的挠矩叨等于力 F 乘以矩臂，那就是垂直距

离 'Y,

( 

y 
F 

" 
F-

1(-—-
，部(a:) =Fy. 

利用关于梁的方程(38.36), 便有

(38.43) 

L ,.,1·YI 
围 88-18 一根被弄弯T的梁

亏=Fy, . (38.44) 

对千小偏离来说，可以取 1/R--d为／血＇（负号来源千该曲率朝向下）．我们就得到
立 F··- - = -亏 ,y, , (38.45) 
u·,,· 

这是有关正弦波的微分方程．因而对千小偏离，这样一根受挠曲之梁其曲线为一正弦曲线．
这正弦波的“波长＇，入为两端间距离 L 的二倍． 若弯曲程度很小，则只是两倍于未受挠曲的

棒长．因而该曲线为

y=K sin 社/L_.

对此式取二次微商，便得

立 2
如一一飞21/..

将其同式(38.岛）比较，可以看到力是

,' 

，身. 
'll YI 
F_=兀一一, L2. (38.46) 

对于微小弯曲来说，力与弯曲位移 g 毫无关系！

这样，在物理上就出现下述事态，如果力小于式(3$.46)所给出的 F, 那根本就没有什

么弯曲．但如果稍为座过这个力，则材料将突然严重弯曲——这就是说，对千超过这一临界
力记YI/V(常称为“欧勒力")的那些 , 、

力，梁是会“弯折＂的．如果一座建筑屯
物的楼上负载会超过支柱中的这一欧 ,·. 

勒力，则该建筑物即将坰塌．另一个显 ; 

示这种弯拆力最重、要的地方是在太空
火箭上． 一方面，火箭必须在发射台 ,, 

上能够支持它本身的重量并在加速期

间能够经得起那些胁强；另方面，有必

要把结构重量保持极小，以便使有效

负载和燃料容量尽可能地大.-' ' 

事实上，当力超过欧勒力时，梁未！勹
图38-17 对飞根弯曲之梁的曲线可用的 S和 0两坐标

必就完全垮下来当位移变大时，力会大于上面所求得的，因为过去我们曾略去了式式(38.滤）

,, 

•• 

' 

,. 

R 

- - - - - 一-- --- - ---、．一气七
叩心-·- -- - --- -- - -一-- -----·· 
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有关 1/R 中的一些项．要求得使梁发生严重弯曲之力，就必须回到那个准确的方程式

(38.44)上去，那是在我们采用有关 B 与 g 间的近似关系以前就已经得到了的．式(38.丛）

具有一种相当简单的几何性质＊．要把它算出来稍为有点复杂，但却是相当有趣的．不要用

0 和 g 来描述该曲线，我们宁可用两个新的变数 s, 即沿曲 -----

线的距离; (), 即对于该曲线的切线的倾角． 参阅图 38-17.

曲率就是该角对于距离的变率：

1 妨
万一石·

因此，我们能够将那个准确方程（邸.44)写成

,., "' F, FI 

d0 F 
忑一一百 'Y.

如果取上式对于 S 的微商并用 sin(} 代替匈／战，则我们得

d20 F . 
=- 

d沪 YI
SID0 (38.47) 

［如果 0 很小，便会回到式(38.45). 一切事情都很顺利．］
一＂．现在，这或许会使你感到喜悦或不喜悦，当你知道式 fs 乓

(38.47)刚好就是对于大幅度振动之摆所曾获得的同一个方 图 38-18 一根受挠曲的棒的曲线

程式一一当然，其中 F/YI 是要用另一个常数来代替的．我们早就在第一卷第九章中学习

过如何通过数值计算法来求得这样一个方程之解骨骨．你所得到的解答就是某些令人神往的

曲线一一称为“弹性“曲线．图 88-18 显示对于不同 F/YI 值的三条曲线．

I ,__ .. I 

F~ 乓

, 

．偶尔，这同一方程也出现在其他的物理情况中一一例如，在两块平行平面之间所包含液体的弯月面-i!ii同一种

几何解答便都可以通用. . 

“这些解也可用那种称为“雅可比(Jacobi) 椭圆函数＇，的一些函数来表达，那是别人曾经算出来的．

..、-凡· 贮- ------···、--- - . -
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弹性材料 .. 

今＇
§39-1 胁变张量

上一章我们曾谈到一些特殊弹性体的形变．只本章我们将考察一般弹性材料内部所可能
＿－，一

发生的情况． 我们愿意来描述按某一复杂方式把一大块胶质扭转和挤压时，其内部的胁强
和胁变的情况．要完成此事，就得描写在一弹性体中每一点上的局部胁变；对此，我们可以
给出每一点上的六个数目的一组分量一—那是一个对称张量一一来做到．以前我们就曾谈

及胁强张量（第三十一章）；现在却需要一个胁变张量．

胁变发生前
胁变发生后

,” , 

IIIIli11111 

.̀ 

IIIIlI!IIIJ 

, 

图 39-1

未受胁变

\ '-

fP 
江

` I , 
I 

, 鼠 I II 

巳受胁变

I I At 

I 

l 
I 

I I 

P心I I p' 
I 

1---王
I I 

叫，

一 I-Uc
图 39-2 匀拉伸型胁变

在未受胁变的一块材料中位于 P点上的斑点，当材料受胁变时会移到 P人点上来

考虑从一块起初未受任何胁变的材料出

发，并注意当使其受胁变时曾埋置在材料里的

一小斑点“灰尘＂的运动．原来被置在 P 点、即
,,. = (a:, V, z) 处的斑点，移到如图 39-1 所示的

P' 点、即干'= (x', y', z')处．我们把从 P 至 p,

的矢量位移记作"· 于是
u=r'-r. (39.1) 

当然，这位移 U依赖于我们是从哪一点P 出发，

因而 U 就是 T 的一个矢量函数一一或者，如果

你喜欢的话，也即是(a;,'Y, z) 的函数．

让我们首先来考察胁变在整块材料中是常

数的那一种简单情况一—因而我们就有所谓匀-----
赔． 比方，假设有一块材料，将其作均匀拉

伸．仅仅在一个方向－~比如在匀方向一一上

改变它的长度，如图 39-2 所示．处于＂处的斑

.. 

• • •••• 一 -- -
····-·-气.. 重
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点的位移出与 Z 成正比．实际上，

Lli 兰＝—a; i • 

我们将出写成这样
U:,:=e:,;z;Q;, 

当然，比例常数 e,. 与 &/i 是同一码事．（你不久就会看到为什么我们要用一个双重下标．）
如果胁变不均匀，则心与＂的关系将在材料里逐点改变． 对于普遍情况来说，就要用

一种局部的 .'1Z从即用下式来对 e,. 下定义：

伍＝加z/aw. (39.2) 

这个数目——它现在是 a;,'!I 和 Z 的函数一一贯穿整块胶体描述”方向的伸长量．当然，此

外还可以有沿 g 向和 z 向的伸长．我们用下列两个数值来对之作描述：

ellfl=竺L 砒
勿＇

e.,,= 
祝·

(89.3) 

也需要能描写那种切型胁变．假设我们想象有一个小立方体在原未受胁变的胶体中标
示出来． 当这一块胶体被压挤而变形时，立方体可能就要变成一个平行四边形，如图 39-3

所简略指明的那样夤．在这一种胁变中，每一质点的”方向移动与 g 坐标成正比，

队

o_2 
l­s (39.4) 

并有一个正比于引的 g 向位移，
', 

。
U11=-~. 

2 
(39.5) 

因此，我们就能够通过写出

使其中

来描述这一种切型胁变一

出= e.,,11,y, u11 = e11~, 

。
e~=e11名＝亡i 

~ 俨-,''

厂

, , 

\ 
、 如 p " 
• p 全，

且刁区
2 I 

, 
----- ~ 一一l

。
歹

艺

图 39-3 均匀胁变

现在你也许会想到，当胁变不均匀时，我们该可以用下面对幼和 811• 这两个董所下的定

义来描述那普遍型的切胁变： 恤 , 

今－詈，如－詈．
．我们暂时选择把总切变角 0 分成两个相等部分，并使该胁变相对于 z 和 g 对称．

{39.6) 

I 

- - - -------- -- -一-- - - - --
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不过这里有一点困难．假定位移山和均分别由下式给出：
() 

心＝歹 'Y,
。

Uu=-歹气

这些除了幻的符号倒转过来之外就很象式(39.4) 和 (39.5). 具备这些位移，胶体中一个小
立方体将仅仅转过一个角度 0/2, 如图 39-4 所示．并没有什么胁变－－－只不过在空间中的

转动罢了，材料未发生过变形；所有原子的捚一位置都根本没有改变．应当想办法使纯转动

不致包括在我们对切胁变的定义之中．关键之点在于；若加讥加和加各／劲相等而相反，则
将不会有胁变；因此，我们可借下列座义来把事情安排妥当；

e1111=e11怎=2(妇/oa;十砒/oy).

对于纯转动来说，两者均等于零，但对于纯切变则会得到 e~ 等千 ell雾，正如我们该乐于拥有

的那种关系

「T
I 
I 
I 

IIQI i~ 心 p'

告，
图 39--4 匀转动一一没有胁变

在最普遍的形变中一一这可能包括伸长或收缩以及切变都在内——我们可通过给出九

个数值把胁变态座必下来：

Bu= 
砒
ax, 
加1/61111=-— ay, 

; (39. 7) 

1 
e矿＝—（如11/a:v十。也/oy),2 

• 

这些就是坠翌堂慧的各项．由于它是一个对称张§~ —一我们的定义使得总是 61111一 e四
实际上，它只有六个不同数值．你会记起（见第三十一章），张量的共同特点是那些项都会
象两个矢量的分量之积那样变换．（若 A 和 B 都是矢量，则 c,,=A,B, 便是一个张量.)e,, 的
每一项乃是矢量”一（均， U11, 心和算符 v-(a/彻， a;ay, a/az) 的各分量之积（或这种积之
和），后者我们知道是如同一个矢量那样变换的．让我们令气，石，叨各代表 a;, 1/, z, 而也，
也内各代表 U.,1 u11, U霉；则可以将这一胁变张量的普遍项 e,, 写成

1 
e, 尸一（如｝／妘＋知／如），2 (39.8) 

• • • 气丐、 • - -- • -- 一~ 一、 -······ 
一·-• •·. 
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式中，心和 j 各可以是 1, 2, 或 s.

当有一匀胁变——这可包括拉伸和切变一一时，所有之 611 都是常数，因而可以写出
u,.=e..., 无十 e动+e已. (39.9) 

（我们选取了 U 为零的那一点作为幻， y, z 坐标系的原点）在这种情况下，胁变张量 e,, 会给
出坐标矢量,,.=(亿， 1/, z) 和位移矢量＂一（也构，心之间的关系．

当胁变不均匀时，胶体的任一部分可能也受到扭转一一将有一个局部转动． 若形变全
都很小，则应该有

加'.... 干 (e;;-心年， (39.10) 

式中叩是一个反对称张量，_-_-_- - -

叩＝－（她/oz,一如／年）， (39.11) 
2 

• 

上式能够描述转动． 可是，我们将不再对转动关心，因而所关心的就只有那个由对称张量

e,, 所描述的胁变．

§39-2 弹性张量

我们已描述了胁变，现在把这些胁变联系到那些内力一一材料中的胁强一~ 对
于材料中每一部分，假定胡克定律都成立，，因而将胁强写成正比于胁变．在第三十一章中，
我们曾把胁强张量岛定义为在跨越垂直于 j 轴的单位面积上之力的第心个分量．胡克定
律申述，岛的每一分量与胁变分量中的壁二企都应形成线性关系．由于无论S或 e 都各拥
有九个分量，因此就会有 ~~9=81 个可能的系数用来描述材料的弹性．．如果材料本身是均
匀的，则它们都是常数，现在把这些系敬写成 0叩，并由下式定义：

S,i今沪｀呻z, '· (39 .12) 

其中也 j, k, I 都可取 1, 2;, 或 3 的值既然这些系数0归是为把一个张量联系到另一个张

量上去的，它们本身也就形成一个张量一一一个四座张量．可以称之为弹性张量．
假定所有的 O 均为已知，而你将一个复杂之力施予某一特殊形状的物体之上．将会有

各式各样的形变，而该物体就将形成某一被扭歪了的形状，位移将会怎祥呢？你可以看出那
是一个复杂的问题． 假如你知道了胁变，你便能够由式(39.12)找出胁强来－~或者相反．

但在任一点上，你所获得的胁强和胁变都将取决于材料的所有其他部分发生的情形．
解决这一问题的最捷途径就是考虑能量．当有一正比于位移 Z 之力卫时，比如说 F=

知，则对于任一位移”所需之功为 K咕/2. 同理，为使材料发生形变而流入于竖巠怪性垦内
之功w得知是

心=-~O,邸的知. (39.13). 
2 归

在使物体变形时所作的总功则为w遍及全部体积的积分：

W=j上~a硒少V.
2 四

那么，这就是储藏于材料的内胁强中的势能．现在当物体处于平衡态时，这内能必须是在二
坚遠圭因此，要找出物体中的胁变的问题就可以通过找出贯穿整个物体将能够使W取
一极小值的那一套位移 U而得到解决．我们曾在第十九章中提供处理象这一类极小值问题

. -· .. - - --- - - --一一．、-- . -------- . -
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时所用到的变分法的某些普遍概念．这里不能对这一问题进行更详尽的讨论．
现在我们主要感兴趣的是，关于弹性张量的一般性质我们能够说些什么． 首先，很明

显，实际上在 0伍1 中并塾直 81 个丕匣项．由于岛和 e,, 两者都是对称张量，每个就只有六

个不同项，因而在 0归！中至多也只能有 36 个不同项．然而，往往比这还会少得多．

让我们来看看立方晶体的特殊情况，在其中，能量密度叨象是按这样来开始的：

切＝一{O.,夕;;.,+O_,e.,,,eCll + O,_,e,,,,e.+ 0霜…各.,e,,,,+O~,,,,e1111+ …+Omue七十…｝，
i 

(39.15) 

总共 81 痴但是立方晶体是具有某些对称性的．特别是，如果晶体转过了 90°, 它将具有相

同的物理性质．对于在 g 向上拉伸的劲度与对于在＂向上拉伸的劲度彼此相同．因此，如

果我们改变式(39.15) 中关千＂和 g两坐标方向的定义，能量就不应该改变．对于立方晶体

来说，必然有
o.,~=01111u11=0 •• ·- (39.16) 

其次，我们还能够证明，象 0,.,,"11 那些项一定会等千零的．立方品体具有这么一种性质，

即在与其中一根晶轴正交的任一个面的区堑之下它拉对称的．若我们用 -,y 代替 'Y, 不会有

什么差别．但当由 g 变至一g 时 e叨会变成一e叩一一以前朝向+y 的位移现在朝向一g 了．如

果能量不会改变，则当我们作一次反射时， O:,,;u,; 就必须变成一。ffS!/. 但一块经过反射后的
晶体与以前的相同，因此 0//Jllf/lfJ 就必须与-o.,.,;, 担:!f.\ 这只有当两者均等于零时才能实
现

你会说，“但同一论证也将使 OIIW1/=0 和“不，因为这里共有匣企'Y. 对千每个 y, 符号
都要改动一次，而四个负号就会造成一个正号． 因此，若有三个或厘个 y, 该项未必是零．
只有当出现一或吴个g 时，它才是零．所以，对于立方晶体来说， O 的任一不等于零之项将
只有堡覂个面同的下标．（上面我们对千 g 所作的论证，显然对千 z 和 2 也都有效．）千是，
也许会有象 o,,,,,,, 0叨叩， 0""11怎，等等的项．然而已经证明，若把所有的力都改成 y, 以及担旦

（或把所有的 z 和所有的少对换，等等），则我们应得一一曲对于立方晶体来说一一那同一数

值．这意味着，只有三种不同的非零可能性：_-_-_-_-_-_ 

,, 

' 

• • • 

`.~` 

。～仁0""""=-0..,.),

?-仁01/f/1111一 a.,.,,.., 等等），
O.,( 一 a,.,耋=0-/ 等等）．

,. ·. (39.17) 
,. 

'. 

千是，就立方晶体来说，能量密度看来象是这样
切＝歹{0 - (e;. + e炉七） +20-v11(eaew十 e11泸立在吐） +40"11:llfl心＋的z+心｝．

(39.18) 

就各向同性一一也就是，非晶的一一材料而言，对称性还会更高．那些 O 应该对于坐

标系的任一种选择都相同．这时结果变成，在那些 O 中还存在另一个关系式，即- - -

0,._,=0=1111+0"'11乞11. (39.19) 

可以通过下面的一般论证中看出的确是这样．该胁强张量岛必须与的维持一种同坐标方

向完全无关的关系形式一一必须只由拯量来联系．你会说，“那很容易,,• "要从的得到岛
的唯一途径，就是由一个标量常数来乘上•i'• 它不过是胡克定律．所以就必须是 s.;一（常

偷、｀

上
甲

六
＿
＿
＿九
六

"~ 夕_,, 尸. • .• -· 气. • • - ,. ,. ..... 
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数） e矿，那却并不完全对；因为本来也有可能由单位张量,a,; 乘以与 e,1 形成线性关系的某一
- - - - - - - -

个标量．在这些 e 中，你能够构成的属千线性的唯一不变量乃是 2知． （它如同沪+'fl+zl

那样变换，是一个标量．）因此，把岛联系到的上去的方程的最普遍形式一一对于各向同

性材料来说一一便是

S11=2µ,e¥ 吵(~en)如 (39.20)

（第一个常数往往被写成足乘以 J.I,; 这样该系数µ,才会等于我们在上一章中所曾定义过的切

变模量.)µ,和入这两常数称为兰美(Lam的弹性常数？将(39.20)和 (39.迳）两式比较，你就
会看出

。Ufltl= 入，

。叩"'"=2µ,,

、
·~ 

( 
.』 (39.21) 

O:u::u: = 2µ,+入

因此，我们已经证明了式(39.19) 的确是正确的．你也会看到，各向同性材料的弹性可由两
常数完全提供，正如我们曾在上一章中说过的． . 

这些 0可用以前曾经用过的任两个弹性常数一一例如杨氏模重 Y和泊松比 U一~一来

表达．将留给你们对下列各式作出证明：
.. 

气．．，

a 
y 

0:.' uu一了(1+亡＇a_-三（三}),
y 

oar~11 =--:;---;--_. 

` 

(39.22) 

. 

§39-3 在弹性体中的运动

我们已经指出，处于平衡中的弹性体其内胁强本身会自作调整，以使其能量为极小．现
－＿＿＿＿－＿飞＿＿、 1

在要来看看，当内力丕平衡时会发生什么情况．让我们 ` " 

说，有一小部分材料落在某一表面A 之内，见图 39~5. ~ 一一、
如果这一部分处于平衡准0施千其土的，总力 F就必然为
零可以设想，这一个力是由两部分组成的：一部分可能
发源于象重力那样的“外“力，它是从某一距离上施于该
部分材料而产生的每单位体积之力／外．而总＇外力凡就、
是这儿遍及该材料体积的积分： _ 

,, 

｀、（ 、',· 
卢积V
气＼
表面4

., 

(89.28) 

在平衡态中，这个力会被来自附近材料跨越表面 A 所作
用之总力凡所抵消． 当这部分材料丕是处于平衡中时

如果它在运动一一则这个内力与外力之和就应等千-~
质董乘加速度．我们该有

~
~
 

·̀ , 、
合

`~ 
~`` 

, 

图 39-5 由表面4所包围的
一个小体积元 7

,.~ 
i 、...

, i ,; 

其中P 为材料密度，而子为其加速度．，现在我们可以结合(89..28)和(89.汹）两式，从而写成

- - .. -- . --- . . . ---- .. 一... ·-. 一--·一. -· 
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将通过
I=-儿+p干

这一定义来简化我们的写法．于是，式(39.25)便可以写成

(39.25) 

(39.26) 

十
六

(39.27) 

被称为凡的这个量与材料中的胁强有关．该胁强张量岛曾（在第三十一章中）被定
义为使跨越单位法线为九的一个表面元如上之力 dF的见分量，由下式给出：

dF,,=(S己心+S研11+S雾名心）也 (39.28) · 

千是作用于那一小部分材料上之F内的幻分量，就是 dF,, 遍及该表面的积分． 将此式代入
式(39.27) 中的＂分量，便得

(39.29) 
严
,
夕
-

我们已具备一个面积分与体积分间的关系——而这就向我们提醒某种曾在电学中学过

的东西．注意，如果忽略式(39.29)左边每个 S 上的第一个下角标亿，那么它看来就恰好象

一个"S".九量一一即一个矢量的法向分量一一遍及面积的积分． 它应该是"S''从该体积跑

出去的通量．而倘若利用高斯定律，则可以写成"S"之散度的体积分．事实上，无论该可下

标存在与否，它总是正确的一不过是一个你可以通过分部积分而得到的数学定理罢了．

换句话说，我们可将式(39.29)改写成

以詈＋詈＋詈） dV= f vfi瓦 (39.30) 

现在就可以抛弃那些体积分，而对／的一般分量写出其微分方程：

!,=~ as,, 
一 (39.31)

J. ax!. 

上式告诉我们有关每单位体积之力，如何同胁强张量岛联系起来．
关于固体内部运动的理论就是这样作出来的． 如果从认识其初位移一比如说，由 U

所给出的一一开始，便可以算出的．从这些胁变又可以根据式(&~,.12)而得到胁强．再从这
些胁强算出式(39.31) 中的力密度／，一且知道了／，便可以根据式(39.~6)而获得材料的加
速度＃，这会告诉我们关千位移将如何变化的情况．把一切东西都拼凑在一起，便会得到那
个令人可怕的有关弹性固体运动的方程式．我们只准备写下对各向同性材料所得到的且结

" 1 
果．如果你采用式 (39.20) 以表达 s,,, 并将 eu 写成一（如/aa;汁她/~.).则你在最后会得

2 

到这么一个矢量方程？

十
甲

/=(入十µ,)V(V•u)+µ,V飞 (39.32) 

事实上，你能够看出／与＂的关系坐盆会具有这一形式．力一定是取决于位移U的二
微商．但 U 的二次微商依然代表一个矢量的到底有哪一些呢？其一，是 V

个真正的矢量．唯一的另一个则是 V切，因此最普遍的形式即为

/=aV(V•u) +b"v切，

这只是对各常数下了不同定义的式(39.32)罢了．你可能会觉得奇怪，为什么我们没有用到

vxvxu 作为第三项，因为它也是一个矢最嘛．但要记住， VXVXU 同 V勺""".'V(V卫）是一

九
＿
＿
＿九六

、

- - --- - 今. -
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码事，因而它就是我们所已经有的那两项的一个线性组合． 把它加进去不会增加任何新的

东西．我们再一次证明了各向同性材料只会有两个弹性常数．

对于这种材料的运动方程，可以令式(39.32)等于成211,/犯－—一目前略去任何象重力那

祥的彻体力—一并得到

p 空一（入吁）V(V•u) +卢2"· (39.33) 
饥2

它看来有点象我们以前在电磁学中所曾有过的波方程式，只不过有一个附加的复杂项． 对

千弹性处处相同的材料，还可按下述办法看到其一般解的表现情形．你将会记起，任一矢量

场都可以写成两矢量之和：一个其散度为零；和另一个其旋度为零．换句话说，我们可令

u-u1+u,, 
其中

V• 止=0, VXU:i=O. 

(39.84) 

(39.35) 

把式(39.33) 中的＂代以 U1+U1, 我们便得

戎2;加 [u叶u,J == (入＋沁V(V•U:i) +沁l'(u叶u,). (39.36) 

通过取这一方程的散度而消去 U1,

p护/ot2(V•U,) = (入十µ,)V2(V•也） +µ,V•V2U2. 

由于算符(V2)和 (V·)可以掉换位置，我们便能将散度作为一个因子而分解出来，

V•{p伊Ull/护－（入+2µ,)沪u,} =0. (39.37) 

既然根据定义， Vx几=0, 则整个括号｛｝的旋度也会等于零；因而该括号本身就应恒等千

零，即

pa2u,/ot2= (i..+2沁沪ffll. (39.38) 

这是关于以速率 C9= ✓(入+2吟/p 运动之波的矢量波方程． 由于 u,;之旋度为零，就没有

任何切变会与这一种波有联系；这种波不过是上一章中曾经讨论过的那种压缩－—一声音型

的一一波，而其速度就恰恰是我们曾为 C正所找到的．

同祥地—一通过取式(39.36) 的旋度一—－我们能够证明 U1 会满足方程

p护"1/印=µ,V也. (39.39) 

这又是关于具有速率 011= ,.j元石之波的矢量波方程． 由千 V•U1 为零， U1 便不会产生密度

变化；这个矢量也相当于上一章中我们曾见过的那种横波或切型波，而 Cll= 如交液·

要是我们希望知道在一各向同性材料中的各静态胁强，原则上本来可以通过令／等千
零—一或等于象来自重力 pg 的那种静彻体力－~在与施于该大块材料的表面上之力有关

的一些条件下，求解方程(39.32)而找到．这比起电磁学中的相应问题稍为困难一些．之所

以较难，首先由于方程稍微难于掌握；而其次，则由于我们很可能感兴趣的弹性物体其形状

往往远较复杂．在电磁学中，我们所感兴趣的通常是对于环绕象柱体、球体等相对简单的几

何形状来求解麦克斯韦方程组，因为这些都是电学设备的合适形状．在弹性学中，我们所希

望分析的东西却可能具有十分复杂的形状一—象一个曲柄钩，或汽车里的曲轴，或汽轮机中

的转子． 象这样的问题有时可以通过数值计算法，即应用我们以前曾提及过的最小能量原

理来近似地算出．另一种办法是采用物体模型，利用偏振光以在实验上测量出那些胁变．

工作是这祥进行的：当一种透明的各向同性材料一一比如，一种象留西特那样的透明塑

料一一被置于胁强之下时，它就会变成双折射的了．如果你用偏振光照穿它，偏振面会被旋

转一个与胁强有关的角度．通过测量这个旋转角度，你就能测定该胁强了．图跄书表明这

_~.~ ~ 一---- - - -- -、一－
一·- --

夕
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胁强下的有
机玻璃模型

图 39-6 用偏报光测撮内胁强 图 39-7 从两块互相交叉的偏振片间所看到的一件受到挤

力的塑料模型［转载自 F. W. Sears, Optics, 1949] 

样一部装置看来会象个什么样子．图 39-7 则是处于胁强之下的一件形状复杂的光测弹性
模型的照片．

§39-4 非弹性行为

迄今在我们所谈及的一切情况中都曾假定胁强正比于胁变；一般说来，这是丕真实的．
图 39-8 显示一种可延性材料的典型胁强－胁变曲线． 对于小胁变来说，胁强与胁变的确成

正比．可是，当越过了某一点之后，胁强与胁变的关系就开始与直线有所偏离了．就许多种

我们每称之为“脆＂的——材料来说，只要稍为超

过该曲线在那里开始弯下去的那个胁变，物体就会破

裂一般说来，在该胁强－胁变关系中还有其他复杂

性．例如，若你对一物体施加胁变，则胁强可能最初会

很高，但随着时间胁强就会慢慢降低．而且，如果你已

达到了一个高胁强，但仍未达到该“破裂“点，则当你减

少胁变时，胁强将会沿另一条曲线返回来． 即有一个

小小滞后效应（象在磁性材料中我们曾在 B 和 H 的

关系上见到的）．

材料将会破裂的那个胁强，一种材料与另一种材

料的差异很大．有些材料在最大座胁强达到某一定值
时发生断裂另一些材料则会在最大堕胁强达到某一个值时破裂粉笔是一种张性比切性
弱得多的材料的例子． 如果你将一支粉笔在黑板上拉一拉，粉笔将在垂直于所加胁强的方
向上断裂，如图 39-9(a)所示．之所以在垂直于外加力的方向上断裂，是由于粉笔不过是一

堆易于拉开的凑合在一起的粒子而已然而，这一材料却较难于发生切变，因为其中粒子会
彼此互相妨碍．现在你必然会记起，当有一根处于扭转中之棒时，是有切力环绕着它的．并
且，也曾经证明过，切力相当于张力与压力在 45° 角上的组合．为了这些原因，如果你型趋

胁强

线性区域

諒釭
生

,.IIII.̀ IIII _ 

II 

, 
妇

图 39-8 大胁变的一个典型

胁强－胁变关系
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图 3酐8 (a)对两端拉挽而引起断裂的一支粉笔； (o)由扭转而断裂的粉笔

一支黑板上用的粉笔，它将沿着起初与轴成 45° 角的一个复杂的面而破裂． 一支这样破裂

了的粉笔的照片示如图 39-9(b), 粉笔是在张力最大的地方破裂的．

别的材料会以奇特而复杂的方式行动．材料越复杂，其行为就越发有趣． 如果取一条

“耐火塑胶布围巾＂，把它揉络成一团，并将其投掷到桌面上，它将会缓慢地自己舒展开来从

而恢复它原来的平坦形式． 乍一看来，我们也许会误认为是惯性在阻碍着它回复它的原来

样子．然而，简单的计算表明，惯性对于发生该效应还要小好几个数僵级．看来会有两种重

要的互相对抗的效应材料内部存在某种会“记起“它原先所有过的形状的“东西＂，并“试图”

恢复原样；但还有某种其他东西则是“较疼爱”那新的形状，而正在“阻碍＂着回到其先前的形

态上去．

我们将不尝试去描写耐火塑胶布中起作用的那种机制，但你可从下述燮型中获得关千

这种效应会怎样得来的一些概念．假设你想象有一种由长而柔顺但却坚韧的纤维与充满着

粘滞性液休的某些空洞互相混合在一起而构成的材料．也想象从一个洞到另一个洞存在一

些狭窄渠道使得液体能够从一个洞缓慢地流入它的邻洞．当我们揉绪一片这样的材料时，

就已经弄弯了那些长纤维，把在一处洞里的液体挤压出来而逼进到那些正在被拉伸着的其

他洞穴中去． 当我们把那片材料释放时，长纤维会试图恢复它们原来的形状．但要这样做

时，必须将液体全都逼回到原先的位置上去一一－由于粘滞性的缘故这将进行得相当慢． 在

我们将该片东西揉络时所加之力，比起由那些纤维所施之力要大得多． 我们能够迅速地将

其揉绪，但恢复的过程就较为缓慢了． 这无疑是那些大而强硬的分子与一些较小而易移动

的分子在该耐火塑胶布围巾中互相配合才对它的行为负责的．这一概念也符合于这么一桩

事实材料当较暖时会比冷时更迅速恢复它的原来形状－一－热量使那些小分子的可动性提

高了（降低了粘滞性．）

虽然我们刚才正在讨论胡克定律如何会崩溃，但引人注目之处却是胡克定律不但对于

大的胁变会发生崩溃，而且一般都应该是这样． 可通过考察材料中的胁变能量而获得为什

么会这样的某些概念．提出胁强正比于胁变，同提出胁变能且随胁变的平方而变化，是同一

回事．假设把一根棒扭转了一个小角度队 如果胡克定律正确，则胁变能量应当与 0 的平

方成正比． 如果我们假定这一能量为旋转角度的一个任意函数；那就可以把它写成环绕着

零角度的泰勒展开式：

四） =U(O)+U'(0)0+主护(0)沪＋点U'" (0) 0乓... (39.40) 
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转矩了等千 U对角度的微商；我们该有

-r(0) =U'(O) +U"(0)0+告U"'(O) 沪+··· (39 .41) 

现在，若从那平衡位置算起来量度我们的角度，则第一项便是零．因而第一个留下来之项是
----

与 0 成正比的；而对于足够小的角度，它将比那个伊项占优势．［事实上，材料内部会足够对

称，以致袄0) = --.(-0); 于是这个伊项便将为零，因而与线性的歧离就该只有来自那伊

项了．然而，为什么这对于压缩和伸张都应该适用，就找不出理由来了．］我们还未能加以解

释的事情在于，为什么材料往往会在那些高阶项变成明显之后不久就断裂．

§39-S 计算弹性常数

作为有关弹性学的最后一个题目，我们愿意来证明：从那些构成材料的原子的性质的某

些知识，人们本就可试图算出该材料的弹性常数来的． 我们将仅仅考虑象氯化钠那样的座

主立方品体的简单情况． 当一品体被施以胁力而呈现胁变时，它的体积和形状都会发生变

化． 这种变化引起了晶体中势能的增加．要算出这胁变能量的变化，得先弄清楚原子将会

跑到哪里去．在一些复杂晶体中，原子将按十分复杂的方式重新安排它们自己，以便使其总

能最尽可能地小．这使得对胁变能量的计算相当困难．然而，在一简单立方晶体的情况中，

就很容易看到将会发生的事情．品体内部的形变在几何形态上将与晶体外部边界的形变相

1,,,,l /"l,..1/ 

., / ,, /,, 

似．

我们能够按照下述办法对立方晶体算出其弹性

常数首先，在晶体中每一对原子之间，我们假定

某一力律． 然后，算出当晶体离开其平衡状态而发

生形变时其中内能的变化．这将向我们提供与所有

胁变的平方都成正比的一个在能最与胁变之间的关

系．将这样所得到的能量与式(39.13)相比较，就能

够验明每一项的系数与哪一个弹性常数 0心符合

一致．

在我们的例子中，将假定一个简单力律：两相邻

原子之间的力乃是塾力，即力作用于两原子的连线

上．应该预期，离子晶体中之力与此相类似，因为它

们基本上都只是库仑力．（共价键力往往较为复杂，

因为它们能够施一侧向力千相邻原子之上；我们将

不考虑这种复杂性．）我们也将仅仅包括每一原子与

其垦返塾及恣返巠之间的力． 换句话说，我们将做
出略去超过次近邻的一切力的一种近似化．在叮

平面上将要包括进去之力示如图 39-lO(a). 当然，
在 yz 和如两平面上的相应之力也都应当包括进去．

图 39-10 (a)我们正在计入的一些原子 由于我们只对适用于小胁变的那种弹性常数感

间力； (b)各原子由弹簧联系起来的模型 兴趣，因而就只需要在能量中与胁变的平方成正比

的那些项，所以就可以想象每一对原子间之力是随位移按线性变化的．于是，我们还可以设

- -- - - - - -一·

- --- ·- ••• 勹八.. , ... 
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想，每一对原子是由一条线性弹簧联系着的，如图 39—10(b) 所示． 所有连接一个钠原子与

一个氯原子间的弹簧都应具有同一弹性常数，比方说从在两钠原子间和两氯原子间的弹

簧本来可具有不同常数，但将通过取它们相等而使讨论较简单些；我们将统称之为 ks. (在

看出了计算如何进行之后，就该可以在以后的计算中取不同的 k 值．）

现在假定晶体的形变是通过由胁变张量 e,, 所描述的那种匀胁变产生的．在一般情况

下，它将具有牵涉到丐 g 和 z 的各种分量，但现在我们将仅仅考虑具有伍， e1111 和 eVII 这三个

分量的那种胁变，以便易于形象化地来进行考察．如果我们挑出一个原子作为原点，则其他

每一原子的位移都可由象(39.9)那样的方程来给出：

u,.=e.x+e动，
(39.42) 

均=e尹+e动．

假设把那个在 a:=y=O 处的原子

叫做"1 号原子”，并如图 39-11 所

示的那样对在 xy 平面上它的一

些近邻也加上号码．又把点阵常

数称为＂，我们便得到罗列于表

39-1 上的那些引向和 g 向位移

u盄和 "11.

现在可以算出储藏于那些弹

簧中的势能，那是 k/2 乘以每一

条弹簧的伸长之平方． 例如，在

原子 1 与原子 2 间的水平弹簧中

的能量就是

k1 (e.,.,a):i 
2 • (39.43) 

-- ,, 

_ 
`~I /-

I, 
f /' 
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注意在第一级近似上，原子 2 的

g 向位移并不会改变连结原子 1 与原子 2 间的那条弹簧的长度． 然而，要获得一条象连接

到原子 8 的那种对角线弹簧的胁变能量，就必须算出由于水平和竖向两位移所引起的长度

改变． 对于偏离该原来立方休的微小位移来说，我们可以写出到达原子 3 那个距离的改变

乃等于 u雾和 U11 分别在该对角线方向上的分量之和，即

图 39-11 1 号原子的最近邻及次近邻的位移（经过夸大后的）

歹(uz+u11).

利用从表上所得到的心和 U11 值，便可获得能量

今（言于字(ezz十e归十 ef1111 十 eflfl) 气 (39.44) 

对千在叨平面上的所有弹簧的总能量，我们需要八个象(39.43)和 (39.44) 式那样的项

之和，称这一能量为仄，便有

~(k 
2 

+ e,,., 十 611名十 e/1)/1 十 e1111)2丑心＋子 (e.,,,,-e11多飞＋心｝． (39. 茹）

-

-心，- - - --
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表 39-1

原 子 位 置 u., v11 k :x:, y 

1 0, 0 。 。

2 a, 0 e妇 e~xa kt 
3 a, a (e-十e叮） a （如+ew)a kt 
4 0, a e孕 6wJ k1 

5 -a, a (-e幻石＋兮）a （－今,.+ew)a k, 

6 -a, O -e/1).,a -e~,.a "1 
7 -a, -a 一 (e.,式-e劣~)a 一 (e11,,十eyu)a 炳

8 0, -a 一e码 -e沪 佑

9 a, -a (e元元 -e叩）a (e11.,-eyy)a 炳

要获得连接到原子 1 上去的所有弹簧的总能量，还必须对式(39.45) 中的能量再添加一项．

虽然我们只有胁变的＂向和 g 向分蜇，但仍然有在叨平面以外的与次近邻联系着的某些能

量．这附加的能量就是

k叭e;~.11十 e;卢） . (39.46) 

弹性常数与能量密度 w 间的关系由式 (39.13) 给出． 我们已计算出来的能量是与一个

原子联系着的，或毋宁说，是翌竖于每一原子的能量，因为每条弹簧的能量之半必须配给由

它连接着的两个原子中的每一个． 由于每单位体积里共有 1/a8 个原子， w与 Uo 的关系便

是

Uo 
叨＝ 2a3· 

要找出弹性常数 o,!7'1, 只须展开式(39.幻）中的那些平方式一一再加上式 (39.46) 的那

些项—一并把 e,;知的系数同式(39.13) 中的相应系数作比较．例如，把心和 e;,, 项都搜集

起来，我们便得到这样一个因子

（杞+27.,) 成，

因而 O:nz; 怎 =011111111= • 
杞+27.,

a . 
对于那些剩下来之项，就有一点儿复杂了． 由于我们不能够对诸如 8-81111 和 81111~:P 这两种积

之项区别开，在这里的能量表式中这种项的系数就应等于式 (39.13) 中该两项之和． 在式
(39.45) 中 8081111 的系数为 2k2, 因而我们有

（如11+01111n) =兰．

但由于在我们的晶体中的对称性， a,,,.v11=0si11=, 因而就有

0,,.,1/1/=01111:,;:,;=-
k, 

" 
按照相似过程，也可以得到

011111111=011.,11怎＝－－
&9 

" 
. 

最后我们将注意到，任一牵涉到”或 g只有一次之项都为零一一正如上面曾从对称方面的

论证所断定的．综合上述结果：

••• •• 心气

、...
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。
杞+2k~

:rzzz= 01111vv= # . a 

le., 
。叩，11=G11z11z= —气

a 

Dxxw=01111zz=0,,1111z= Ogu11=~ 
a , 

(39 .47) 

O,_屯 =O:z111111=•··=0

我们已能够把大块材料的弹性常数联系到出现在常数杞和 k, 的那些原子性质上去了．

在我们的特殊情况中， O""""=O:z:z1111, 结果变成一一正如你也许会从计算进行的方式中看到

的一一对千立方晶体来说，这些项垫些相等，不管被计进去的力项共有多少个，且覂力是沿

着连接每对原子间之线作用着的一—这；就是说，只要存在千原子之间的力是象弹簧那样，而

不具有你也许会从一根胧梁那里得到的（以及你在共价键中所确实得到的）那种侧向部分．

我们可以用测定弹性常数的实验结果来核对这一结论．在表 39-2 上所给出的是若千

种立方晶体的三个弹性系数的观测值气你将会注意到， OIZll1/1/ 与 O:z11叩一般不相等．原因是，

在象钠和钾那些金属中原子间的力并不沿连接着原子间的直线，如同我们在上述模型中所

假定的．金刚石也不会服从该定律，因为其中之力是共价力，具有某些方向性——那些键会

倾向于指着四面体角．象氮化悝、氯化钠那样的离子晶体，的确具有我们在模型中所假定的

几乎全部那些物理性质，因而 o_ 和 011!1/IZI/ 就几乎相等． 但不清楚为什么氯化银就不满足

。一=O., 这一条件．

表 39-2骨 立方晶体的弹性模量（以 1ou 达因／厘米2为单位）

G,,..,,, 雾 C C叩y C 叩叩

Na 0.055 0.042 0.049 

K 0.046 0.037 0.026 

Fe 2.37 1.41 1.16 

金刚石 10.76 1.25 5.76 

Al 1.08 0.62 0.28 

T.iF i.19 0.54 0.53 

NaCl 0.486 0.127 0.128 

KCI 0.40 0.062 0.062 

NaBr 0.33 0.13 0.13 

KI 0.27 0.043 0.042 

AgCl 0.60 0.36 0.062 

．转载自 O.Ki如1, I动过四切 to Sol记 St心 Physics, 2nd ed., 1956, p. 98. 

．在文献中你将常看到另一种不同记法也在使用．比如，入们往往写成 0.,亿生心 =011, 0.-:,w-CH 和 O,.u""=O.几

•. • . ... 沁.. 喇会:

-气- -- -- -



40 
干水的流动

§40-1 流体静力学

流体，特别是水的流动这一课题使每个人都神魂颠倒．我们均能记起自己小时候，在澡

盆里或在泥浆水坑里与那种奇怪的东西玩耍． 当我们逐渐长大时，便会注视着河流、瀑布、

以及旋涡水塘，因而被这种相对千固体来说似乎象是活生生的物质所迷住． 流体的行为在

许多方面都很出人意外并且十分有趣——它是本章和下一章的课题．一个小孩子企图在街

道上阻塞一股小水流的努力，以及他对水会选择它的途径的那种奇特方式所感到的惊异，

与我们长年来对认识流体流动的尝试，具有类似性质． 我们试图获得描述流动的那些定律

和方程式一在我们的认识方面一一一来垒筑我们的水坝．我们将在这一章中描述这些尝

试． 而在下一章中，将描述水如何会冲出水坝而逃避我们探索它的一切尝试的那种独特方

式．

假定关于水的基本性质你们都已熟悉了．区别流体与固体的一个主要性质就是流体不

能在任何时间内里拉一个切胁强． 如果我们对流体施以一切力，它将在这切力之下运动．

象蜜糖那样较稠的液体，比起象空气或水的流体来就不那么容易流动． 对一流体量度其屈

服的难易程度的乃是它的粘滞性． 在本章中，我们将只考虑其中粘滞效应可以忽略的那些

情况．粘滞效应将在下一章中才考虑进去．

我们将从考虑塑体静力学，即流体在静止不动时的理论开始．当流体静止时，并没有任

何切力（甚至对于粘滞性液体亦然）．因此，流体静力学的定律是：胁强总是垂宜于流体内的

任一个面．每单位面积的这一法向力叫做压塑．从在一静止流体中不存在切力这一事实出

发，就可以推断出压胁强对于一切方向都相等（图 40-1). 我们将让你这样来取乐，即证明

若在流体中的任一个面上没有切力，则压强必然会在任一方向上都相同．

在一流体中的压强，可以逐点变化．例如，在地面上某一种静流体中，压强将由于流体

表面

\ 

\ 

图 40-1 在一静流体中．跨过任一个

面的单位面积之力与该面垂直，并且对

于所有一切取向之面都相同

』一

/ 
静液体

4巴气.?。二竺h✓- /. 

/ 

. 
/ 

t_P = p。;h=O
一．－－－

// 
图 40-2 在一静液体中的压强

h , 

/ 

• -... •• -号，｀
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的重量而随高度变化，如果该流体的密度被认为不变，并如果称某一任意零水平的压强为

'P. (图 40-2), 则在高于这一点的高度 h 上的压强就是忙节矿-pgh, 其中 g 为每单位质量的

重力．因此，这一组合

p+pgh 

在静流体中是一恒量． 这个关系式你们总会熟悉，但现在却要来导出一个上式只不过是一

种特殊情况的更为普遍的结果．

如果考虑水的一个小立方体，那么作用于其

上的来自压强方面的净力是什么呢？因为在任一
p 

点压强在所有各个方向上都相同，所以就只有由 ___!___ 

于压强逐点变化才会形成每单位体积中的净力. I ｀应L 
假设压强在幻方向上正在变化一一而我们所选取

的各坐标轴方向都平行千该立方体的各边．这样 g fAg l~~ 
施千工处之面上的压强就会提供一个p匆上之力 图 40-3 施于立方体上的净压

（图 40-3), 而在妇十血处之面上的压强则提供 力为每单位体积一VP

一切+(ap/彻）血］匈心之力，因而净力为一（行／彻）血匆生 如果我们考虑这一立方体的

其余各对表面，便将容易看出，每单位体积的来自压强方面之力为一Vp. 若除此之外还有

别种力一一诸如重力一一则这一压强就必须对之抵消才能得到平衡．

让我们取一个这种附加力可以由一势能来加以描述－一一诸如在重力情况下就理该如此
的一一－那种场合；我们将令中代表每单位质量的势能．（比如，对于重力，中就恰好是 gz). 每

单位质量之力通过一V中用这势来表出，因而若p 为该流体密度，则每单位体积中之力就是

-pV中． 为取得平衡，这种每单位体积之力加上那种压强方面的每单位体积之力就必须给

出零

如pt-a.flit 

` 

-Vp-pV中一 o. · . (40.1) 

式(40.1)就是流体静力学方程．在二塾情况下，它丕会有塑簦．若密度在空间中按任意方

式变化，就没有办法使得这些力互相抵消，因而该流体就不会处于一静态平衡中．此时对流

将开始出现．我们从这一方程就可以清楚地看出，因为那压强项是一纯粹陡度，而对于一个

可变的 p 则那另一项并不是陡度．只有当 p 是一常数时，该势项才是一纯粹陡度．此时方

程就有一个解答

p+p中一常数．

另一种容许流体静力平衡的可能性是， p 仅为 'P 的函数然而4戈们将丢下流体静力学这＿

课题，因为它比起那流体动起来的情况总不那么有趣．

§40-2 运动方程

首先，将按照一种纯抽象的、理论的方式来讨论流体的运动，然后才考虑一些特殊例子．

耍描述流体的运动，我们必须给出它在每一点上的性质．比方，在不同地方，水（让我们称该

流体为“水”吧）以不同搓覂运动．因此，要规定流动的特性，就必须给出在任一点和任一时

刻速度的三个分量． 如果能够找出确定速度的方程式，那么我们便该懂得流体在任何时刻

是怎样运动着了．然而，速度并非流体所具有的逐点变化的唯一性质．我们刚才已讨论过

从一点至另一点的区巠变化．此外还有其他各种变址．可能也有巠婴方面的逐点变化．并

-

心'一--一.
--



506 费曼物理学讲义（第二卷）

且，该流体可能是一导体，其中载有在大小和方向上都会发生变化的密度为j 的电塾．可能

又有逐点变化着的里座或壁堑，等等．因此，所需用以描述整个情况之场的数目就将取决于

问题到底有多么复杂．有在其中电流和磁场对于确定流体行为都会起主要作用的一些有趣

现象；这一部门称为邀流体动力翌：，目前已受到极大注意．然而，我们将不讨论这些较复杂

情况，因为在复杂性较低的水平上就已经有一些满有趣味的现象，而即使这些较初级的水平

也将表现出足够的复杂性．

我们将考虑其中没有磁场也没有导电的那种情况，并将不对温度操心，因为我们将假定

密度和压强会按照唯一的方式确定任一点的温度． 事实上，还要作出密度不变的假定

设想该流体基本上是不可压缩的一一t以减少工作的复杂性． 换句话说，我们是在假定压强

变化竟会那么小，以致由之而产生的密度变化可以忽略不计．如果情况不是这样，则将遇到

越出这里即将要加以讨论的范围之外的一些现象一一比如说，声波或冲击波的传播． 我们

已在某种程度上讨论过声波和冲击波的传播，因而现在就将通过作密度 p 是一恒量的假定，

把我们关于流体动力学的考虑与这些其他现象隔离开来． 不难判定，在什么时候这 p不变

的假定才是一个好的假定．我们可以说，若在流体中的流动速度比起声波的速率来小得多，

则无需担心密度的变化．水逃避我们对之作理解的尝试并不与密度不变这一近似性有关．

那些的确会容许它逃避为人们所理解的复杂性将在下一章中讨论．

在有关流体的普遍理论中，人们必须从物态方程出发，那是联系该流体中的压强和密度- -_- -_- - -_- -_-

的．在我们的近似程度上，这一物态方程只不过是

p=常数．

那么，这就是关于我们各变量间的第一个关系式了． 次一个关系式表达物质守恒—一若物

质是从某一点流出的，则所遗留下来的量中就一定有所减少．设该物体的速度为 v, 则单位

时间流经单位面积的质堂就是 pV 垂直于该面的分量．我们曾在电学中有过一个相似关系

式．也已从电学中认识到这么一个量的散度会给出每单位时间密度的减少率．同样，方程

寸 (pv)=--
8p 
_ at (40.2) 

表达了关于流体的质量守恒；它是流体动力学中的连续性方程．在我们的近似程度、即在不

可压缩流体的那种近似上， p 是恒量，因而连续性方程就仅仅是

V•V=O. (40.3) 

流体速度 V一象磁场 B 那样一一具有零散度．（流体动力学方程往往酷似电动力学方

程；这就是为什么我们要先学习电动力学的缘故．有些人却从相反方面论证；认为人们应先

学习流体动力学，以便此后能更易于理解电学． 可是电动力学实际上要比流体动力学容易

得多．）

我们要从牛顿定律得到下一个方程，而牛顿定律向我们说明速度是如何由于力的作用

而发生变化的．流体中一个体积元的质量乘以其加速度就应等于施于此体积元上之力．取

一个单位体积元，并将每单位体积之力写成 f, 便有

pX(加速度） =f. 
我们将把这个力密度写成下述三项之和．曾经讨论过每单位体积的压强方面之力为-Vp.

此外，还有从远处作用着一一象重力或电力那样一一的一些“外“力． 当它们具有每单位质

量的势中时，就会提供一个力密度-pV中．（若这些外力并非保守的，则必须对每单位体积的

- --叩－~ 一·-·.、·-干..
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` 

外力写成f外．）然后，又再有另一种每单位体积的“内“力，那是基千在塾翌流体中也可能会

存在切胁强这一桩事实的．这称为粘滞力，我们将把它写成f黏淆．千是，流体的运动方程就

是

px(加速度） =-Vp-pV中+J粘淆. (40.4) 

在本章中，我们将假定液体是“稀薄＂的，以表明粘滞性不重要，从而将略去f粘澹．当丢

掉这一粘滞项时，我们就正在作出这样一种近似，即所描写的乃是某一种理想材料而并非真

正的水．约翰·冯·诺埃曼 (John von Neumann) 就曾深切地意识到当没有这一粘滞项与

有这一项时所发生的巨大差别，而他也意识到，在直到约 1900 年时流体动力学的大部分发

展中，几乎主要兴趣都集中在求解具有这一假定而几乎与实际流体亳无关系的那些华丽塾

燮问题上．他把那种从事于这样分析的理论家标志为研究“千水”的人们．这样的分析漏掉

了流体的一个基空性质．正是因为我们在本章的计算中都要漏掉这一性质，所以才给它“干

水的流动”这么一个标题我们把对真实的
_. 

水的讨论推迟到下一章中．

如果丢掉f歉膏，则在式 (40.4) 中除了关

于加速度的表式以外，我们就有了所需的一

切． 你或许会认为，关于一流体质点的加速
质点路线

度公式会十分简单，因为似乎很明显，若 v是 ＼、
流体中一个质点在某处的速度，则加速度该

不过是加／祝罢了．但这迸丕怼－一一而且是

由于某一相当微妙的原因．这一微商加;at

是在空间一个堕足座上的速度 v(幻， 11, z, t) 的变率．我们所需要的却是有关流体一个特定

壅生的速度变化有多快．试想象对其中一滴水用有色斑点来标明，以便能够对它进行观察．

在一个时间小间隔出内，这一点将移动至一个不同位置．如果该水滴正在沿某一如图 40---4

所示的路线运动，则它可能在出内从凡移至乌．事实上，它将在＂向上移过心艺生在 g 向
上移过心,At, 并在 2 向上移过心“生我们看到，若 v(x,'!I, z, t)代表在 (a;, Y, 分点和在 t 时刻

的流体质点速度，则这匣二质点在 t+出时刻的速度就要由 v(妇十血， ?I+匀， z+血， t+~t)

来给出，其中

I 
v+~v 
夕

图心-4 表明一流休质点的加速度

血＝为生 匆= v11.Llt, Az = Ve.di• 

根据偏微分的定义一一回顾式(2.7)一一我们对它展开至一阶，便有

v(匹十。占， y+v11Llt, 叶v,Llt, t+Llt) 

-v(亿， 'Y, z, t)+詈也出＋詈V11出＋詈心＋詈生
因而加速度加ILit 就是

加勿，加 ov
“荔-+v11苟飞荔－＋百·

可以将这个式用算符形式一—把 V 当成一个矢量看待一一一来写成

(v•V)v+ 
av . 

．百~.. 心 (40.5) 

注意，即使加／饥=0, 以致在二给定点上速度并非正在变化，仍可能有加速度作为一个例
子，在一圆周上以恒定速率流动着的水是在加速着的，尽管在一给定点上的速度并不发生变

- - - _, -- - - -一--- - - - --- - --- - ---一一一- -- -
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化．当然，原因是，起初在圆周某点的特定部分之水其速度在一会儿之后，已经具有不同的

方向了；这表明有一个向心加速度．

上述理论的其余部分就只是属于数学方面一一求解将式 (40.5) 中的加速度代入式

(40.4)而得到的运动方程．我们得到

初百+ (V•V)v = -立－邓， (40.6)
p 

在此式中粘滞性已被略去．可以通过利用从矢最分析得来的下列恒等式：

(v•V)v= (Vxv) xv十一V(v•v)
2 

而把上述方程作重新安排．如果现在就座义一个新的经星~ 即 V 之旋度，
D=Vxv, 

则这一矢量恒等式还可以写成

(v•V)v=D xv+千 Vv气

而我们的运动方程(40.6) 将会变成

(40. 7) 

加

祝
+Dxv+-V护＝－

2 
立－邓. (40.8) 

p 

你可以通过核对 (40.6) 和 (40.8)两方程中两边的各分量都彼此相等一一并利用式 (40. 7) 

而证实该两方程是等效的．

这矢扯场 9 称为翌塾婴． 如果涡旋度处处为零，就应该说流动是远座堕． 我们曾在

§3-5 节中定义过一个称为矢量场的环流的东西．在流体中环绕任一闭合回线的环流就是
- - -一＿

在某一时刻流体速度环绕该回线的线积分：

于是对于一个无限小的回线来说，每单位面积的环流一一利用斯托克斯定理一一就会等于

vxv. 因此，涡旋度 O就是围绕一单位面积（垂直于 O 的方向）的环流．由此也可推断出：
如果你将一小点灰尘－－刁遠梦亡限小之点·一一放进该液体中任一处，它就会以角速度 D/2

旋转着．试看你能否加以证明．你也可以对放在一个转盘上的一桶水，其 Q 乃二倍千水之

局部角速度，而加以核对．

如果我们仅对于速度场感兴趣，便可将压强从各式中消去，取式(40.8)两边的旋度，记

住 p 是恒抵，而任一陡度的旋度都为零，并利用式(40.3), 便得

an -=--+Vx (D xv) =0. (40.9) 

上述方程，联合下列两式

D=Vxv 
和

(40.10) 

V•V=O, (40.11) 

便完整地描述了速度场 v. 从数学方面讲，如果在某一时刻知道了 D, 那么我们就会知道速

度的旋度，而同时也明白速度的散度为零，因而若给定该物理情况，我们便具有确定每一处

之 V 所需的一切了． （这刚好象在磁学情况中，曾经有过 V•B=O 和 V><B=j/eoc2 那样．）

于是，一个给定的 O 会确定 v, 就正如一个给定的i会确定 B一样．然后，一旦知道了 v,

~ ~---~.~ 夕~ ~ 
... 
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式(40.9)便告诉我们关于 O 的变率，由此便可获得在下一时刻一个新的 n. 利用式

(40.10), 我们又找出了一个新的 V 来，如此等等．你看这些方程怎么会含有为算出流动所

需的一切机制．然而，要注意这一手续只会给出速度场；而我们已丧失了有关压强方面的一

切知识了．

还要指出该方程的一个特殊后果．若在任一时刻 t 处处的 D=O, 则 an;at 也是零，因
而在 t+L1t 时刻 O 仍然处处为零．我们对该方程便已有了一个解；流动是永远无旋的．假

如流动从零转动开始，就会永远没有旋转．此时，待解的方程组为

V•v=O, Vxv=O. 

这些刚好象在自由空间中有关静电场或静磁场的那种方程组．对此我们以后将回来再作讨

论，并考察其中某些特殊问题

§40-3 稳流一一伯努利定理

现在要回到运动方程(40.8) 上来，但将限于讨论“稳恒“流动的情况． 所谓稳流我们指

的是，在流体中任一处的速度永远不会发生变化的 __ 1------------
那种流动． 在任一点处的流体，总是由新的流体以 ! _______—---... "'~ 
完全相同的方式进行埴补．速度图形看起来总是一

样一一句是一个静态矢量场．如同在静磁学中我们 ! 
曾画出那些“场线”一样，现在也可以把那些始终切 l 

于流体速度的线画出来，如图 40-5 所示．这些线称
I 
I 

为塑塾． 对于稳流来说，它们显然就是流体质点的

实际路线（在非稳流中，这个流线图案会随时间改 I 
变，因而在任一时刻这一流线图形就并非代表一个 L-L .L , J 

流体质点的路线．）

稳流并不意味没有什么情况发生一一箭出司刁的原子正在运动，并变更其速度． 那仅仅

意味着 av戊t=O. 于是，若我们对该运动方程点乘以 v, 则 v•(Dxv)项会取消，而仅遗留

下

I 
I 

I 
I 

! 
I 
I 

图 40-5 流体稳恒流动中的流线

(40.12) 

上述方程申述，对千在流体速度的方向上的一个小位移，这括号内之量不会改变．现在，在---- - _- --------_-_- _- _- _- --~- -_ - _- _-_-_- - - - _- - - - --- _- _- _- - - ---- - - - . _-_-_ 

一稳流中每一位移都会沿着流线，因而式(40.12)就会告诉我们：对于沿一流线的一切点，我

们能够写出

卫＋上 v:11丑＝常数（沿着流线）．
p 2 

(40.13) 

这就是伯努利 (Bernoulli) 定理．右边那个常数，一般地说，对于不同流线可以有所不同；我

们所知道的一切就是式 (40.13)左边沿一给定流线之值全都相同．偶尔，我们可注意到，对

于 D=O 的那种稳恒远座运动，运动方程(40.8) 会向我们提供这么一个关系式

使得

上十土。＇＋忙常数（处处）．
p 2 

(40.14) 

- - - -- - -------- - -令- - - -
-···-气- - -夕
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这除了目前该常数怼了整个流体都县有同二乏塾堡之外，与式(40.13) 完全相同．
事实上，伯努利定理只不过是有关能量守恒的一种表述． 象这样的一个守恒定理会提

供关于流动的大量知识，而不须实际去解那些详尽方程． 伯努利定理竟是那么重要而又那

么简单，使得我们愿意向你们表明，如何可通过一种与刚才所用的那种正规运算不同的方式

来将其推导出来．设想如图 40-6 所示的由一束相邻流线所形成的一个流管．既然这个管

的壁是由流线构成的，便不会有流体穿越管壁而流出． 让我们把这个流管一端的截面叫做

A1, 那里的流速为伪，密度为 Pi, 而势能为伞．在管的另一端，这些对应之量则分别为 A1,

心，，内和中ll. 现在，在经历了一个短时间间隔 At 之后，在 A1 处的流体已经移过一小段距离

心t, 而在丛处的流体则移过叩出另一段距离［图 40-6(b)]. 邕堂守恒要求凡通过 .A.1 而

进入的质量必须等于通过丛而离开的质量．在管两端处这两质量应该相同：

AM=p1A1叱At = p,A,v,Llt. 

因此，就有这么一个等式

Pl.A凸=p2A心．

这个式子告诉我们；若 p 是一恒益，则速度与流管的截面积互成反比．

---
- -, 

(a) 

V I ---c: 

A I 

V2 

---_ --

I 
A2 

, 

(b) 

... ．、
---勺::-,.--: . . . 

二兰＼｀｝
图40七在一个流管里流体的运动

~ 

(40.15) 

现在要来计算由流体压强所作之功．对那些进入生的流体所作之功为 7.>t.A1也出，而在

儿处流体所付出之功则为妇丛四L1t. 因此，作于 A1 与丛间的流体上的净功为

炉A仅1..dt一妇丛v,L1t,

这应当等于该流体质量 AM在从A1 至 .A., 中所增加的能量，换句话说，

妇A1叱Lit-妇丛v,.dt=t:JM(E51- 趴）， (40.16) 

其中此为在 A1 处每单位质量的流体能量，而 E, 则为在丛处每单位质量的能量．流体的
每单位质量能量可以写成

E=-v耳cp+U,
2 

1 
其中一沪为每单位质量的动能，中为每单位质量的势能，而 U 则代表流体每单位质量的内2 

能的一个附加项．比方，内能也许相当于在一可压缩流体中的热能，或相当于化学能．所有

这些量都可以逐点变化．引用这一种形式的能量于式(40.16) 中，便有

伪A炒1Llt _作儿VtAt =上
LIM LIM 2 吟心＋也一歹对一中1-U1.

但我们已见到 J.M=pA过t, 因而即可获得

-·· 一~- -- . - . 
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互＋上对＋中1+U1=立＋上v~+如＋店，
P1 2 P2 2 

这是带有内能这一附加项的伯努利结果．若流体是不可压缩的，则该内能项在两边相等，而

我们又再一次得到了那个对于任一流线

都适用的式(40.14).

现在考虑某些简单例子，其中伯努

利积分向我们提供对该流动的描述．假

设有从靠近桶底一个小孔流出来之水，
如图 40-7 所示．我们考虑这么一种情

况，即其中小孔处的流速 VIBll 比起靠近

桶顶处的流速要大得多；换句话说，设想

桶的直径有那么大以致我们可略去水位

的降落．在桶顶处压强为 Po, 即大气压，

而在喷口处之旁压强也是 j:)o. 现在就

对诸如图上所画出来的那条流线写出伯
努利方程．在桶顶，我们取 0 等于零，同

时也取重力势中为零．在喷口处速率为 VIBll, 而中＝—gh, 因而

伪一Po+可 P。比 -pgh,

(40.17) 

几

__ _t __ 

水 l

一一 - ' - -
----t--

- - -'- - -
` ---\--

\ 

．流线---­
\ _____ , __ 

\ 

—一一一—、 ..... — ll..._o氏-—- - - - - - -- -- -- 、
~ V出口

、

....... ·. 

图 40-7 从水桶涌出米的水流

也即

"• 口＝亨. (4-0.18) 
这一速度恰好就是对降落了 h 距离的某一物体所该得到的． 这不会太令人惊异，因为在喷

口处的水以在桶顶的势能作为代价而获得了动能．然而，却不要由此得出这么一个概念，即

可以通过用这一速度乘该小孔面积而算出流体从该桶涌出的时率． 当喷流离开小孔时，流

体的速度并非完全平行，而是带有内向于流

管中心线的分量一一喷流会逐渐收缩．在经

历了一小段路程后，这喷流的收缩便停止，而

速度确实会变成平行．因此，总流量乃是速度

乘以痉蕊生的面积． 事实上，若我们有一个

仅仅是圆形而却有锐利边缘的小孔的那一种

排水口，则喷流将缩小至小孔面积的百分之

六十二． 对于不同形状的排水管，这缩小了

的有效排泄面积会不相同，而关于这种实验

收缩率的射流系数表可从手册中查得．
·. . . - - _-_-c一．

如果排水管属于重入式的，示如图 40-8,

则人们可用最漂亮的方式证明这射流系数恰

为百分之五十．下面将给出如何作这一证明

的一点暗示．我们曾用能量守恒以获得速

度，即式(4-0.18), 但也有动量守恒方面必须加以考虑．既然在排出喷流中有动量流出，就一
定有一个力作用于排水管的横截面上．这力是从哪里来的呢？力必须来自桶壁上的压强．

-- - - - -

一．一

- --
" -- ，一 l

.. 

勹＿一二 二二
、

. 
图 40-8 若用一条重入式排水管，则

水流将缩小至孔的面积之一半

~＂~ ~ 八- . - - - - .. •··. . .. . _.-, 
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只要该射流孔细小并远离桶壁，则靠近桶壁的流速将十分微小．因此，施于每个面上的压强

就几乎与在静止流体中的静压强一从式(40.14) 中得出的一完全一样．于是，在桶的侧

壁任一点上的静压强就必须为对面壁一对应点上

的相等压强所抵消，除了面对该排出管的壁上的..-~_-_ 

那些点以外．如果我们算出由这一压强所引起的

通过该喷流而倾倒出来的动量，则能够证明该射

流系数为 1/2. 然而，对千象图 40-7 所示的那种

排水孔我们就不能应用这一方法，因为速度沿桶

壁在接近该排水孔面积处就一直在增大，这会产

生一个压强降，那是我们无法算出的．

让我们来看另一例子－一一一个具有变化截面

的水平管，示如图 40-9, 水从一端流入，而由另一

端流出．能量守恒，亦即伯努利公式申述在速度

较高的那个颈缩区压强会比较低．我们可以通过

下述办法来轻易地演示这一效应，即利用在流管的不同截面处接上去的一些小口径竖管

小到足以使它们不会影响流动——来量度各处的压强． 这时，压强是由这些竖管中的

水柱高度来给予量度的．在颈缩处所找到的压强会小于在任何一侧上的．如果在经过颈缩

区之后，面积又恢复到未经颈缩区前的同一数值，则压强又会再升高．伯努利公式该会预言，

在颈缩区下游的压强应与上游的一样，但实际上却显著地出现较低．我们的预言所以有误，

是由于忽略了那些摩擦性粘滞力，这些力会引起压强沿着管道下降． 但即使不管这一种压

强降，在颈缩处的压强（由千增大了的速率）仍明显

地低于其任一侧的一一正如伯努利所预言的那样．

速率叩肯定应当超过迈才能使同一水量流经那较

窄的管道． 因此，水在从宽处流至窄处时是被加速

的．提供这一加速度之力则来自那压强降．

还可用另一个简单演示来核对我们的结果．假

设有一个接千桶旁而会向上喷射的排水管，如图

40-10 所示．要是射流速度恰好等于 J码五，则这排

出之水就应当上升至与桶顶水面相平的高度．根据

实验，它稍为达不到．我们的预言大体正确，但在能

量守恒公式中那还未被包括进去的粘滞阻力又一次

引起了能量损耗．

你有没有拿着两块互相靠近的纸片而试图把它

们吹开？试试看．它们反而会呈想贴紧的．当然，其中的原因是，空气流经两纸片中间那缩
窄了的空间时，比起流经外面具有较高速率．在两片之间的压强比大气压低，因而它们就互

相贴紧而不是互相离开．

~
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图 40-9 在速度最大处压强最低
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图心-10 11 不会等千 J汤i 的证阴

§40-4 环流

在上一节的开头我们曾经见到，若有不存在环流的不可压缩流体，则流动会满足下列两

~. 
·-··- ----一-- . 一
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式：
V•V=O, Vxv=O. (40.19) 

这些与在自由空间的静电或静磁方程组相同．当没有电荷时，电场之散度为零，而电场的旋
度则总是等于零的．若没有电流，磁场的旋度为零，

而磁场的散度则永远等于零．因此，方程组(40.19)

与静电学中对于 E, 或静磁学中对于 B 都具有相同

之解．事实上，我们曾在 §12-5 节中，作为对静电 (a)

学的类比，解过流体流经一个球体的那种流动问题．

该电学模拟就是一匀强电场加上一偶极子场．这偶

极子场被调整到使得垂直于球面上的流速为零．对

经由一根柱体的同一类流动问题，可以按相似的办

法即利用一个适当的线型偶极子场和一均匀流场来 Cb)

算出． 这一种解答，对于在远处的流速一一包括大

小和方向一一为恒量的那种情况，是正确的． 这个
解简略地示如图 40-ll(a).

当条件使得在远处的流体都是在围绕着该柱体

的一些圆周上作运动时，对于围绕一根柱体的流动

就有另一个解．于是，流动处处都环绕着圆周，如图

40-11(b)所示．象这样的流动有一个环流围绕着该

柱体，尽管此时在流体中 Vxv 仍为零． 怎样才能
(c) 

有环流而没有旋度呢？围绕该柱体有环流是因为环

绕任一垫堑柱体在庄的回线的 V的线积分不等千

零． 同时， V 围绕任一丕包括该柱体在内的闭合路
线的线积分却都是零．当我们过去求围绕一根导线

的磁场时，也曾见过这同一事态.B 之旋度在导线

外为零，虽则匪绕一条包括该导线在内的路线 B 之线积分却不为零．在围绕一根柱体的环

流中的速度场，与陨绕一根导线的磁场，恰好彼此相同．对于以柱体的轴心为中心的一条圆

周路线，速度的线积分为

仕

. " 

图 40-11 (a)理想流体正流经一根柱

体； (b) 围绕一柱体的环流； (c)是 (a)

和 (b) 两者的迭加

" 

在无旋流动中这一积分必然与 r 无关．让我们叫这一常数之值做 c, 那么便有

C 
心=--

2兀r
(40.20) 

式中心是切向速度，而 r 则是从轴心量起的距离．

关于围绕一小孔的流体环流可以作一个精彩的演示．你取一个在底面中心处开有一个

排水孔的透明柱形桶． 把这个桶装满了水，用一根棍子在其中搅起一些环流，然后拉开孔

塞．你便会获得如图 40-12 所示的那一种优美效应．（你在浴盆中也曾多次见过与此相类似

的东西！）虽然你在开头时加入某一~, 但由于粘滞性的原故它不久就会消失而流动变成无

旋的了一一炵尽管此时还有围绕着该排水孔的环流．

根据理论，我们能够算出水之内部表面形状． 当一水质点向中心流入时，它会拾得速

. ..... . “一· l 、“心'霎扣牛、心户_, '声一 · 
- , 
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率．根据式(40.20), 该切向速度与 1片成正比一—这恰好出自角动量守恒一~正如溜冰者

缩回两只手臂一样． 并且径向速度也正比于 1/'1'. 若略去切向速度，就有沿着径向而朝向

、\-,.,,,

、- \ 一I
\-/ 

_ 

- -、＼寸
、三I -- ., >"- , - ..... 

'"- --- \.- ---、
'- -®-,,,,,,' 

之:- 11-
下一

勹

中心流进孔里去之水；根据 V•V=O, 可以推断出径向速度会正比千

1/'1'. 因此，总速度也与 1片成正比，从而水将沿着阿基米德

(Archimede) 螺线奔流．空气与水间的界面全都处千大气压强之下，

因而它必须具有一一根据式 (40.14)——这么一种性质．

1 
gz+-泸＝常数．

2 

, 但由于 o 与 1片成正比，从而该表面形状便是

(z....:.zo) =一-k 
产·

一个有趣之点一—这溃追地说是不一正确的，但对于不可压缩的
无旋流动则是正确的一乃是：若我们拥有两个解，则它们之和又将

是一个解．这属正确，因为方程组(40.19)是线性的．流体动力学的

完整方程组 (40.8) 、 (40.9入和 (40.10)却都不是线性的，那会造成重

图 40-12 带有环流之 大差别．然而，对于围绕柱体的无旋流动来说，我们可以将图 40-且
水从桶中排出

(a) 的流动迭加于图 40-ll(b) 的流动之上，而获得一个示如图的-11

(o) 的那种新型流动图案．这一种流动特别令人感兴趣．在柱体上面的流速高于在其下面

的．因此，在上厘的压强就会怹度在下面的．这样，当一个围绕着柱体的环流旦一个纯水平

方向流动相结合时，就会有一个净竖向力作用于该柱体上－一－这称为升力．当然，按照我们
亡一＿一＿－．－ -__-_-_-_ 

关于“千“水的理论，若没有环流，就不会有净力作用于任何物体上．

§40-5 涡旋线

对于其中可能有涡旋的不可压缩流体，其流动的一般方程式为

I. 立V=O,

II. IJ=Vxv, 

III. oD 
at +vx (!Jxv) =0. 

这些方程的物理内容曾由亥姆霍兹 (Helmholtz)通过三个定理用语言描述过．首先，设想在

流体中我们所画出来的乃是避塾塾而不是流线．所谓涡旋线，指的是具有D 的方向并在任

一区域里都具有与 O的大小成正比的密度的那种场线．根据上列方程 II,!J 的散度迫些

等于零（回忆起一一-§3-7一旋度的散度总是零）． 因此，涡旋线就象B 线那样一一它

们从来既没有始点也没有终点，因而将会倾向于形成闭合回线． 现在亥姆霍兹通过下述这

一句话来描述 III: 涡旋线同流体一起在运动．这意思是：假如你对沿某些涡旋线的流体质

点加以标志一—－比如用墨水来给它们染上——那么当流体在运动而带上那些质点一起奔跑

时，它们将始终标志着那些涡旋线的新位置．无论流体中的原子怎样运动，涡旋线总是跟着

它们一起奔跑．这是描述那些定律的一种方式．

它也暗示着求解任一问题的一种方法． 给出起初的流动图案——·比如，处处的 V 值

那么你便可以算出 9 来．根据们你也可以道出在一会儿之后那些涡旋线将会跑到哪

里去一一它们以速度 V 运动．既有了新的 IJ, 你便可以应用方程 I 和 II 来找出新的 v.(这

... 
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恰好就象给定了电流而要找出 B 的那种问题．）如果我们被授予在某一时刻的流动图案，则

在原则上是可以算出尔后一切时刻的图案来的．我们已有了关千非粘滞流动的一般解了．

现在要来说明：亥姆霍兹的这种表述方式

因而也就是 III一一如何可以至少部分地加以理解．

实际上它不过是应用于流体上的角动量守恒定律．

试设想一个其轴平行于涡旋线的液态小柱体，如图

40-13(a)所示的那样． 此后在某一时刻，这匣二部 (0) y / :(,,~ 面积4
分流体将移至别处． 一般说来，它将占据一个直径

不同的柱体并将位于不同的地方了．它也可以有一

个不同取向，比如图 40-13(b) 所示的那样． 但是，

若直径已经变小，则长度就会增长，以保持该体积不

变（因为我们假定的是一种不可压缩的流体）．并

且，由于涡旋总粘着在材料之上，其密度就会随截面

的缩小而增大．涡旋度 9与该柱体的截面积 A 两

者之积将保持不变，因而按照亥姆霍兹，便应有

乌丛=D1A1. (40.21) 

现在要注意既然粘滞性为零，则所有施于该柱 (b} 

体（就此事来说，乃是廷二体积）的表面上之力就都

垂直于该表面了，这种压力能够导致该体积从一处

移至另一处，也能使它改变形状；但既然没有包座

力，则在物质内部的座迎堂就不能够改变． 该小柱
体内的液体其角动量会等于转动惯量 1 乘以液体的

角速度，那是正比于涡旋度的． 对于柱体来说，转

动惯量正比于叨r•. 因此根据角动量守恒，我们就应该断定

图 40一13 (a)在 t时刻的一群涡旋线；

(b) 同一群线在较迟的甘时刻

(M1Ri)D1 = (M, 码）乌．

可是质量彼此相同，即 M1=M,, 而截面积则正比于芘，因而我们又再获得式(40.21) 了．

亥姆霍兹的表述方式－—－那是与

III 等效的一一不过是在没有粘滞

性的条件下流体元的角动量不可能

发生改变这一事实的后果．

有一个仅凭图 40-14 的那种简

单设备就可以形成运动着的涡旋的

精彩演示．那是由绷紧于一个柱形

“箱＂的开端处的一张厚橡胶膜所构成的一个“鼓＂，鼓的直径 2 英尺，深也是 2 英尺．鼓“底”

这个鼓被翻转而靠它的侧壁支持着一－一除了有一个直径 8 英寸的孔外，周围都密闭．

如果你用手在橡胶膜上猛击一下，一个涡环会从孔投射出来．尽管涡旋还看不见，但你却能

宜布它的存在，因为它会吹熄一支放在 10~20 英尺远处的蜡烛． 根据这一效应的迟延时

间，你可以说出有“某种东西“正在以一确定速率行进着．如果你先将一些烟雾吹进箱子里，

则还能对进行着的情况看得更清楚．这时你会把涡旋看成一个美丽的圆“烟圈”了．

。

-

图 40-14 造成一个正在移动的涡环

- -- - --- -- - - - -- -- - -- ····---~ 七寸乐古一 •• -
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烟圈是一束环状的涡线，如图 40-15(a) 所示． 由于 IJ=Vxv, 这些涡线也代表图 (b)

中的 V 之环流．我们可以按照下述办法来理解烟圈的前进运动：围绕着圈座的环流速度会

延伸到圈顶上去，而那里就有一个前进运动了． 由千 Q

线同流体一起运动，这些线也就以速度们前进． （当然，

围绕着圈顶那部分的 U 之环流则要对圈底的涡线的前进

运动负责．）

现在我们必须提出一个严重的困难．已经注意到式

(40.9) 会申述：若 Q 起初为零，则它将永远为零．这一

结果表明“干“水理论的大失败，因为它意味着，一旦 9

为零，则它将空运为零——在任何场合下都不能亡生任

何涡旋．可是，在我们利用那个鼓的简单演示中，却能够

从原来是静止的空气里产生出涡环来．（肯定在我们击

鼓以前，鼓箱里处处都是 V=O、 D=O 的．）并且，我们全

都知道，可以在湖水中用一柄桨来发动一些涡旋．显然，

必须进到“湿“水的理论中去才能得到有关流体行为的充

分理解．

干水理论的另一不正确之点是，它在固体表面边界

上的流动我们所作过的那种假设．过去当讨论经由一根

柱体的流动一—诸如在图 40-11 上的那种流动—一时，我们曾容许流体能沿固体表面滑移．

在我们的理论中，固体表面上的速度可以有任何值，这取决于该流动是怎样开始的，而我们

就从未考虑过在流体与固体之间的任何“摩擦＂．然而，那是一桩实验事实，实际流体的速度

在一固态物体的表面上总是趋千零的．因此，我们关于柱体之解，不管有无环流，都是错误

的——正如有关产生涡旋性的那种结果一样．我们将在下一章中告诉你们有关较正确的一

(~ 

运动方向

曾

仆l 祸线

曾
－

运动方向

图 40-15 一个运动着的涡环（烟圆）．

(a) 涡线； (b)涡环的截面

些理论．

．．一一---一｀ - - ••. 一. ·- -·- • -·- • -
. -- - --

俨星·-
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§41-1 粘滞性

41 
粘滞流体

在上一章我们曾在忽略粘滞现象的情况下讨论过水的行为．现在想要来讨论包堑粘滞

效应在内的流体流动．我们希望考察流体的实际行为．定性地讨论在各种不同场合下流体
一一一. - - _-_-_-

的实际行为，使得你对这一课题有某些感触．尽管你将看到某些复杂方程，并听到对某些复

杂事态的描述，但因而你就必须学习所有这些东西，却并非我们的目的．在某种意义上，这

将是给予你有关这个世界如何行动的某些概念的“文化”课的一章．其中只有一项是值得学

习的，那就是我们即将加以讨论的有关粘滞性的简单定义． 其余的就都只是为了你们的娱

乐而谈的了．

上一章中我们曾经发现，流体运动的规律全都包含在这么一个方程中，

竺+ (v•V)v= -亚－邓＋丛．at (41.1) 

在我们的“千“水近似中曾丢掉了末项，从而忽略了所有的粘滞效应．并且，有时还认为流体

是不可压缩的而作出一个附加近似；这时我们就有过一个补充的方程

V•v=O. 

这最后一种近似往往很好一一特别是当流速比起声速来小得多的时候．但在实际流体中，

几乎从未确实可以略去我们所称之为粘滞性的那种内阻力；发生的大部分有趣事态总是来
自这种阻力．例如，我们曾见到在“干“水中环流永不会改变一一如果开始时没有一个环流，

往后也永不会有可是，流体内的环流却是每天都要发生的事情．我们必须整顿好我们的

理论．

将从一桩重要的实验事实开始．当我们过去在算出“千“水环绕或经过一根柱体而流动

即所谓“有势流动”一一时，我们没有理由不容许水具有切于表面上的速度，只有法向分

量才必须等于零．我们并未计入在液体与固体之间或许会存在切力的那种可能性．事实是

虽然根本并不是自明的一一－在实验上已证实的一切场合下，流体速度在固体表面上都

恰好是零． 无疑，你一定曾注意到风扇叶片会积聚一层薄薄灰尘－—－而当风扇已经把空气

搅动后灰尘仍然留在那里．甚至在风洞中的大型风扇上，你也可以看到这同一效应．为什

么灰尘不会给空气吹跑了呢？不管扇叶是以高速穿越空气而运动，但空气相对于扇叶的速

率恰好就在叶面上降低至零．因此，那些最小的尘埃粒子才不会受到扰动骨．我们必须对理

论作出修正，以便能够与这么一桩事实相符，即在一切寻常流体中，那些靠近固体表面的分

子都会有零速度（相对于表面而言） **. 
我们原来是由这么一桩事实来标志液体的，即如果你给它施以一个切胁强一一不管多

．你能够将大的尘埃粒子从桌面上吹掉，但不能吹去十分微细的灰尘．那些大的才会挺进到微风里去．
~---·. 一.·• 

“你能够想象出一些情况，其中这一点是真实的：玻璃在理论上虽然是一种“液体”，但肯定能够使其沿一钢面滑动．

因此，我们的说法必然会在某处崩溃．

-- 
···-· ·- - •• 一. .• - -志- - -- --
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么小一－—它总会屈服．它流动了．在静止情况下，并不会有切胁强．但在达到平衡之前一一只

面积4 要你仍然推动它一—那里就可存在切力．

~ . F 生钮便是描述这种存在千运动流体中的T···· ·····.· ~-. ··1· ··- "/--- .. ····-· --
. I: . ""J~"· 

•I 立· 已勹:-·:·:·. 切力的．要得到对流体流动时这种切力的
-·v~ 一.• • •. : ·. : ··•I:• .. 

•• •.1111. 冲－：『．．．、
·-~·_, ....... 一•、.'·. • ..、--, 

心，. , ~ 五了：飞，;·, /, : f .{ , { ;; j. ;·;:;;-i 间夹有水的固体板面，如图 41-1 所示，保
v一o 持其中一块固定，另一块则以低速率如对

图 41-1 在两平行板之间的粘滞阻力 之作平行运动．如果你对所需以保持上板

运动之力进行测量，你便会发现这力与板的面积和彻/d 都成正比，其中 d 为两板间的距离．

因此，胁强 FIA 就会正比千彻/d:

F 彻
一 ='Yj一A d. 

这个比例常数刀称为粘滞系数．

如果我们有一较复杂情况，但总可以考虑水中一个小而平坦的矩形池，其上下两面都平

行于流动，如图 41-2 所示．横过这个池的切力由 . - . 吻

下式给出：
• ... \·.. 

&J'Liv夕 ov,.
.. ·_.'.,.. . 

=7]-=7] 一一 (41.2) . 
丛 Lly oy· '-: 丛~竺:- .· 

原来，氐Jay 就是我们曾在第三十八章中定义过 ~---Al仁~二~勹; ~. _·· 
的切胁变的变率，因而对于液体来说，切胁强与切 ...': . . • • . .. ·. 曹.

- - -_ 

胁变的变率成正比．- .. ~. ·.·. . . . . . . 
在一般情况下，我们写成

. : . : 
、'. • .• 

沁＝叶詈＋詈）． (41.3) 图 41-2 在一粘滞流体中的切胁强

如果流体有一匀速转动，则彻．／彻为加＂加的负值，因而 S.," 为零—一正应如此，因为在一

作匀速转动的流体中不会存在任何胁强的．（我们在第三十九章中当对 e"" 下定义时就曾做
过与此类似的事情．）当然，还有关于 Sv• 和 S印的对应表式．

y 作为应用这些概念的一个例子，我们考虑在两

个同心筒间流体的运动．令该内筒具有半径 a 和筒

壁线速度％，而外筒则具有半径b 和筒壁线速度玑，

见图 41-8. 我们也许会间，在两筒之间的速度分布

如何？为回答这一问题，我们从找出一个在距轴心

为 r 处的粘滞切力公式开始．根据这一问题的对称

性，我们可以假定流动总是沿着切向，而其大小则仅

取决于 '1';'I)= 心 ('1'). 如果注视水里在半径 r 处的一

个小斑点，它的坐标作为时间的函数为

.:;:. . ; ; . 

f~JL'"' 

I . 
. 

. 
`r­••• 

. 
.. ．

．
』
·

夕 W=lf cos wt, y=rr sin wt, 

Yt, 

图 41-a 在以不同角速度旋转着的两

个同心筒之间流体的流动 和

其中 w=v分．于是速度的幻和g 分量就是

心.,= ---,-rrw sin 叫＝－哼 、

一--- - -- - -- - --一咖－ - 
- --- -一-- ---
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切= IJ'W cos wt =缸． (41.4) 

根据式 (41.3), 我们便有

砒＝＂［去＠）－奇yw)] ='Y] [ a; 告－叶且
对于 y=O 那一点，知/oy=O, 而“知／彻与社叫如则彼此相同．因此在该点上，

如
(S,,,,),=o=叮气环. (41.6) 

{S 应依赖于 aw/祈是合理的；当 o不随,,.变化时，流体便在作匀速转动而不会有任何胁强

了．）

我们所算出来的这一胁强是一个切胁强，围绕着整个柱面都相同． 可以通过对切胁强

乘以矩臂,,.和面积 2兀,,.i 而获得作用于围绕一个半径为,,.的柱形面上的转矩．我们得到
- - - - - - _- _-_ - - - -_ 

-r=2冗汛(S,,,,),,co=2初阳卷. (41. 7) 

由于水的运动是稳恒的一一没有角加速度一一－因而施于广与广伈怀间的柱壳中之水的
净转矩就必须为零；这就是说斗丘处的转矩势必被在,,.＋祈处的一个相等而相反的转矩所
抵消，使得 t 必须与,,.无关．换句话说，产也讥杯等于某一恒量，比方说 A, 因而

(41.o) 

如 A
, d,r ,,.a • 

积分后，我们便找出 0是这样随 r 而变的：

(41.8) 

w=-志+B. (41.9) 

A 和 B 两常数，由适应在,,. =a 处 w=吵、和在户书处 w=叩的条件而被确定下来．结果

得到

A 
2a2沪

勹了勹妇－吩．

B= 沪吩-a如。
沪 -a,:a • 

所以我们就知道 0作为,,.的函数，从而也知道 0一 Cu'l' 的函数．

如果希望得到转矩，便可由(41. 7)和 (41.8)两式得到：

(41.10) 

, 

或
T=2m;ZA 

, T= 知矿bl
嘈 t, (Cub一 ru<>). (41.11) -al 

它与两筒的相对角速度成正比．一种作为测量粘滞系数用的标准仪器就是这样制成的．其
中一个圆筒一—比方说外筒一—安装在一个支枢上，但由一条可借以测董施于筒上转矩的

弹簧来保持其竖立不动，而内筒则是以恒角速度旋转着的．这样，粘滞系数便可由式(41.11)

确定．

根据刀的定义，你可以看出它的单位是牛顿·秒／米盒．对于 20°0 之水，

'Y]=103 牛顿·秒／米:a_

采用比粘滞度，即 n 除以 P, 往往较为方便．此时水与空气之值便可以进行比较：

在 20°0之水， 'rJ/p=lO一6米2/秒；

在 20°0 之空气， 'rJ/p 一 15x10-6米皇／秒．
(41.12) 

~、.... • .•• 一．一- - . . 

- -- - - - ----一- -
--、-------- - --
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粘滞性通常强烈地依赖于温度．例如，对于恰好在凝固点上之水，其叩p 比在 20°0 上的要

大 1.8 倍．

§41-2 粘滞流动

现在我们要进入粘滞流动的最普遍理论一一至少是入类所知道的最普遍形式一一中

去．已经了解到切胁强分量与速度分量的各种空间微商（诸如 8心霪/oy 或彻11!彻）之间适成

正比．然而，在一种可压缩流体的普遍情况下，胁强中还有另一个要取决于速度的其他微商
-_ . - . 

之项．总表达式为

岛＝＂（笠＋笠）＋＂，加(V•v), (41.13) 

式中 m 是直角坐标 a;, y, 或 z 中的任一个，而切则是速度的直角分量中的任一个. (81J 是

克朗内克符号，当仁寸时为 1, 而当朽寸时为零．）该附加项对于胁强张量的所有对角线元

岛都增添了 '1)1V•V. 如果流体是不可压缩的，则 V心=0, 而这一附加项就不见了．所以它与

受压缩时的内力有关． 因此要描述流体就需要两个常数，正如我们过去在描述均匀弹性固

体时曾有过两个常数一样．系数勹即我们曾遇到的“寻常＂粘滞系数．它也称为第了＿一粘滞系
塾或“切粘滞系数”，而那一个新的系数计则称为笆三整堕萎壑．

现在要来确定每单位体积里的粘滞力 f歌滑，以便能将其代入式 (41.1) 中而获得实际流

休的运动方程施于流体中一小立方体上之力，即是作用千所有六个面上之力的合力．每

次取其中两个面，便会获得其差值，那是由胁强的微商、亦即速度的二次微商决定的．这很

好，因为将会使我们回到一个矢量方程式上来．每单位体积的粘滞力在直角坐标初的方向

上其分量为

心），噤詈含岛 {'YJ (笠＋笠）卜妇＇立v). (41.14) 

粘滞系数随位置的变化通常并不显著，可以忽略，因而每单位体积的粘滞力就仅含有速度的

二次微商． 在第三十九章中，我们曾见过能在一个矢量方程中存在的二次微商的最普遍形

式，为一拉普拉斯项(V•Vv =六节）与一散度的陡度项(V(V•V))两者之和．式(41.14)就恰

恰是具有系数＂和（妇外）的这样一个和．我们得到

f秸滞＝权2v+(刀十计）V(V• 切. (41.15) 

在不可压缩的情况下， V•V=O, 因而每单位体积的粘滞力便不过是水72v. 那就是许多人所

用到的一切；然而，如果你一定要算出流体对声波的吸收，那你就该需要那第二项了．
现在，我们可以完成关于一实际流体的普遍运动方程．把式(41.15)代入(41.1) 中，便

得

这很复杂．但却是大自然安排的一种做法．

如果象以往一样引进涡旋度 D=Vxv, 那么便可将上述方程写成

再度假定唯一作用的彻体力是象重力那样的保守力．要看出该新项的意义如何，让我们来

看不可压缩流体的情况．这时，如果取式(41.16) 的旋度，便得

...... .... 
....... 



第 41章粘滞流体 521 

aa -::,--+ V X (Q Xv)=.!)_妒D. (41.17) 
p 

这除了在其右边有一新项外就很象式(40.9) 了． 当右边为零时，我们曾有过关于涡旋度同

流体伴随在一起的亥姆霍兹定理． 现在，在右边已有那个相当复杂而又不等千零之项，然

而，它却具有简单明了的物理后果． 如果暂时略去那一 vx (fJxv)项，便会得到一个苞憋

肆．该新项意味着涡旋度 Q 经由流体而笆憋．如果在涡旋度中有一个大的陡度，则它将

扩散到其邻近的流体中去．

这就是引起烟圈在前进时会变得越来越厚的那一项． 并且，如果你把一个“洁净＂的涡

环（由上一章所描述的那部仪器造成的“无烟＂圈）送进烟雾之中，也就可以漂亮地表现出来．

当它从烟雾里跑出来时，它会吸取某些烟雾，而你便将看到一个空心的烟圈壳了．有些 O 会

向外扩散而进入烟雾之中，但仍能保持与涡旋相同的前进运动．

§41-3 雷诺数

现在我们要来描述由该新的粘滞项在流体流动特性中所造成的一些变化．我们将相当

详尽地探讨两个问题．第一个是经过柱体的流动一一那是我们在上一章就曾试图用非粘滞

性流动的理论来加以算出的问题． 事实证明，今天人们只能对儿种特殊情况解答该粘滞性

方程组．因此有些将要告诉你们的东西乃是建基于实验测量方面的一一假定实验模型满足

了方程(41.17).

数学的问题是我们该愿意来求解一种不可压缩的粘滞性流体流经一根直径为 D 的长

柱体的那种流动．这一种流动应该由式(41.17)和式 、

ll=VXV (41.18) 

所给出，配合下述两条件：在远处的速度为某一恒速，比方说 V(平行于石轴）；以及在柱体的

表面上速度为零，即对于表面

记＋扩＝平，
会有

＂霉=V11=V雷 =0. {41.19) 

那就完全规定了该数学问题．
如果你注意那些方程式，你就会明白对千该问题有四个不同常数： '7, P, D 和 V. 你也

许会想到应该对千不同的汇不同的 D 等等给出一整系列情况．然而，、实际情况却并非如
此．所有这些不同的可能解答均相当于一个参数的不同数值．这就是关千粘滞性流动我们

一... --一＿－＿－．

所能说的最重要而又最普遍的东西．要看出其所以然，首先应当注意粘滞性和密度只出现
在比率 rt!P-—一即些粘滞性上． 这可把独立参数的数目减少到三，现在假定我们采用出现

于这一问题上的唯一长度、即柱体的直径 D 来量度所有一切长度；这就是说，用按照下列关

系的新变量叱 y''z' 来代替 a;,'Y, 生

妒丑-ID, y=y'D, z=z'D. 

这样 D便从式(41.19) 中消失了． 同样地，若我们用 V 来量度所有的速度——即是令炉＝

v'V一一则可以消去 V, 而在大距离上心，不过等千 1 罢了． 既然已确定了长度和速度的单

位，现在我们的时间单位就是D/V; 因而应该令

~ - ＿＿一、- - ------ - -- - ----凰-~ 忒--,『-- 正户
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D 
t=t' 一．V 

(41.20) 

采用这一套新的变量，式(41.18) 中的那些微商就得从句彻改成(1/D)a/a叫，以及其

他等等；因而式 (41.18) 就变成

V !l= V XV= - V'XV'=-V D'. D D 
于是我们的主方程(41.17)可以读成

8Q' 
祝＇
-+V'x (D'xv') =_!]_ 

pVD 
V心,• 

一切常数都凝结成一个我们根据传统将其写成 1/R 的因子：

{41.21) 

R=.f!.... VJJ. (41.22) 

如果仅仅记住全部方程式都是以这些新单位的量来写出的，则可以省略一切撇号． 于是该

流动方程组就是

和

所附带的条件则为：对于

以及对于

oD 1 +vx (Dxv) = -"v'D 
祝

lJ=Vxv. 

记＋护=1/4,

炉=0;

记＋护＋＃＞习，

B 

＂乡 =1, 心11=v.=0.

(41.23) 

(41.24) 

这在物理上所包含的全部意义十分有趣．比如，它意味着：若我们已对某速度兀和某
一柱体直径 D1 解决了该流动问题，然后又问起关于一个不同之仄以及另一种流体的流动，

那么对于会给出同一雷诺数的速度贮一—也就是说，当

R1=立-V迅＝乌＝丘-VJ), (41.25) 
'l/1 ?12 

时，流动将会相同关于雷诺数相同的任两种情况，流动“看来“将是一样的一—采用适当的

比例尺叫， y', z' 和 t'. 这是一个重要定理，因为它意味着我们不须制成一架飞机来作试验，

就可以确定空气流经机翼时的行为如何． 作为代替的是，可以造成一个模型并用一种会给

出同一雷诺数的速度来进行测量．这是一条容许我们把小型飞机所作的“风洞”测量结果，
或把按比例缩小了的模型船在“模型池”中的试验结果应用千实际尺寸的物体上的原理．然
而应当记住，只有在流体的压缩性可以忽略时，我们才能这样做．要不然，一个新的屈

声速一一就会闯进来．而只有在 V 对声速的比率也相同时，不同的情况才会真正互相对

应．这后一比率称为丑垫覂．因此，对于接近声速或超过声速的速度，若在两情况中丑埜巠
和雷诺数酉者己都各各相等，则在这两种情况下的流动才会彼此相同．

§41-4 经过一圆柱体的流动

让我们回到流经一柱体的低速（儿乎是不可压缩的）流动上来．将对一实际流体的流动
给予定性描述．有许多关于这类流动的情况我们很想知道一一诸如施千柱体上的曳力如
知施于柱体上的曳力作为 R 的函数在图 41-4 上被画成曲线．若其他一切都保持固定，

- - -一-- - -一 ....、. ······· ~贮.. 今...
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., 

图 41-4

则 R 与空气流速V 会成正比． 实际上所画出来的乃是所谓曳力系数 OD, 那是一个无量纲

的数值，等于力除以一 pV2Di, 其中 D 和 1 分别代表柱体的直径和长度，而 p 则是流体密
2 

度：
F 

OD= 

2, 一pV2Di

这曳力系数按某一相当复杂的形式变化，并为我们提供一种预示，即有某些相当有趣而又复

杂的情况在该流动中发生了．我们现在要对雷诺数的不同范围描述该流动的性质．首先，

当雷诺数十分小时，流动很稳定；这就是说，在任何一处速度都固定，因而流动会环绕该柱

体可是，流线的实际分布却不象在有势流动中那样．它们是一个稍为不同的方程式之解．

当速度十分低，或等效地说，当粘滞性十分高以致该

物质很象蜂蜜那样时，则那些惯性项都可以忽略，而

流动便可由下式描写：

守D=O.

这一方程首先由斯托克斯解出．他也曾对球体解出

这同一问题．若你有一个小球在这种低雷诺数的条
件下运动，那须用以拉曳它之力便等千 6初aV, 其

中 a 为球体半径而 V 为其速度．这是一个十分有用

的公式，因为它确定尘埃微粒（或可近似地视作球体

的其他粒子）在一给定力的作用下穿过一流体一—诸如在一离心机中，或在淀积或扩散过程

中—一的那种运动．在雷诺数低－一－即比 1 为小的 R-一的区域里，围绕一根佳住的 0 线

如图 41-5 所示．

'. . =-
.. 

" . ----=:: _ . _ 

图 41-!5 圈绕一根圆柱体的

粘滞性流动（低速流动）

. . ·-··· 
一一、 - - ------ -- - - -- - --气～、- ---
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如果现在将流体速率增大以便获得一个多少比 1 为大的雷诺数，则我们发现流动表现

不同了．在该柱体后面存在环流，如图 41-6(b) 所示．是否那怕在雷诺数最小时就总会有环

流存在，或要在某一定雷诺数上事态才突然发生变化，这仍然是个未决问题．过去人们往往

认为环流是逐渐成长的．但现在却认为环流是突然出现的，并肯定它是随着 R 的增大而增

长起来的．无论如何，对于 20~30 的范围内之 R, 流动就有一个不同特性．在该柱体后面

存在一对涡旋．

当达到 40 左右的数目时，流动又再发生变化． 在运动特性上突然有一个完全的变化. 

.. 

(d) 

<P-"'=10-2 

(b) 
IR.::::20 

(c) 

伏：：：：： 100 

(d) 
尔::::0104

{e) 
0{:::::106 

..、~编 .~..... - ••• 

. 『

, 

扛

图 41-6 各不同雷诺数流经一柱体的流动

- -······- .- . . ..、... 气·•··.一~
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所发生的事态乃是，在该柱体后面有一个涡旋竟变得那么长，以致分裂开来并随液体猛向下

游奔跑．这时在柱体后面的流体又会卷起来而形成另一个新的涡旋．这些涡旋在每一边交

替地剥落，因而流动的一个瞬间形象看来就约略象图 41-6(c)所草画出来的那样，这些涡旋

的流注称为“卡尔曼(Karm缸）涡旋街道”．它们总是在 R>40 时出现．这样一种流动的照

片如图 41-7 所示．

在图 41--6 中， (a) 与 (b) 或 (c)这两种

流动间的差别几乎在方式上就已完全不

同．在图 (a)或(b) 中，速度是恒定的，而在

(c) 中，则在任一点的速度都会随时间变

化．超越 R=40 时－这在图 41-4 上是

用一条虚线标示出来的—一就不会有稳恒

之解了．对于这些较高的雷诺数，流动会

随时间变化，但还是以有规则的周期性方
－－－－－＿．一

式进行的． 图 41-7 由陆维·潘德耳(Ludwig,Prandtl)拍摄
关于这些涡旋如何产生，我们可得到 的在柱体后面的流动中出现的“涡旋街道“照片

一个物理概念．我们知道，流体速度在柱体表面上应当为零，也知道在离开表面后速度便迅

速增长．涡旋性就是由这种在流体速度中巨大的局部变化所产生的．现在，当主流速还足

够低时，便会有充分时间给这种涡旋性从靠近柱面它的出生地的那个薄区处扩散开来而长

成一个大涡旋区．这一物理图象应该会帮助我们对下一步当主流速或 R 再度增大时在流

动性质方面的变化作好准备．

当速度变得越来越高时，为便千涡旋性扩散至较大的流体区域中所资用的时间就越来

越少了．当雷诺数达到几百时，涡旋性便开始充满一条薄薄的带，如图 41-6(d)所示．在这

一薄层中，流动既杂乱而又无章． 这一个区域叫做边畟星，而当 R 增大时这个无规流动区

会逐渐往上游伸展．处于这一湍流区中，速度非常无规，而又“嘈吵不休＂；流动也不再是二

维的，而是在整个三维中都出现扭动和转动． 但仍然有一整齐的交替运动迭加于这种湍流

之上．

当雷诺数再度增大一一－对约比 R=105 为高的那种流动一一这湍流区便向前伸展直到

它抵达流线刚离开柱体的那一处．这种流动示如图 41-6(e), 因而我们就有了所谓“湍流边

界层＂．并且，在曳力方面会有一个猛烈变化；它降低了一个大倍数，如图 41-4 中所示．在

这一个速率范围中，曳力的确会随速度的增加而堕惩．周期性的迹象似乎很少．
对于比这还要大的雷诺数将会发生什么呢？当我们进一步提高速度时，那尾流的尺寸

会再度增大，而曳力又复增加．最近期的实验－~达到 R=107 左右一指明：有一种新的

周期性出现在尾流之中，这或者是由于整个尾流在大幅度运动中发生了来回振动，或者是由

于伴随那不规则的嘈杂运动中还有某种新类型的涡流产生．详细的情况迄今还不完全清

楚，人们仍在用实验方法进行研究之中．

§41-5 零粘滞性极限

我们愿意指出，在所描述的那些流动中，还没有一种象在上一章所曾经找到的那一种有

势流动解．这乍一看来，似乎很奇怪.R 总是与 1/'1) 成正比，因而刀趋于零与 R 趋于无限
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!526 费曼物理学讲义（第二卷）

大等效．但若在式(41.23) 中取大 R 的极限，便会把右边清除掉，而只得到上一章的那些方

程可是，你该会发现，在 R=107 的那种高度湍流竟会趋向于从“干“水的方程组所算出来

的那种平滑流动，那是难千置信的． 怎么能够当我们接近 R=oo 时，由方程(41.23)所描

述的流动会完全不同于过去由取 'TJ=O 开始而获得之解呢？答案十分有趣．应当注意式

(41.23) 右边存在 1/R 乘一个二次微商．它是高于该式中任何其他微商的微商．发生的情

况是：虽然 1/R 这一系数变小了，但在表面附近的空间却存在着 O 的十分迅速的变化．这

些迅速变化补偿了那个小的系数，因而两者之积就不会随 R 的增大而趋于零．解答就不会
---____-_ 

趋于当 V屯的系数变成零时的那种极限情况．

你可能会觉得奇怪，“那结构精细的湍流究竟是个什么东西而它又是怎样维持它本身

的呢？在柱体边缘某处所造成的涡旋如何能在背景中产生那么多的噪声呢？＂答案又再是很

有趣的．原来涡旋性有将其本身扩大的倾向．如果我们暂时忘却那种会引起涡旋性损失的涡

旋扩散现象，则流动规律申述（正如我们以前见过的）：涡线会以速度 0 偕同流体一起运动．

可以想象，有一定数目的 O 线正被 0 之复杂流动方式所扭曲和弄歪．这会将那些线拉得彼
此更加靠拢而又互相掺混了．先前的那些简单涡线将会纠缠成结而且互相拉紧．涡旋性强

度将会增加，而其无规性一包括正的和负的一一一般也将增加．因此，当将流体扭来扭去

时，在三维中的涡旋量就总会增大的．

你也许满可以间，”什么时候那种有势流动才算得是一个满意的理论呢？“首先，在湍流

区以外、即在涡旋性还未通过扩散而明显进入的地区，它是令人满意的．通过造成特殊的流

线型物体，我们就能把湍流区保持尽可能小；环绕机翼一一那是经过精心设计的一~的那种

流动就几乎完全是真正的有势流动．

库艾特流动

对于流经一柱体那种流动的复杂而易变特性并非特殊，而流动可能性的千变万化却一

般总会发生，这是可以演示的． 在第一节中我们曾经对在两个圆筒间的粘滞性流动算出了

一个解，并能够把这一结果与实际发生的情况互相比较．若取两个同心筒，在它们之间的空

隙里装进油，并放进一些铝粉以作为油中的悬浮物，这样流动就可容易观察到．现在，若缓

慢地转动该外筒，并不会有什么意料不到的事情发生；这可从图 41-8(心上看到．相反，若

慢慢转动内筒，也不会有十分显著的事情发生．然而，若以较高速度转动内筒，则我们会感

到诧异． 流体已破裂成一些水平带，如图 41-S(b)所指出来的那样． 当外筒以一相似速度

转动而保持内筒固定不动时，却没有这种效应发生． 怎能在转动内筒或转动外筒之间有这

§41七
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第 41章粘滞流休 527 

种差别呢？在第一节中，我们曾导出的那种流动图祥仅仅依赖于 <.ui,- 吩．但通过对图 41-9

所示的那些截面进行考察是可以得到答案的． 当内层流体转动得比外层流体更快时，它们

便趋向千迎处奔跑一一离心力大千把它们维持在原位置上的压强．不可能让整层流体都均

匀地向外移动，因为外层还在那里阻塞着． 因此就必然会破裂成蜂房式并作环流，如图

41-9(b)所示的那样．有点象房间里，当底部空气较热时发生的那种对流．当内筒不动而外

筒有一高速度时，离心力会建立起一个把一切都维持在平衡状态中的压强陡度一—－见图

41-9(c)(正如在一间顶部空气较热的房子里）． 离心力

现在让我们提高内筒的转速． 起初，带的数目增

加了．然后你会突然看到那些带变成波状了，如图

41-S(c)所示，而这些波正在环绕着筒行进．波的速率

很容易测量出来 对于内筒的高转速来说，这波速会

接近于内筒速率的三分之一．但没有谁能知其所以 (a) 

然！这就存在一种挑战．一个象 1凡的简单数目，还

得不到任何解释． 事实上，这种波形成的整个机制并
未得到太好理解；而它却是一种稳恒片流．

如果我们现在也开始转动外筒一一不过是沿相反

方向一一则该流动花样便将开始瓦解．所获得的乃是

波区与表面上看来的静止区相互交替的一种情形，如

图 41-B(d)所示，构成一种螺旋式的花样．然而，在这

些“静止“区中，我们能够看到流动实在很不规则；它实 (b) 

际上是完全湍流式的那些波区也开始表现出无规的
湍流了． 如果内外筒继而转得更快，则整个流动便会
变成混乱不堪的那种湍流了．

. 在这一简单实验中，我们看到了许多有趣的流动
状态，它们之间大不相同，但却全都包含在一个对千唯 r .. ~ 尸，．，．．
一参数 R 的不同数值的简单方程式中．用我们的两 .... : . , 
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若在一个只有单一参数的方程中． 这样的变化就已属可能，那么对于更复杂的一些方

程又该有比此多多少的可能性呢！ 也许用以描述旋涡星云以及那些正在凝结着的、正在旋

转着的、正在炸开着的众星球和众银河的基本方程也不过是一个对于儿乎是纯氢气的流体

动力学的简单方程． 经常有某些对物理学怀着没有理由的恐惧心理的人们总会说，你不能

够写出关于生命的一个方程式来．噢，也许我们能够．事实上，当我们写出量子力学的方程

式

528 
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时，我们就已十分可能在足够近似的程度上拥有这么一个方程式了．刚才已经看到，事情的

复杂性能够那么容易而又戏剧性地逃避用来描写它们的那些方程式的简单性．还未认识到

一些简单方程式的统辖范围，人们往往就会断言，要解释世界的复杂性少不了需要一个上

帝，决非单凭方程式所能济事的．

我们已写下了关于水流的方程组． 从实验方面，也曾找出了一套用来讨论其解答的概

念和近似性一一－涡旋街道、湍性尾流、边界层等等．当在一种我们不那么熟悉的、而同时又

还未能做出实验的情况下拥有一些相似的方程式时，就企图按照一种原始的、踌躇不决的、

而又混乱不堪的方式求解那些方程，希望确定有什么新的定性特点可能会出现，或有什么新

的定性形式是那些方程的一种后果．例如，当我们把太阳作为一个氢气球看待时，方程式把

太阳描绘成没有太阳黑点的、没有表面上的谷粒状结构的、而又不带有太阳红焰和日冕的．

可是，所有这些，实际上都存在千该方程式中；只是我们还未找到借以获得它们的方法罢了．

还有那些对于在其他行星上尚未找到生物而感到失望的人们．我却不是那种人——我
希望能通过行星际探索，以及从这么简单的原理就能产生出那种变化无穷而又瑰奇湔幻的

各种现象，这样再度受到提醒、受到鼓舞、并感到惊异． 对科学的考验乃是其预言的本领．
假如你从未探望过地球，难道你能预言雷电、火山、海涛、极光、以及五彩综纷的晚霞吗？兰
我们获悉在那些死寂的行星一一八个或十个球体，每个都各由同一种尘埃云所凝聚而成，而，
且每个又都遵循着完全相同的一套物理规律一一的每一个上所发生的一切事情时，那将舟
有益的一课．

下一个人类智慧的伟大启蒙期，可能会产生出一种对方程式能够理解其足佳内容的？

法． 目前我们还不能够．今天不能看出那些流动方程会含有人们从两个转动圆筒间所见

到的那种理发店招牌杆式的湍流结构． 今天还不能看出是否薛定谔方程就含有青蛙、节

作曲家、或者伦理道德—一也许它不会． 我们无从对超越这一界限以外诸如上帝是否儒
这一类问题说三道四，因而人们可以在这两方面各死抱着自己的强硬见解．
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